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aiGUARDATA  COME  SUPEaFICIE, 


INTRODUZIONTE 

ARECCHiE  opere  più  dal  caso'  Iiaddo  origine  die 
non  da  spontanea  determinazione  ; e tale  è questa 
che  noi  pubblichiamo.  Per  lo  che  non  recherà  ma- 
raviglia, che  una  Inferriata  per  avventura  veduta  ab- 
bia dato  cagione  al  nostro  lavoro  , ed  a tante  e sì 
svariate  considerazioni , che  di  molto  poi  ne  hanno 
cresciuta  la  mole.  L'umano  pensiero  & di  siQàtta 
indole  , che  soventi  cominciando  dalle  piccole  e co- 
muni cose  sale  a più  ardue  e sublimi. 

La  Inferriata  è rappresentata  in  prospettiva  nel- 
la tavola  prima.  Appena  clte  da  noi  fii  vedutaci  ven- 
ne in  mente  sostituire  lìnee  matematiche  alle  spran- 
ghe di  ferro  , e dar  loro  conliuuità  ; ed  investigare 
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di  qual  natura  fosse,  e se  delle  note,  la  emergen- 
te superficie. 

Quindi  sarà  pregio  dell’  opera  determinare  la 
natura  dejla  superficie  della  inferriata  , iudagauduuc 
la  generazione  ; e conoscerne  la  forma  , con  cercarne 
e discutere  le  sezioni  piane  , esaminando  cosi  le 
principali  proprietà  di  queste  , da  cui  quelle  della 
superficie  talvolta  naturalmente  discendono  e talul- 
tra  sono  con  artifizio  dedotte. 

A tutte  le  quali  cose  noi  cercammo  di  perve- 
nire o per  la  Geometria  e per  l’ Àlgebra  , o per 
una  sola  di  esse. 

Però  le  considerazioni  propriamente  delle  saran- 
no espnsle  in  due  parti.  Nella  prima  ragioneremo  fa- 
cendo uso  della  Geometria,  nella  seconda  dell’Al- 
gebra : e paragoneremo  i risultameuli  di  questa  cou 
quelli  deir  altra,  e ue  interpetreremo  le  formule  ed 
i casi  singolari  di  esse.  Cosi  daremo  quasi  di  tutto 
non  solo  colla  Geometria  lo  spettacolo,  ma  eziandìo 
col  linguaggio  del  Calcolo  la  descrizione. 

A queste  due  prime  parli  se  ne  aggiunge  una 
terza,  nella  quale  credemmo  bene  accennare  qualche 
applicazione  delle  cose  predette. 


La  Prima  Parte  è divisa  in  cinque  articoli. 
Nel  primo,  dopo  aver  dato  la  descrizione  della 
inferriata  riguuidutu  geometricamente  , ragioniamo 
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SU  di  essa  c cercliiamo  la  generazione  della  sua  su- 
perlicie.  E 'questo  articolo  debbesi  avere  per  i'uuda- 
meuto  di  tutta  1’  opera. 

Nel  secondo  esaminiamo  il  viaggio  della  linea 
generatrice  ; e giungiamo  a conoscere  la  superfi- 
cie della  inferriata  essere  il  Conocuueo  di  Wallis  ; 
e comporsi  di  due  parti  discontinue  la  superficie 
generata  pei  ragìonaincuti  fiiUi  (leU’articolo  preceden- 
te sulla  inferFiata. 


Quindi  nei  due  seguenti  articoli  è disegnata 
geometricamente  Unito  la  inferriata  ebe  la  superficie. 


Dopo  le  cose  delle  nei  due  primi  articoli  die 
danno  luogo  a risultamcnti,  che  ofirono  mezzo  sempli- 
ce e spedito  di  costruire  la  superficie  e di  condurre 
ad  essa  il  piano  tangente , nel  quinto  articolo  ri- 
solviamo quattro  problemi  di  Geometria  Descrittiva. 

Pei  due  primi  trovasi  la  projezioue  verticale  di  un 
punto  della  superficie  , data  che  ne  sia  la  orizzon- 
tale , e viceversa  : ed  essi  risolvonsi  senza  costrui- 
re la  Conoidale  , cioè  parecchie  posizioni  della  sua 
generatrice  , non  essendo  date  che  due  rette  soltan- 
to, le  quali  Ile  sono  i Parametri.  La  qual  cosa  da  uiu- 
podi’  io  sappia  credo  siasi  fatta  siuora.  Gli  altri  du« 
problemi  sono  relativi  al  piano  tangente  , il  quale 
coiiducesi  senza  aver  ricorso  alla  costruzione  di  una  _ ' 
Paraboloide  Iperbolica,  od  Iperboloide  ad  una  foglia. 

E ciò  pure  io  credo  che  altri  mai  nou  abbia  fatto. 
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‘A  questi  problemi  seguono  altri  quattro  faci- 
lissimi. di  loro  natura  ed  interessanti  ad  un  tem- 
po. Per  essi  costruisconsi  alcune  sezioni  piane  del- 
la conoidale  , e se  ne  dimostrano  le  principali  pro- 
prietà , e si  determinano  gli  asintoti  delle  asintotiche. 

L’  articolo  sesto  compie  la  prima  parte.  In  es- 
so si  dimostra  come,  pel  muoversi  del  pianai* se- 
cante , le  costrutte  sezioni  piane  con  legge  di  D>n- 
tinuità  sì  trasformino  l’ una  nell’  altra  ; e quindi 
si  risolve  il  seguente  problema  : cioè 

Di  tutte  le  immaginabili  sezioni  della  Conoi* 
dale  prodotte  da  piani  che  passano  per  una  retta 
parallela  al  primo  asse  indefinito  della  conoidale  , 
e che  ne  incontra  le  generatrici  pel  centro  , deter- 
minare quei  punti  di  tutte  esse  che  hanno  ordinata 

1 quali  tutti  sono  allogati  in  una  curva  a dop- 
pia curvatura,  che  è la  intersezione  della  Conoidale 
con  un  Cilindro  di  Rivoluzione  , avente  per  para- 
metro r ordinata  che  c uguale  in  tutti  i punti  di  cui 
la  curva  è Luogo,  e per  asse  la  detta  retta  per  la 
quale  passano  i piani  : e si  determinano  con  som- 
ma brevità  le  prnjezioni  di  una  tui  linea.  Il  che 
mena  alla  costruzione  simultanea  di  tutte  le  sezioni 
piane  della  conoidale  parallele  al  suo  primo  asse  in- 
definito. 


Alla  Seconda  Parte  diurno  cominciumcalo  colla 
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ricerca  .della  equazione  delia  superficie,  di  cui  nel* 
r articolo  primo  della  prima  parte  è data  la  gene- 
razione, e colla  discussione  di  essa  e delle  funzioni 
clte  ne  derivano  : e queste  cose  vanno  comprese  nei 
tre  primi  articoli. 

Dall'  articolo  quarto  sino  allottavo  passiamo  ad 
csainiuare  tutte  le  sezioni  pinne  immaginabili  della 
conoidale;  e come  si  trasformino  I’ una  nell’ altra. 
Il  che  facciamo  assumendo  primamente  una  deter- 
minata posizione  del  piano  secante  rispetto  ai  tre 
assi  indefiniti  della  conoidale  , e poi  supponendo 
die  un  individuato  di  tali  piani  concepisse  prima 
un  ruolo  progressivo  e poi  rotatorio , o viceversa. 
I'2  percioccliè  il  piano  secante  può  avere  quattro 
jMisieioni  rispetto  ai  tre  detti  assi , in  quattro  grup- 
pi le  classifichiamo,  secondo  che  il  piano  secante 
ù parallelo  al  primo  asse  indefinito , o al  secondo 
tul  al  terzo,  o inclinato  a tutti  e tre  : e le  sezioni 
di  ciascun  gruppo  le  classifichiamo  in  generi,  spe- 
cie e talora  in  varietà.  Determinata  la  equazione 
delle  curve  di  ciascun  gruppo,  ne  discutiamo  le  ge- 
neralità, c per  la  considerazione  dei  rami  infiniti,  o di 
altra  notabii  cosa,  giungiamo  a dare  le  curve  a ciascna 
genere;  c considerando  i detti  movimenti  del  piano 
secante  , a darle  a ciascuna  specie  , e ne  conosciamo 
le  varietà  : e di  poi  , interpetrando  i risultamcnti 
dcirAlgehra,  determiniamo  da  quali  piani  secanti  sie- 
no  prodotte  le  curve  di  ciascun  genere  c di  cia- 
scuna specie.  Per  le  quali  cose,  giunti  a classifica- 
re  tutte  le  sezioni  piane  inim.igiiiabili  della  conoi- 
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dale  , noi  oITriaiiio  al  lettore  una  tavola  smofticar 
nella  quale  trovansi  tutte  delineate  giusta  la  falla 
classificazione.  Essa  è I’  ultima  delle  sedici  tavole 
elle  accompagnano  1’  opera  ; e da  essa  appare  die 
ciascun  gruppo  di  curve  ne  comprende  di  tre  ge- 
neri, e ciascun' genere  ili  tre  specie. 

Nelle  tre  prime  colonne  verticali  veilnnsi  le  se- 
zioni di  diversa  natura  prodolle  da  piani  paralldl 
al  primo  asse  indefiuilo;  c sono  delineate  per  pun- 
ti , supponriHlole  dale  ria  una  medesima  conoidale; 
ed  in  olire  quelle  di  prini.a  specie  di  ciascun  gi’ne- 
re  e*  quella  di  seconda  specie  di  secondo  genere 
sono  costruite  supponendole  frrodotle  da  quattro  pia- 
ni paralleli  Ira  Uno  ; iiaslaiido  il  solo  cangiiHiicntir 
di  distanza  del  piano  secante  dal  primo  asse  inde- 
finito per  farle  iniilar  nalirra.  Le  altre  sezioni  .so- 
no costrutte  supponendo  die  i quattro  detti  piani 
rofasseio  intorno  a certe  individuate  rette  di  deter- 
minala posizione.  Noi  trattiamo  in  ispezieltà  dcllir 
sezioni  di  seconda  specie  di  secondo  genere  iicirar- 
ticolo  quarto  ; c di  tutte  jioi  nei  quinto  , al  quale 
aggiungiamo  un’  Appendice.  Ragionasi  in  questa  in- 
torno ad  alcuui  risultanreiiti  precedentemente  oHc- 
Duli  , e si  perviene  a risolvere  completamente  i due 
problemi  seguenti  , cioè 

1°.  Determinale  il  Luogo  di  lutti  i punti,  dove, 
nello  spazio  , tutte  le  curve  di  primo  genere  incon- 
trano i rispettivi  loro  ossi  delle  ascisse,  i quali  sono 
dati  dalla  iutcìseziuue  del  piano  secante  con  un  pia- 
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no  ad  «so  p«?r[»pnJicolitre  e condotto  pel  primo  asse 
iii<l<  finito. 

2“.  Delprminare  il  Lnogo  peometrico  dei  punti  di 
flesso  nello  spazio  di  tutte  le  curve  di  primo  genere. 

E trovasi  per  primo  Luogo  una  curva  a dop- 
pia curvatura  , die  giace  ad  un  tempo  e sulla 
conoidale  e sul  cilindro  di  rivoluzione  avente  il  se- 
condo semiasse  parametro  di  essa  per  diametro  di  una 
individnata  sua  sezione  retta.  Ed  c grande  in  ve- 
ro il  p'ofitto  che  dalle  cose  esposte  nel  (juinfo  ai- 
ticolo  si  ottiene  ; per  le  quali  con  somma  eleganza 
e semplicità  noi  siamo  giunti  a descrivere  |>er  pun- 
ti simultaneamente  su  di  un  medesimo  piano,  e sen- 
za ricorrere  ai  metodi  della  Geometria  Descrittiva 
o ai  numeri,  Fe  tre  projezioni  del  Luogo  sui  piani 
diametrali  della  conoidale  : ed  è maraviglioso  che 
a ciò.  si  riesca  con  tanta  faciltà,  meiitrecliè  due  e- 
quazioni  delle  curve  di  tali  projezioni  sono  1’  una 
di  terzo  ordine  e l’ altra  di  ottavo  ordine.  E però 
in  questa  prima  parte  della  detta  Appendice  si  ha 
nn  esempio  lampante  dell’ ajuto  che  le  due  principali 
parti  delle  matematiche  scamhievolmenle  si  prestano. 

Il  risultamento  del  secondo  proldema  poi  è 
singolarissimo.  Dappoiché  ne  avviene  clic  i pun- 
ti di  flesso  di  tutte  le  curve  di  primo  genere  nello 
spazio  sono  allogàti  sulle  quattro  rette  della  conoi- 
dale, le  quali  a coppia  passano  pei  punti  di  mezzo 
delle  due  metà  del  secondo  asse  parametio. 

?»clle  Ire  colonne  verticali  che  seguono  , cioè 
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quinta  , quinta  e sesta  , sono  dclinentc  le  curve 
ptodoUe  da  piani  paralleli  al  secondo  asse  indelì- 
nito  , e sono  costiulie  per  punti  , supponendole 
prodotte  dal  taglio  di  una  medesima  conoidale  > 
eoa  piani  equidistanti  dal  suo  centro  : bastando 
la  loro  diversa  inclinazione  al  primo  asse  indefi- 
nito della  conoidale  per  farle  essenzialmente  can- 
giare di  forma.  Le  òurve  di  questo  gru[>po  hanno 
questa  notabile  proprietà  , cioè  die  le  loro  ordiini- 
le  massime  sono  uguali  al  secondo  asse  parametro 
della  conoidale  , e perciò  ugnali  Ira  loio  , quando 
da  una  medesima  conoidale  sieno  prodotte.  Nell’esa- 
me delle  curve  di  secondo  e terzo  genere  di  que- 
sto gruppo  è assai  ililTicile  la  determinazione  dei 
punti  di  flesso  , non  polendovisi  applicare  le  regole 
generali  per  la  natura  delle  derivate  delle  funzin- 
iii  che  si  olteugoiu)  dalle  loro  equazioni.  Di  tutte 
sìfTatte  curve  trattiamo  nell’  articolo  sesto. 

Nelle  colonne  verticali  scllima  , ottava  e no- 
na sono  delineate  le  curve  delle  sezioni  prodotte  da 
piani  paralleli  al  terzo  asse  indefinito , e sono  pu- 
re delincate  supponendole  prodotte  in  una  medesi- 
ma conoidale.  Le  curve  di  pi  ima  specie  di  ciascuir 
genere  , e di  seconda  specie  del  secondo  genere  so 
no  delineate  nella  ipotesi  die  i*  tre  piani  secanti 
cito  le  producono  fossero  paralleli  ; essendo  che  pos- 
sono appartenere  ad  un  genere  più  tosto  che  all’al- 
tro pel  solo  moto  progressivo  di  un  piano.  Le  altre 
specie  di  curve  sono  poi  costrutte  supponendo  che 
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ciascune  Oi  tali  piani  rotasse  intorno  alla  sua  inter- 
sezione con  quello  del  secondo  e terzo  asse  inde- 
finito. 

Le  curve  di  prima  specie  di  questo  g>u|>- 
po  liaano  punti  di  flesso  ; e la  detei niinaziouc  di 
questi  nelle  curve  d'ai  secondo  e terzo  genere  è 
difiicilissima.  Pur  nondimeno  nei  paragrafi  secon- 
do e terzo  dèi  settimo  articolo  siamo  riusciti  a 
detei'miiiarli  con  ripieghi  generalissimi,  rigorosi  ed 
eleganti.  Però  giova  crederne  assai  utile  la  lettura 
a quelli  studiosi  delle  matematiche  die  volessero 
esempio  del  modo,  come  sostituire  altre  vie  a quel- 
le che  insegnano  le  regole  generali  : dei  quali  esem- 
pi vogliam  credere  non  rinvenirsi  alcuno  uei  trattali 
di  Calcolo  ; mancanza  che  deve  arrestare  i giovani, 
quando  sieno  tali  le  funzioni  da  sottoporsi  ad  esame, 
che  rimangano  ineseguibili  le  regole  geuerali. 

r^elle  tre  ultime  colonne  verticali  sono  delinca- 
le pure  per  punti  , e come  risultanti  da  una  mede- 
sima conoidale,  le  curve  delle  sezioni  prodollo  da 
piani  iucliuati  a tutti  tre  gli  assi  indefiniti. 

La  equazione  generale  di  tali  curve  essendo 
complicatissima,  n’ è improbo  il  calcolo  per  la  de- 
terminazione , non  già  dei  punti  singolari  eh’  è qua- 
si impossibile,  ma  sì  bene  di  quelle  proprietà  di  es- 
se , dalle  quali  risulta  la  migliore  loro  classificazio- 
ne in  ispecie.  Per  lo  che  quivi  è stato  mestieri  la- 
sciare 1’  andamento  seguitato  uel  IruUurc  delle  curve 
degli  alili  Ire  gruppi. 
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Nell’  ailicolo  ottavo  adunque  , in  cui  si  tratta 
delle  sezioni  di  che  è parola  , ne  abbiamo  dappri* 
ma  deteriiiiiiuta  la  ecpiaziooe  generalissima  ; ed  in- 
di , esaminandone  le  generalità  , ci  siamo  arrestati 
ove  rAlgehi'd  ci  ofFi  ivala  equazione  di  condizione  ; 
esistendo  la  quale,  ed  in  un  modo  piu  tosto  che  iu 
un  altro , una  individuata  curva  può  avere  o no 
rami  infiniti  ed  un  numero  di  essi  più  tosto  clic 
un  altro.  Qui  giunti  abbiamo  iuterpetrata  quella 
equazione  di  condizione  , e le  cose  che  ne  dipendo- 
no ; e siamo  pervenuti  ad  apjmrare  una  verità,  che 
ci  ha  aperto  l’adito  alla  classificazione  delle  curve  di 
ciascun  genere  in  ispecie.  La  detta  verità  è espres- 
sa nella  proposizione  seguente. 

Delle  sezioni  della  Conoidale  prodotte  da  piani 
inclinati  a tutti  c tre  gli  assi  indefiniti  ; 

Le  Curve  di  Primo  Geuere  sono  prodotte  da  piani 
paralleli  ad  una  delle  generatrici  pel  centro  ; 

Le  Curve  di  Secondo  Genere  sodo  prodotte  da  pia- 
ni paralleli  ad  una  qualunque  delle  rette  della 
Conoidale  di  quelle  che  nou  passano  pel  centro  ; 
Le  Curve  di  Terzo  Genere  sono  prodotte  da  pia- 
ni non  paralleli  a nessuna  delle  rette  della  Co- 
noidale. 

Questa  proposizione,  mettendoci  al  caso  di  an- 
dare iiiiiauzi  colla  sola  Geometria,  ci  ha  fatto  cono- 
scere quelle  proprietà  che  per  la  loro  classificazione 
in  ispecie  era  necessario  cercare  , e da  quali  piani 
secanti  sieno  prodotte  le  curve  di  ciascuna  specie  : 
e quindi  ci  ha  somministrato  un  mezzo  facile  e sjicditu 
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a (lutunuiuarc  le  equazioni  delle  priucipnli  varietà 
di  tali  curve , senza  uopo  di  discuterne  la  compli- 
catissima loro  equazione  geuerale.  Giunti  a tali  cose 
abbiamo  posto  bue  all’articolo  ottavo;  iniperoccliè  jm- 
co  utili  ne  sembravano  le  inVestigaziuni  ìutoruu  a cur- 
ve irregolarissime  di  forma,  e delle  quali  le  princi- 
pali proprietà  c determinazioni  con  eleganza  ed  esat- 
tezza rigorosa  dei  punti  singolari  o non  potevano  aver- 
si od  assai  dilllcilmeute.  Pure  nulladimeuo,  per  ajr- 
pagare  l’ occhio  , nou  potendo  lo  intelletto  , abbia- 
mo delineato  per  mezzo  della  Geometria , e cogli 
ajuti  che  porgono  i metodi  delle  projezioiii,  uua  in- 
dividuata curva  di  ciascuna  specie  di  quelle  di  cui 
ora  pà^liamo;  comechè  nou  ri|tortiamo  le  costi  u- 
zioni  fatte  per  ottenerle  , che  facili  ed  elegauli  ci 
sono  riuscite. 

I 

Queste  cose  sono  contenute  nella  seconda  parte, 
e questo  è il  metodo  che  abbiamo  seguitato  trattan- 
dole, e la  classificazione  data  alle  sezioni  della  co- 
noidale. Eziandio  avremmo  potuto  classiCcare  que- 
ste ultime  avendo  riguardo  , o alla  sola  esistenza 
dei  loro  rami  iuGuiti  e dei  loro  asintoti  , o all'  or- 
dine delle  loro  equazioni:  e per  le  cose  dette  nella 
seconda  parte  ap[>are  benanche  in  quanti  vari  grup- 
pi |>otrebbero  allora  stare  , e quante  diverse  sezio- 
ni conterrebbe  ciascuno  di  essi. 

Seguendo  la  considerazione  dei  rami  inGuiti  e 
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ileglt  asintoti  , in  quattro  gruppi  anelerebbero  divi- 
se ; cJ  allora  sarebbero 
Ad  uno  asintoto  retto  ; 

A due  asintoti  retti  ; 

A rami  chiusi  ; 

A rami  infiniti  non  asintotici. 

Quelle  del  primo  gruppo  sarebbero  sette  di  Da- 
merò , e prodotte  da  piani  o paralleli  ad  una  delle 
generatrici  pel  centro,  o che  passassero  per  una  so- 
la retta  qualunque  della  conoidale. 

Quelle  del  secondo  gruppo  sarebbero  dieci , e 
prodotte  da  piani  paralleli  ad  una  qualunque  delle 
rette  della  conoidale  , escluse  quelle  che  passano 
pel  centro.  * 

Quelle  del  terzo  gruppo  sarebbero  dodici  di 
numero,  e prodotte  da  piani  inclinati  a tutte  le  rette 
geuerutrici  della  conoidale.  Di  queste  due  sarebbero 
Cuspidate  , quattro  Annodate  c sei  senza  nodi  nè 
cuspidi  ; e potrebbero  perciò  in  tre  categorie  clas- 
sificarsi. 

Quelle  del  quarto  gruppo  sarebbero  quattro,  e 
prodoUe  da  piani  o paralleli  al  piano  direttore  del- 
la conoidale,  o che  passassero  pel  suo  secondo  asse 
indefinito. 

Avendo  riguardo  all’ ordine  della  equazione 
delle  curve  pure  in  quattro  gruppi  le  seziotH 
utidercbbero  divise  : cioè 

Sezioui  composte  da  lince  di  primo  ordine  , 
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Sezioni  di  secondo  ordine  ; 

Sezioni  composte  da  linee  di  primo  c terzo  or- 
dine ; 

Sezioni  di  quarto  ordine. 

Le  prime  di  queste  sarcld)ero  quattro,  c pro- 
dotte da  piani  o paralleli  al  piano  direttore  della 
conoidale  , o che  passassero  pel  suo  secondo  asse 
indefinito. 

Una  sola  ne  comprendcrehbe  il  secondo  {jinp- 
po,  e sarebbe  la  Ellisse  ( e s’  intende  colle  sue  va- 
rietà) : venendo  prodotta  da  piani  paralleli  a quelli 
delle  direttrici  della  conoidale. 

Tre  sarebbero  quelle  del  terzo  gruppo  ; e di 
queste  una  Iperbolica  Goncoidea  e le  altre  due 
Iperboliche  Serpentine  e sarebbero  prodotte  da  pia- 
ni che  passano  per  una  sola  retta  qualunque  della 
conoidale. 

Quelle  (Jel  quarto  gruppo  sarebbero  ven- 
ticinque di  numero  , e prodotte  da  piani  deter- 
minati da  condizioni  diverse  di  quelle  che  deter- 
minano i piani  che  danno  le  curve  degli  altii 
tre  gruppi.  Di  queste  , quattro  avrebbero  un  so- 
lo asintoto  retto  , dieci  due  , e undici  sarcbbcio 
chiuse. 

Dal  sin  qui  detto  chiaramente  appare  che,  lad- 
dove piacesse  seguitare  qualsivoglia  di  queste  due 
ultime  classificazioni  , non  mai  potrebbero  le  cur- 
ve di  ciascun  gruppo  andar  divise  in  ugual  numero 
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(li  generi  e di  specie*  Per  le  quali  cose  a ragio- 
ne noi  seguitavamo  quella  classificazione  , la  qua- 
le con  sì  bel  modo  ci  esponeva  una  uguale  divisio- 
ne d’ ogni  gruppo  in  tre  generi  di  curve , e d’ogni 
genere  di  esse  in  tre  specie. 


La  Terza  Pal  le  dell’opera  comprende  due  esem- 
pi di  applicazione.  li  primo  di  essi  è relativo  alla 
costruzione  degli  orologi  ad  acqua  , il  secondo  al- 
r architettura. 

•• 

Trattandosi  del  primo  si  determina  il  moto 
dell’acqua  nella  Clepsidra,  e s’impara  a calcolar- 
ne la  scala  dei  tempi. 

Nel  secondo  si  propone  la  Conoidale  di  Wal- 
lis  per  .superfìcie  d’ intradosso  di  una  Volta  da  fa- 
re due  ufilzj  ad  un  tempo  : cioè  sostenere  gradini  di 
un’  ampia  scala,  e covrire  una  ben  decorata  sala.  E 
ben  ci  parve  eh’  essa  soddisfacesse  ai  tre  princi- 
pali requisiti  delle  opere  dell’  arte  ; convenienza  , 
economia  e decorazione.  Indi  parliamo  della  di- 
visione in  cunei  di  questa  volta  ; e la  divisione  che 
ne  proponiamo  è tale  , che  sebbene  le  linee  di  con- 
vento sull’  intradosso  non  seguitino  quelle  della 
minima  e della  massima  curvatura  , e le  fàcce  di 
convento  non  risultino  modellate  secondo  le  super- 
ficie sviluppabili  dei  raggi  di  curvatura  aventi  quelle 
linee  per  direttrici,  pure  le  condizioni  di  convenienza 
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e facile  esecazione  restano  pienamente  adempiute 
e sufficientemente  la  condizione  di  solidità.  Que- 
ste cose  vorrebbero  essere  accompagnate  da  una  espo- 
sizione dei  metodi  necessari  per  il  taglio  eOettivo  dei 
cunei  ; ma  , comechè  ciò  avessimo  considerato,  noi 
neH’opera  non  ne  facciamo  parola  : impcroccliè  l’e- 
sposizione di  quei  melodi  e degli  apparecchi  neces- 
sari per  mandarli  facilmente  ad  elTetto  richiede  tan- 
to , che  ne  parve  subbietto  di  speciale  lavoro  , an- 
ziché di  potersi  aggiungere  a questo  , che  testé  di- 
cevamo cresciuto  di  troppo  (*).  ■ 

(*)  Preghiamo  i discreti  lettori  a Toler  condonare  le  Tarte  mende  ea* 
dute  io  queste  carte  , lecormiunì  delle  quali  leggoosi  io  Goe  del  volume. 
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IjXTORlVO  AD  UNA  INFERRI ATÀ' 

RICUARbATA  COME  SUl'ERnciE. 


Descrizione,  geomelrica  delia  Jn/di  rialu  e ricerca 
della  sua  geuerazioite  consideruiidolic  come  Su- 
perficie. 

I.  Abbiasi  un  rettangolo  , e due  de*  suoi  lati 
opposti  siano  dianielii  di  due  scaiicirconfereuzc  , 
poste  su  piani  pei|ieudicolari  al  suo  , situale  l'una 
a destra  e l’altra  a sinistra  di  esso,  e divise  en* 
trauibe  in  uno  cgual  iiunicro  di  parti  uguali.  Eklle 
rette  passino  per  li  punti  aiialogiti  di  divisione  di 
tali  semicircourerenze  , cioè  ]ier  quelli  di  ugual  se- 
de a cominciare  da  uno  stesso  degli  altri  due  lati 
del  rettangolo  , ,e  tutte  le  dette  rette  c le  due  det- 
te semicircourereuze  costituiscano  una  inferriata. 
Tale  è quella  iutorno  la  quale  facciamo  le  presenti 
Considerazioni  ; e la  riguardiamo  come  superiicie 
suppoueudo  sottomesse  alla  legge  di  cuuliuuitù  le 
diverse  rette  ebe  la  coiupongouo. 

I 
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3.  È manifi^lo  dalla  dat,i  descrieione  dell' iti> 
ferriata  esseri!  ia  sii|ier(ìcie  una  siipeificie  rigata  (*). 
Di  quelle  non  sviluppabili  , {rcicliè  due  rette  con- 
secutive di  essa  , e le  corde  che  sottendono  gli  ar- 
chi pe’di  cui  estremi  esse  passano  costituiscono  un 
quadrilatero  storto  ; di  (atto  i piani  delle  semicir- 
conferenze essendo  paialleii  , ia  loro  intersezione 
con  ogni  altro  piano  sarà  di  due  rette  parallele  ; 
e però  se  si  volesse  che  quei  quadrilatero  fosse  pia- 
no e non  storto  le  due  corde  su  indicate  sarebbe- 
ro parallele  , e non  altrimenti  come  esse  sono. 

3.  La  data  descrizione  della  inferriata  ( i ) per 
quanto  ne  dia  una  giusta  idea , non  la  porge,  quan- 
do come  superfìcie  vogliasi  considerare  , quale  in 
geometria  si  richiede.  Essa  ricliiedesi  definita  o con 
qualche  sua  carattirristicu  . proprietà  , dalla  quale 
tutte  le  altre  naturalmente  e necessariamente  di- 
scendano , oppure  con  quella  delle  sue  generazioni 
che  sia  la  più  facile  , la  più  semplice  , e la  più 
adatta  alla  legge  di  continuità. 

(*)  Il  Sig.  Hadidtc  con  renne  con  Mon^  diianiAre  Siiper&cte  Rigale 
<|i»elle  clic  anterionnentc  efaiamavansi  Storte.  Noi  cbiamtamo  Rigate  tutte 
quelle  che  ammettono  una  gencralrìce  retta  , ootnprendjnu  o no  due  pò*'» 
sioni  consecutive  dì  essa  imi  quadrilalcro  storto } cd  a ciò  siaoKi  indoUi 
dalle  ragioni  medesime  die  indusseni  Hachettc  a chiamare  rigate  le  storie» 
Egli  propose  chitmarle  cosi,  pcrchtl  polevasi  applicare  una  riga  su  le  rrl- 
le  delia  siiperRde  i la  qual  cosa  avendo  luogo  per  tutte  le  superficie  generate 
da  retti*,  non  CMHuse  lo  sviliippobilì,  pare  che  un  tal  noose  a tutte  indistin- 
tamente convi-nisse:  dividendosi  poi  le  ngatein  svtlupf^bili,  e non  sviluppabili 
o storte,  anei  dicendosi  non  sviluppabili  queste  idtime  potrebbesi  esdudere 
il  nome  di  storte,  che  quantimque  sia  relativo  al  quadrilatero  storto  costi, 
tulio  da  due  posìaioni  consecutive  della  retta  generatrice , pure  raalainenle 
esprime  , secondo  T opinione  del  medesimo  Hacbette,  la  torma  ddia  nt> 
pcrficie,  che  spesso  ha  forme  belle  e regolarìtsìme.  Geom,  De- 

$(TÙL  p/ir  3f.  JlacheUe^  Ptwis  iSzz,  Vt'ifiice.  Des  plans  ttutgeru  aux  sur- 
flicet  vourbes. 
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Indaghiamo  quale  sia  questa  geAerazipue. 

4.  Consideriamo  un’  individuata  fetta  dell’  infcr> 
riata,  e per  ciascuno  de’  suoi  due  punti  csistenté  sul- 
le semicirconferenze  caliamo  una  retta  perpendico- 
lare al  piano  del  rettangolo  ( i ) ; queste  due  per- 
pendicolari si  troveranno  eiascuna  sul  piane  delle 
semicirconferenze  pei  di  cui  punti  si  sono  calate , 
perchè  tali  punti  esistono  su  i piani  delle  semicir- 
conferenze medesime  , e questi  piani  sono  a quello 
del  rettangolo  perpendicolari  ; saranno  parallele,  per- 
chè perpendicolari  ad  un  medesimo  piano  ; saranno 
ciascuna  perpendicolare  al  diametro  della  semicircon- 
ferenza pel  di  cui  punto  si  è essa  condotta  ; taglieran- 
no sui  diametri  medesimi  ascisse  uguali  , perchè  delle 
semicirconferenze  gli  archi  intercetti  tra  un  mede- 
simo degli  altri  due  lati  del  rettangolo  ed  i punti  da 
cui  si  sono  esse  calate  sono  uguali  ( i )•  Conduciamo 
pure  pei  piedi  delle  dette  perpendicolari  una  retta  ; 
questa  sarà  parallela  agli  altri  due  lati  del  rettan- 
golo che  non  sono  diametri  delle  semicirconferen- 
ze , perchè  unisce  gli  estremi  di  due  rette  uguali  e 
parallele  : ed  è perciò  perpendicolare  a’  detti  dia- 
metri. Dopo  ciò  si  scorge  che  su  di  un  piano  per- 
pendicolare a tali  diametri  è l’ individuata  retta  del- 
r inferriata  ; di  fatto  i diametri  delle  semicirconfe- 
renze essendo  ciascuno  normale  alla  corrisponden- 
te perpendicolare  abbassata  sul  piano  del  rettan- 
golo ed  alla  retta  che  passa  pe’  piedi  di  queste,  è nor- 
male al  piano  di  tali  perpendicolari  ; e viceversa  : 
per  la  qual  cosa  essendo  esse  c 1'  individuata  retta- 
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deli’  infeiTÌala  su  di  un  raedcsimo  ]uaDO  per  le  co- 
se anzidelte,  ue  risulta  essere  quest’ ultima  su  di  un 
piano  perpendicolare  a’  diametri  delle  semicircotife- 
reuzc. 

Potendosi  (u  un  modo  analogo  intorno  a cia- 
scuna ietta  dell’  inrerriata  ragionare  , ne  viene  per 
conseguenza  die  tutte  le  rette  dell’  inferriata  sono 
su  piani  perpendicolari  ad  una  medesima  retta  , 
e perciò  paialleli  tra  loro.  ^ 

Dunque  tutte  le  rette  della  inferriata  , ovvero 
tutte  quelle  della  sua  superficie , sono  parallele  ad 
un  medesimo  piano  fisso. 

5.  Però  la  superficie  di  cui  si  tratta  è della  fa- 
miglia delle  Superficie  Storte  che  hanno  uu  pia- 
no' direttore. 

Ora  si  scorge  potersi  definire  la  superficie  dan- 
done nel  modo  seguente  la  Generazione. 

6.  Una  retta  parallela  ad  un  piano  fisso  ap- 
}K)ggiandosi  su  due  circonferenze  uguali  poste  su  pia- 
ni perpendicolari  ad  una  retta  che  ne  unisce  i 
centri  e che  è parallela  al  piano  fisso  genera  la 
superficie.  Le  due  circonferenze  perpendicolari  alla 
retta  che  ne  unisce  i centri  ne  sono  le  Direttrici , 
il  piano  fisso  parallelo  alla  retta  medesima  n’  è il 
Piano  Direttore  , la  retta  mobile  che  si  appoggia 
alle  due  circonferenze  mantenendosi  parallela  al 
piano  fisso  n’  è la  Generatrice. 

Data  la  generazione  della  superficie  analizzia- 
mo quale  andamento  segua  la  generatrice  durante 
il  suo  cammino. 
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ARTÌCOLO  II. 

Esame  del  cammifio  della  Generatrice 
e Proprietà  che  ne  risultano. 

7.  Perclic  eiò  che  segue  riesca  di  più  facile 
intelligenza  supporremo  : 

i®.  che  un  piano  passi  pei  centri  delle  due  cir- 
conferenze direttrici  : piano  , che  tagliando  i cer- 
chi di  esse  ciascuno  secondo  un  suo  diametro,  chia- 
meremo , per  brevità , Piano  condotto  pei  dia- 
metri , e questi  due  diametri,  Diametri  delle  di- 
rettrici : 

3°.  che  il  piano  direttore  sia  situato  all’  estremità  dei 
diametri  delle  direttrici  ( 1°  ) e ad  essi  perpeu- 
dicolare  : ' 

3“.  che  là  retta  generatrice  cominci  il  suo  cammi- 
no avendo  per  prima  posizione  quella  che  gli  com- 
pete sul  piano  ora  eletto  ( a”  ) a piano  direttore. 

8.  La  retta  ' mobile  potrà  cominciare  il  suo 
cammino  in  due  guise  diverse.  O avendo  le  sue  e- 
stremità  1’  una  da  una  parte,  e 1’  altra  dall’  al- 
tra del  piano  condotto  pei  diametri  delle  direltri- 
ci  ( 7,  1*  ),  0 avendole  da  una  medesima  parte  di  uu 
tal  piano  ; ed  in  ambi  i modi  soddisfarà  alle  con- 
dizioni cui  va  soggetta. 

Di  querte  due  giaciture  diverse  della  generatri- 
ce cominciamo  dal  considerare  la  prima,  come  quel- 
la che  spetta  più  da  vicitio  alla  snpcificie  dell'  in- 
ferriata . 
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Prima  giacitura  della  Generatrice  e Proprietà 
che  ne  risultano. 

g.  La  rc(ta  generatrice  , dopo  il  primo  istante 
del  suo  moto,  avrà  un’  inclinazione  poco  diversa  da  i'^. 
coi  pialli  delle  direttrici.  Proseguendo  il  suo  cam- 
mino essa  si  anderà  sempre  scostando  dal  piano  fisso, 
e prenderà  continuamente  una  nuova  inclinazione  coi 
piani  delle  circonferenze  direttrici  : inclinazione  che 
anderà  sempre  crescendo,  e die  diventerà  la  massima 
possibile  quando  essa  {lassa  per  quei  punti  delle  di- 
rettrici , i quali  sono  estremi  di  quei  loro  diametri 
che  sono  paralleli  al  piano  (isso.  Popo  una  tale  po- 
sizione questa  inclinazione  anderà.  diminuendo  ed  u- 
guagliando  quelle  già  subite  , fìnchè  la  generatrice  , 
avendo  percorso  coi  suoi  estremi  una  metà  delle  cir- 
conferenze direttrici  , si  troverà  dì  nuovo  sul  piano 
condotto  pei  diametri  ( 7,  1®);  nel  qual  luogo  avrà 
una  seconda  volta  posizione  perpendicolare  a’  piani 
delle  circonferenze  direttrici,  ed  avrà  la  massima  distan- 
za dal  piano  direttore.  Al  quale , continuando  il  suo 
cammino,  la  generatrice  si  riavvicinerà,  ma  in  modo 
die  al  cominciare  del  primo  istante  di  riavvìcina- 
mento  quel  suo  estremo  che  era  a destra  del  piano 
condotto  pe  diametri  (7,  i")si  troverà  a sinistra, 
c viceversa  : e così  seguiterà  ad  avvicinarglisi  se- 
guendo Un  andamento  analogo  a quello  che  segui 
nell’  allontanarsene;  e ciò  finché  non  torni  nel  luogo 
di  sua  partenza  , ovè  avrà  di  nuovo  uu  incliuazi(> 
ne  di  coi  piani  delle  direttrici. 
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10.  Le  dire  rette  della  supciTicic,  quella  cor- 

rispondente alla^  prima  posizione  della  generatrice,  e 
quella  corrispondente  ai  suo  massimo  allontanamento 
dal  piano 'direttore  sono  , tra  tutte  le  posizioni  della 
generatrice  in  questa  sua  prima  giacitura  , le  sole 
perpendicolari  a’ piani  delie  circonrerenze  direttrici;' 
sono  quelle  che  esistono  sul  piano  condottò  pei  diame- 
tri ( I*  ) ; e che  mettono  continuità  tra  tutte  quel- 
le (ette  della  superiìcie  che  corrispondono  a quelle 
posizioni  della  generatrice  che  hanno  1'  estremità 
superiore  di  essa  a destra  del  piano  condotto  pei 
diametri  ( 7,  ) e 1’  altro  estremo  alla  sua  sinistra, 

« le  altre  sue  rette  le  quali  corrispondono  a quelle 
posizioni  della  generatrice , che  hanno  in  vece  le 
loro  estremità  superiori  a sinistia  del  piano  con- 
dotto pei  diameti'i  ( 7,  1°)  e le  estremità  inferiori 
alla  sua  destra.  Egli  è perciò  che  noi  chiameremo 
Rette  di  Permutazione  queste  due  rette  della  su- 
perficie die  sono  sul  piano  condotto  pei  diametri 
(7,  1°);  avvegnacchè  quando  passa  per 'esse  la. 
generatrice  il  luogo  de’  suoi  estremi  si  permuta  ri- 
spetto al  piano  condotto  pei  diametri  ( 9 ). 

11.  A cagione-  del  jiermutarsi  il  luogo  degli 

estremi  della  generatrice  , da  destra  a sinistra  del 
piano  condotto  pei  diametri,  nel  suo  massimo  allonta- 
namento dal  piano  fisso  ( 9 ) risulta,  che  la  generatrice 
non  puh-compire  il  suo  primo  semiviaggio  ( 8 ) , che 
ripassando  , nel  suq  riavvicioamento  al  piano  fisso  , 
perdei  punti  già  percorsi  nell'  allontanarsene, Dunque 
la  sujierficie  ha  una  linea  doppia.  > 

Della  determinazione  della  quale  linea  è Lene 
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r occuparci.  Alla  (}ual  cosa  col  ragionamento  se* 
gueute  c' iutroduiTcmo.  ' 

12.  Ogni  superficie  in  guise  diverse  può  in* 
tcudersi  generata  ; quindi  è che  potremo  conside- 
rare la  nostra  , che  dalla  prima  giacitura  delia  ge- 
neratrice risulta  (8)  , come  generata  ancora  da 
una  curva  piana  che  parallelamente  al  piano  delle 
direttrici  si  muova  e i di  cui  paràmetri  saranno  qua- 
li si  convengano  per  produrla.  Ogni  sezione  piana 
parallela  al  piano  delle  direttrici  della  prima  gene- 
razione determinerà  la  natura  in  generale  della  ge- 
neratrice della  seconda  generazione  , ed  in,  partico- 
lare quella  sezione.  Ed  è manifesto  che  segando  la 
superficie  con  un  piano  che  si  confonda  con  quello 
di  una  delle  direttrici  della  prima. generazione  la  ta- 
glierà secondo  un  cerchio  ( 6 ) ; altrimenti  le  due 
generazioni  non  produrrebbero  la  medesima  superfi- 
cie. Dunque  la  natura  della  curva  generatrice  del- 
la seconda  generazione  deve  esser  tale  che  tra  le 
variazioni  dei  suoi  parametri  ve  ne  sia  una  per  la 
quale  essa  possa  diventare  cerchio.  L'  ellisse  si  presta, 
a questa  condizione  ; e però  potremo  presumere  es- 
sere una  ellisse  la  generatrice  della  seconda  genera- 
zione della  supci  fide  di  cui  si  tratta.  Abbiamo  detto 
potremo  presumere  , percliè  non  possiamo  asserire 
essere  il  cerchio  un  caso  particolare  dell’  ellisse  sol- 
tanto. 

, Fondati  sul  principio  della  continuità  delle  gran- 
dezze geometriche  abbiamo  dedotto  dover  essere  tale  la 
generatrice  della  seconda  gcnurazionc  da  poter  dlven- 
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tare  UH  cerchio;  dalla  couliauità  medesima  deduciamo 
dover  essere  tale  da  dare  nella  superficie  una  linea  dop- 
pia : condizione  alla  quale  1* ellisse  appunto  sodisfa 
diventando  una  linea  retta  , quando  1’  uno  de’  suoi 
parametri  è zero. 

Dunque  può  , presumersi  pure  essere  la  linea 
doppia  della  superficie  uua  linea  retta. 

i3.  Questo  risultameuto  non  può  nè  deve  rite- 
nersi come  vero  , perche  da  semplici  congetture  e 
non  da  ragionamento  esatto  1’  abbiamo  dédoUo.  As- 
sumendolo come  ipotesi  non  siamo  obbligati  di  ri- 
cercare in  generale  quale  sia  la  linea  doppia  di  cui 
si  tratta  , e però  ci  determiniamo  a dimostrare  di- 
rettamente essere  retta  una  tal  linea. 

i4>  Ciascuna  coppia  di  rette  generatrici  aventi 
un  punto  Comune  ( 1 1 ) determina  un  piano,  il  quale 
essendo  parallelo  .al  piano  direttore  ( 6 ) seca  secondo 
uua  retta  ad  esso  parallela  quello  di  ciascuna  delle 
direttrici;  onde  si  ba  una  serie  di  piani  paralleli  tra 
loro  ed  al  piano  fisso  , e di  rette  che  essendo  le 
intersezioni  di  quelli  coi  piani  delle  direttrici  sono 
parallele  al  piano  direttore  , e perciò  perpendicola- 
ri ad  un  medesimo  diametro  di  ciascuna  delle  di- 
rettrici. Di  queste  ultime  rette  duo'  determinate  da 
una  medesima  coppia  delle  generatrici  che  hanno  un 
punto  comune  costituiscono  con  queste  , che  sono  sul 
loro  medesimo  piano,  duo  triangoli  ; i quali  hanno 
rispettivamente  un  lato  uguale  compreso  tra  angoli 
uguali  :,i  lati  uguali  sono  quelli  che  uniscono  i pun- 
ti analoghi  di  una. medesima  circonferenza  direttrice 
determinati  da  un  medesimo  piano  delle  generatrici. 
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Iati  che  sono  corde  di  archi  uguali  di  circouferenxe 
di  ugual  raggio  : gli  angoli  uguali  sono  quelli  che 
una  medesima  generatrice  fa  coi  detti  lati  , angoli 
alterni  interni  di  due  rette  parallele.  Dunque  ogni 
direttrice  è divisa  per  mezzo  nel  punto  d’ incontro  col- 
l’ altra  che  giace  sul  medesimo  piano.  In  oltre  due  ge- 
neratrici che  hanno  un  punto  comune  sono  uguali  , 
perchè  diagonali  di  un  medesimo  rettangolo.  Dun- 
que ciascuna  coppia  di  triangoli  corrispondente  ad 
una  medesima  coppia  di  generatrici  è costituita  di 
due  triangoli  identici  non  solo  , ma  isosceli  ancora. 

Ciò  posto  se  condurremo  dal  vertice  comune 
di  ciascuna  di  tali  coppie  di  triangoli  una  retta  per- 
pendicolare alle  rispettive  loro  basi , tali  coppie  di 
perpendicolari  godono  delle  tre  seguenti  proprietà  ; 
1°.  Sono  uguali  tra  loro  ; ■ ■ 

perchè  altezze  di  triangoli  identici*. 

3°.  Costituiscono  una  sola  linea  retta  uguale  alla 
distanza  de'  piani  delle  direttrici  ; 
perchè'  perpendicolari  calate  su  rette  tra  loro  paral- 
lele e giacenti  su  i piani  delle  circonferenze  di- 
rettrici da  uno  stesso  punto  situato  sul  loro  me- 
desimo piano. 

3°.  Dividono  le  basì  di  quei  triangoli  per  metà; 
perchè  sono  perpendicolari  abbassate  dal  vertice 
di  un  triangolo  isoscele  sulla  ■ propria  base. 

Dalle  due  prime  di  queste  tre  proprietà  ora 
dedotte  risulta  essere  la  linea  doppia  della  super- 
ficie su  di  un  piano  parallelo  a quelli  delle  direttrici 
e posto  ad  uguale  distanza  da  essi  ; di  fatto  la  li- 
nea doppia  è il  luogo  geometrico  de' vertici  di  tut- 
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ti  quelli  infìaiti  .triangoli  , i quali  vertici  sono  e- 
qaidistanti  dai  piani  delle  direttrici  per  essere  ver- 
tici di  triangoli  isosceli  l’ altezza  di  ciascuno  de’  qua- 
li uguaglia  la  metà  della  distanza  di  tali  piani.  Dal- 
r ultima  delie  medesime  tre  proprietà  si  conchiu- 
de essere  la  linea  doppia  su  di  un  piano  per- 
pendicolare al  piano  direttore  e che  passa  pei  cen- 
tri delie  direttrici  ; di  fatto  i punti  di  mezzo  delle 
basi  di  ciascuna  delle'  due  sei'ie  di  quelli  triangoli 
sono  albgati  in  una  retta  che  passa  pel  centro  del- 
la rispettiva  circonferenza  direttrice  , ed  è . per- 
pendicolare al  piano  fisso  : poiché  ogni  retta  la  qua- 
le*  passando  pel  centro  del  circolo  divide  per  mezzo 
un  certo  numero  delle  sue  corde  è a tali  corde  per- 
pendicolare, e nel  caso  attuale  sono  parallele  al  pia- 
no fisso.  La  linea  doppia  di  cui  si  tratta  , giacendo 
sopra  ciascuno  de’  suddetti  due  piani  , è nella  loro 
intersezione  comune. 

Dunque  la  linea,  doppia  della  superficie  gene- 
rata dal  movimento  della  generatrice  secondo  la  sua 
prima  giacitura  è una  linea  retta  perpendicolare  al 
piano  direttore  e che  passa  pel  punto  di  mezzo  della 
retta  che  unisce  i centri  delle  circonferenze  direttrici. 

» 

1 5.  Da  quest’ ultimò  risultato  si  ^ scorge  , che 
■la  superficie  potrebbesi  intendere  generata  dalla  stes- 
sa retta  generatrice  , la  quale  , colie  condizioni  me- 
desime, si  appoggiasse  in  vece  ad  una  delle  circonfe- 
renze direttrici  ed  alla  ora  rimarcata  linea  doppia. 

' In  ciò  appunto  consistendo  la  generazione  dei 
Conocuneo  di  Wallis  conchiuderemo  essere  la  su- 
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peiiìcie  dell’  inferriata  la  stessa  die  il  Conocuueo  di 
Wallis:  e peixiò  un  Conoide  (*). 

(*)  I rAgioiumcnd  che  abltidino  fatto  per  dimostrare  essere  la  linea  dop- 
pia una  iinra  retU  es»ctKk)  applicabili  pure  ad  ctgni  altra  siipcrllcie  rigata 
a piano  direttore ( 9.,  nota),  avente  per  direttrici  dae  curve  oguali»ad  asse 
diametrale  ortogonale,  situate  iu  moklo  su  due  piani  perpendicolari  al  .piano 
direttore  che  i loro  assi  fossero  su  di  un  terzo  piano  perpendicolare  a que- 
ati  tre  ; potremo  mferiroe  che  tutte  le  supcrGcic  rigate  così  generate  tono 
Conoidi. 

Potremo  con  somma  speditezza  dimostrare  pure  esser  Conoidi  multe  al- 
tre superficie  a piamo  direttore.  La  qual  cosa  come  segue  dimotiriamo. 

Tat.  3.  SÌA  un  rellangolo  ; per  ciaKuno  de*  lati  AB^  A'B>  del  quale 

fi^.  I*  conduciamo  nn  piano  al  suo  perpendicolare.  Sul  piano  condotto  pir  Alt 
davi  una  curva essavi  una  .curva  A^OB*  ad  esca  identica  sul  piano 
condotto  per  A^B*  ; le  quali  siano  situale  simmetricamente  inlonio  al 
piano  ABB^At  del  rettangolo,  vogliam  dire,  che  se  fossero  projiUalc  su 
di  un  medesimo  piano  parallelo  a'  loro , le  parti  delle  rette  pcrpendicnia- 
ri  al  piano  ABB^A*  inlcrccltc  tra  le  projezioni  delle  curve  sarebbero  laglia- 
le  per  metà  da  un  tal  piano.  Le  curve  ACBy  A^C^B^  essendo  dirctuici  di 
una  superficie  rìgnhi  0 piano  direttore,  il  quMe  fòsse  perpendicolare  a*  loro 
ed' a .quello  del  retlaogolo , la  superficie  generata  è un  conoide. 

Sia  CCt  una  retta  della  sujxrfictc;  per  essa  conduciamo  un  piano  pa- 
rallelo al  piano  direttore;  un  tal  piano  taglierà  quello  dcHc  curve  diict- 
trici  secondo  le  rette  C/*,  Cft^  parallele  tra  loro  e rispettivamente  per- 
pendicolari ad  ABf  A^B^j  c taglierà  il  piano  ABB^A*  secondo  la  l't'*  pa- 
rallela ad  Es-^do  FC  parallela  ad  F^O  è ang.  ang. , 

c per  la  natura  delle  curve  ACB^  A*OB*  c per  ìa  loia*  |>o#iziODe  é pure 
i due  triangoli  rcllanguli  CFOy  C^F^O  sono  dimque*  ideoti- 
ci , c però  c FO  = J'fO,  Lo  stesso  ragiunamento  per  ogni  altra  retta  della 
superficie  valendo,  è palese  che  ciascuna  di  esse  incontra  nel  punto  di 
mexzo  .la  retta  che  unisce  i piedi  delle  ordinate  de’ ponti  della  curva  pei 
quali  essa  passa.  Ora  essendo  AB  parallela  ad  A^B^ , e le  rette  analoghe 
alla  FFt  èssendo  p<T(>Cndicolari  alle  ABy  A^B^y  tutti  i loro  punti  di  mezzo 
SODO  in  una  retta  LL  equidistante  dalle  ABy  A^B*.  E però  tolte  le  rette 
della  superficie  passano  per  u^a  stessa  retta  parallela  a*  puoi  delle  direlirìci 
cd  equiJUtanlc  da  essi. 

Dunque  se  una  auperficie  rigata  a piano  direttore  ha  per  direttrici  dnc 
curve  identiche,  poste  su  piani  pci pendicolari  ad  im  tcian,  e simmetri^^a- 
iiicnlc  iiUorno  di  esso,  csKiidu  il  piano  direttore  perpendicolare  a quest’  ul- 
timo cd  a quelli  delle  diretlrici,  la  supcificic  è un  Couoidc. 
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1 6.  Prima  di  riportare  la  fatta  dimostrazione, 
dalla  continuità  delle  grandezze  geomelrice  deducera- 


Se  le  curve  ABC  A'CBl  fbsscm  chiuse,  come  le  ABCc , A>B'C'cl , ’• 

•essendo  firme  le  aFlre  coodìzioni  « la  retta  per  eui  le  generatrici  passcreli* 
bcro  é pure  lìtoea  doppia  della  aupertìcic.  Di  fatto  iaUmlendo  prolungale  l6 
O/*,  sino  ad  incootrare  i ponti  c,  , la  retta  condotta  per  c,  c*  dati* 
do  pure  triangoli  rettangoli  coincidenti,  dÌTiderà  la  Ff*  per  metà,  e però 
passerà  per  Id  stesso  punto  O per  cui  passa  la  CCf  ^ la  qual  cosa  per  tutte 
le  altre  rette  della  superficie  succedendo , ^queste  s' iocontrcraniio  a due  a 
due  sulla  LL  equidistante  dalle  aÌÈ^  A^B^, 

t 

Suppongbiamu  ora  ebe  i pumi  delle  cinrc  dlrettrid  non  sicno  più  per*  fi".  3. 
peodicolari  al  piano  dd  rettangolo  ABB^A* , ma  bend  sieoo  paralldi,  re* 
stando  ferme  tutte  le  altre  condizioni:  in  questo  caso  la  superficie  è pure 
un  Conoide. 

Projeltiamo  le  curve,  ACB  A^OB*  sul  piano  ABB^A^  dc\  rettangolo  ; 

AyB , A^y^B*  ne  siano  le  pmjezioni.  Sia  CCf  una  retta  dello  auperlkte. 
Conduccodo  per  essa  un  piano  parallelo  al, piano  direttore,  otterremo  le 
rette  d‘ intersezioncì  CD  j yDD*y*  pcrpcndiculari  ad  v/B  : y^D^Dy 

perpendicolari  ad  A*B^  : e nelle  superficie  prujcttantì  le  rette  Cy^  Oy* 
perpendicolari  al  piano  ABB*A*.  Essendo  aiig.  5'/?C.=  aug,  yfD*Cfy  gli 
angoli  DyC , D>y*C*  rclli,  cd  il  lato  DC  = lato  lAC* , sarà 

* ' Cy=:ay> 

yD  = y*Df. 

Per  le  coic  anzidettc,  essendo  identici  i triangoli  CyO  CyO,  sarà  pure 
yo  = yo 

>/>  + /?o=>'Z)'+zxa 

Dunque  D0^D*0  ' 

j 

Nel  modo  medesimo  dimostrandosi  che  tutte  le  altre  rette  della  super* 
ficic  dividono  per  mezzo  tutte  le  analoghe  alla  DD*  ne  infirriremo,  essendo 
queste  uguali  tra  loro , che  tutte  le  rette  della  superficie  passano  per  una 
medcsiaaa  retta  equidistante  dalle  AB,  A*B*, 

* Dunque  la  superficie  è un  Conoide. 

Se  le  curve  ACB,  A*OB*  fossero  chiuse  la  retta  posta  sul  plano  ABB*A* 
ed  eqiiidistaolc  dalle  AB , A*B* , sarebbe  linea  doppia  della  superficie. 

Se  le  due  curve  ACB,  A*C*B*  fossero , ferme  tutte  le  altre  condizir*,. 

BJ , su  piani  non  paralleli  Ira  loro,  ma  stbhrne  faomli  angoli  uguali  col 
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mo,  come  semplice  ipotesi  ( 12,  i3),  essere  la  linea 
doppia  della  superficie  una  retta,  avendo  supposto  cs- 

Tat.  a.  piano  ABWA'  : le  rette  della  superficie  non  incontrerebbero  il  piano 
4'  ABB'Altecotìdoaxa  retta,  ma  in  vece  secondo  uba  curva  di  facile  dctcrmi- 
naaione,'-  ; 

Sieno  ACB,  A'C"B>  le  direttrici  come  abbiam  detto,  e sia  CCll  una 
retta  della  superficie.  Su  di  un  piano  parallelo  al  piano  ACB  c condotto 
per  A'BI  descrivianio  una  curva  A'C'Bl , qual  risulterebbe  se  la  A'C'IB' 
rotando  intorno  ad  A'B>  si  ponesse  sul  piano  A'C<B'  ; c proiettiamo  sul 
piai»  ABBIA'  le  curve  ACB,  A'CIBI,  AldBi,  di  cui  le  A7B,  A'yBi, 
Aiyl'Bl,  ne  sieno  le  projexioni.  Conduciamo  per  la  retta  .CC"  un  piano 
parallela  al  piano  direttore,  otterremo 

Dys=:  Diyii  = Dir, 

come  pure,  risultando  identici  tra  loro  i triangoli  rettangoli  CyOi,  C'r'fB, 
Oiy^Ori. 

Similmenlc  pei  punto  C<  corrispondente  a CU,  e per  C conduciamo  la  CC 
la  quale  iocuatraodo  la  yDD>r  nel  ponto  O porge 

DO=OD>, 

per  quello  che  si  è dimostra  to  più  sopra.  . 

Cò  posto  abbiamo  ' 

0 0>=.0D  — OD 
OD  = OD!  — tDy 
00=OD  — OOJfriDy 
00  = OD  — (OOt+  ODi't-^uby 
00  = Dy.  ^ 

Per  U qual  cosa,  essendo  ' 

Dy  = DC  an.yDC, 

è pure . . 00  = DC  cot.yDC  . • . 

E però  se  tireremo  la  retta  LL  parallela  alle  AB , jPB'  ed  eqnidi' 
stante  da  esse;  conoscendo  le  ascisse  computate  sopra  AB  de'  diversi  punti 
della  curva  ^C.0  , e le  ordinate  corrispondenti  perpendicolari  a tali  asdsse 
conosceremo  pure  quelle  computate  sopra  ££  e le  rispettive  ordinate  ortogo- 
nali de' diversi  punti  d' intersezione  della  superficie  col  piano  ABBIA'.  Le 
ascisse  sopra  LL  sono  uguali  a quelle  sopra  AB , e le  ordinale  uguali  a 
quelle  di  AB  moltiplicate  pel  coseno  dclf  angolo  d' inclinazione  del  piano 
della  curva  direttrice  col  piano  ABB'A':  quando  coa.yDC  è positivo  l'or- 
dioata  00  è al  di  sopra  di  LL  , come  nella  figura  ; quando  cos.yDC  ò 
negativo  essa  é al  disotto  di  LL. 
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'lirre  la  ellisse  la  gcnernirice  della  seconda  gcnci  atio- 
ne  d«dla  supciTicic  (13)  ; la  qual  cosa  risultò  dal 
ritenersi  il  cerchio  qual  caso  particolare  della  ellis- 
se , c4ie  , come  dichiaranmio  (r3),  non  è sempre 
vero  , e però  dimostrammo  (i4)  rigorosamente  quel- 
la ipotesi.  Ora  vediamo  se  il  cerchio  è nella  super- 
ficie di  cui  si  tratta  veramente  un  caso  particolare 
della  ellisse,  oppure  di  altra  curva;  cioè  se  la  ge- 
neratrice della  seconda  generazione  è veramente  un 
ellisse.  La  qual  cosa  resterà  dimostrata  , quando 
avremo  provato  , che  , in  generale  , qualunque  se- 
zione della  superfìcie  prodotta  da  un  piano  paralle- 
lo a quello  delle  direttivci  è ellisse. 

17.  Tutte  le  rette  generatrici  della  superficie 
-costituiscono  colle  perpendicolari  abbassate  da’  loro 
punti  d’incontro  sopra  piani  di  sezioni  parallele  a quel- 
li delle  direttrici  e colle  rette  die  uniscono  i piedi  di 
tali  perpendicolari  cogli  altri  punti  delle  medesime  ge- 
neratrici i quali  sono  sulle  sezioni  suddette,  de’  trian- 
goli rettangoli:  che  hanno  l’altezza  .costante  ed  uguale 
«Ila  distanza  di  tali  sezioni  dalla  linea  doppia:  la  base 
« r ipotcnusa  variabile.  Questi  triangoli  sono  simili  ai 
corrispondenti  le  di  cui  basi  sono  sulle  sezioni  cir- 
colari , ossia  su  i piani  delle  direttrici  , e che  han- 
no per  altezza  le  distanze  di  ciascuno  di  questi  dal- 
la retta  doppia.  Dunque  le  bad  e le  altezze  della 
prima  serie  di  triangoli  sono  proporzionali  alle  basi 
ed  alle  altezze  della  seconda  serie  : o ciò  che  torna 
io  stesso  le  ragioni  medesime  che  passano  tra  le  otT 
dinate  delle  sezioni  , e quelle  delle  direttrici , passa- 
no tra  le  distanze  di  quelle  sezioni  dalla  retta  doppia, 
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e le  disianze  di  questa  da’  piani  delle  direttrici. 
Queste  ultime  distanze  hanno  tra  loro  ragioni  ugna- 
ti , per  essere  tutte  le  prime  uguali  tra  loro  , ed 
uguali  tra  loro  lè  seconde  ancora.  Dunque  uguali 
sono  pure  le  ragioni  che  hanno  le  ordinale  delle 
sezioni  all’  ordinate  delle  direttrici  ; e però  le  me- 
desime ragioni  che  esistono  tra  le  ordinate  delle  se- 
zioni circolari  esistono  tra  quelle  delle  altre  sezioni 
alle  circolari  parallele.  Dunque  tutte  le  sezioni  pa- 
rallele a’  piani  delle  direttrici  sono  ellissi,  concios- 
siacliè  c notissimo  essere  le  ordinate  dell’  ellisse  pro- 
porzionali a quelle  del  cerchio. 

18.  Delle  due  date  generazioni  delta  superficie 
riterremo  la  prima  (6)  essendone  la  più  semplice, 
la  più  adatta  alla  natura  delle  superficie  rigate  , e 
come  quella  che  più  immediatamente  dalia  data  de- 
scrizione della  inferriata  risulta. 

19.  Del  resto  dal  fin  qui  detto  relativamente 
alla  prima  giacitura  della  generatrice  rispetto  al  pia- 
no condotto  pei-  diametri  (8)  deduconsi  le  seguenti 
coBstgMenze , le  quali  dalle  due  date  generazioni 
promiscuamente  derivano. 

1°.  La  retta  che  è linea  doppia  della  superfi- 
cie misura  la  distanza  delle  rette  di  permntazione(  10); 
e la  sua  parte  intercetta  tra  due  generatrici  qua- 
lunque ne  misura  la  minima  distanza.  Di  fatto  la 
retta  doppia  passando  per  tutte  le  rette  generatrici  , 
cd  essendo  perpendicolare  al  piano  medesimo  al 
quale  souo  perallclu  , è perpendicolare  a tulle  esse. 
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In  ordino  a questa  proprietà  della  linea  doppia, 
essa  può  dirsi  linea  di  Strizione  (‘).  ^ 

Le  rette  di  permutazione  delia  superfìcie  sono, 
tra  tutte  le  altre,  quelle  che  hanno  la  più  gran  distati' 
za  (io);  e'però  due  piani  condotti  per  esse  paralle- 
lamente. al  piano  direttore  limitano  la  superficie.  , 

3°.  La  retta  doppia,  misurando  la  distanza  delle 
rette  di  permutazione,  ed 'essendo  uguale  ad  uno  de- 
gli assi  dell’  ellisse  generatrice  quando  1’  altro  é 
zero,  ò parallela  a l’uno  degli  assidi  tali  ellissi  ; e 
poiché  le  rette  di  permutazione  sono  parallele  , e 
si  trovano  su  di  esse  gli  estremi  della  linea  doppia, 
ne  risulta  che  le  ellissi  generatrici  hanno  un  asse 
costante,  gli  estremi  di  tutti  i quali  assi  sono  allogati- 
su  le  rette  di.  permutazione.' 

4”.  Tutti  gli  assi  costanti^  delle  ellissi  genera- 
trici , avendo  i loro  estremi  su  le.  rette  di  permu- 
tazione, sono  allogati  in  un  piano  che  passa  per  es- 
se ; piano  che  chiameremo  Piarlo  degli  assi  co- 
ttanii.  Quindi  il  piano  degli  assi  costanti  è normale 
al  piann  direttore  , e divide  la  superficie  in  due 
parti  uguali  e simmetriche , essendo  in  due  ' parti 
Uguali  l’ellisse  dal  suo  asse  divisa.  '' 

Il  piano  degli  assi  costanti  è quello  stesso  che 

La  proprietà  qui  aopra  eonneUta  rehlivameiite  alla  linea  doppia  Tày.  a. 
esiite  pure,  come  è ftcilf  il  convincersene , riguardo  alle  retto,  che  sono 
inlerseiioni  delle  siiperQ,cic  >:on$4derate  nella  nota  al  numero  i5  col  piano  \ 

del  rettangolo  AhBfA*\  per  la  qual  cnsn  quelle  rette  sono  pure  linee  di 
Stnxione.  — Per  U voce  Striuòne  Vedi  4-  4.  VcMàe  T/ia’to  dt  Géam* 

JMtirip, '^Paris  i8i5.  il.  C.  2!Ì.n°  uio. 
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fin  ora,  per  più  facile  intelligenza  (7,  io),,'  abbiam 
chiamato  piano  condotto  pe’  diametri. 

5*.  Il  centro  dell’  ellisse  essendo  sul  punto  di 
mezzo  de’  suoi  assi  , se  pel  punto  di  mezzo  della 
retta  doppia  si  tira  una  parallela  alle  rette  di  per» 
mutazione,  questa  sarà  il  luogo  de’  centri  delle  ellissi 
generatrici.  ' . ' ' , 

6*.  Gli  assi  di  ogni  ellisse  sono  perpendicolari 
tra  loro.  Dunque,  se  per  la  retta  luogo  de’  centri  delle 
ellissi  generatrici  si  conduca  un  piano  perpendicolare 
a quello  degli  assi  costanti  (4°) , ésso  sarà'  il  luogo 
di  tutti  gli  assi  variabili  delle  ellissi  generatrici.  Pia» 
DO  che  chiameremo  Plano  degli  assi  variabili.  Quin» 
di  il  piano  degli  assi  variabili  è parallelo  al  piano 
direttore  e divide  la  superficie  in  due  parti  uguali 
e simmetriche,  essendo  l’ ellisse  in  due  parti  uguali 
e simmetriche  dal  suo. asse  divisa.  > 

7*.  I due  piani , quello  degli  assi  costanti  , e 
quello  degli  assi  variabili,  dividendo  ciascuno  la  su- 
perficie in  due  parti  uguali  e simmetriche  (4<*.  6*), 
sono  piani  diametrali  ortogonali  di  essa. 

8*.  La  retta  intersezione  de’  piani  diametrali, 
essendo  luogo  de’  centri  delle  ellissi  generatrici  (5*) 
è un'  asse  della  superficie.  Asse  che  chiameremo 
Primo  asse  ind^nito  : la  sua  parte  compresa  tra  i 
piani  delle  circonferenze  direttrici  la  chiameremo 
Primo  asse  parametro. 

9**.  Non  solo  quest’  asse  ha  la  superficie  ; ma 
ne  ha  un  altro  ad  esso  perpendicolare.  Questo  è la 
retta  doppia  delia  superficie  ; essa  la  divide  in  due 
foglie  uguali  e simmetriche.  Lo  chiameremo  , cou- 
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sideranJoIo  come  una  retta  indeKuita  , Secondo  as- 
se indefinito  ; la  sua,  parte  esistente  su  la  supeilicie 
la  chiameremo  Secondo  asse  parametro. 

IO*.  La  superfìcie  ha  un  centro  ; esiste  nel 
punto  d'  incontro  de*  due  assi  ; e però  nel  punto  di 
mezzo  del  secondo  asse  parametro.  Dalla  qual  cosa 
risulta  (6*)  che  il  piano  degli  assi  variabili,  passa  pel 
centro;  e però  gli  estremi, degli  assi  variabili  delle 
ellissi  generatrici  sono  allogati  su  le  rette  gene- 
ratrici che  passano  pel  centro  , e che  perciò  chia- 
meremo Rette  degli  estremi  degli  assi  variabili. 

, II*.  A cominciare  dal  centro  l’asse  variabile 
delle  ellissi  generatrici  è zero  , quindi  va  sempre 
crescendo  , e si  mantiene  .sempre  minore  del  secon- 
do asse  parametro  finché  uon  arrivi  ad  eguagliarlo. 
Pei  quali  stati  di  grandezza  i vertici  delle  ellissi  ge- 
neratrici sono 'sulle  rette  di  permutazione.  Quando 
r asse  variabile  eguaglia  il  secondo  asse  parametro  la 
generatrice  della  seconda  generazione  diventa  una 
circonferenza  di  circolo  : al  di  là  del  quale  • stato 
di  grandezza  1’  asse  variabile  diventando  maggiore 
del  costantej  le  rette  di  permutazione  cessano  di  es- 
sere luogo  de’ vertici  delle  ellissi '.generatrici  ; i 
quali  vanno  a collocarsi  su  le  rette  degli  estremi 
degli  assi  variabili  ; e le  percorreranno  per  tutti  gli 
altri  stati  di  grandezza  dell’asse  variabile  , che  del 
secondo  asse  parametro  sono  maggiori.  Quando  l’  as- 
se variabile  è iufinitameute  grande  , l’ ellisse  gene- 
ratrice si  trasformerà  in  due  rette  parallele  al  pia- 
no direttore,  e ciascuna  .all’  una  delle  due  rette  di 
permutazione  perpendicólarc. 
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Seconda  giaeilura  della  retta  generatrice  , 

€ proprietà  che  ne  risultano. 

20.  Dopo  un. primo  allontanamento  della  retta 
generatrice  dal  luogo  di  sua  partenza  ; e dopo  a- 
vervi  fatto  ritorno,  deve  allontanarsene  di  nuovo  con 
giacitura  dalla  prima  diversa  ( 8.  g<);  se  n’  è allonta- 
nata e se  gli  è avvicinata  una  prima  volta  tenendo  i 
suoi  estremi  da  parti  diverse  rispetto  al  piano  con- 
dotto pei  diametri  : * se  ne  allontanerìi  una  seconda 
volta  , e se  gii  riavvicinerà  tenendo  i suoi  estremi 
da  una  stessa  parte  del  piano  ihcdesimo. 

21.  'In  questo  suo  secondo,  allontanamento  c 

riavvicinaraento  la  retta  generatrice  si  appoggerà  alle 
circonfei'enze  direttrici  mantènendosi  parallela  al  pia- 
no direttore  non  solo  , ma  a se  medesima  ancora. 
Per  dimostrare  la 'quale  proposizione  valga  ciò  die 
segue.-  - • ' 

Consideriamo  una'individuMa  retta  della  super- 
fìcie , tra  quelle  corrispondenti  alla  seconda  giacitu- 
ra della  generatrice  : e per  essa  conduciamo  un 
piano  parando  al  direttore.  Un  tal  piano  sarà  per- 
pendicolare a quello  conèntto  pe’  diaanetri  (7);  e però 
le  sue  intersezioni  co»  circoPi  delle  circonferenze  di- 
rettrici saranno  perpendicolari  al  piano  'medesimo , e 
perciò  parallele  tra  loro.  In  oltre  queste  perpendi- 
colari, essendo  su  di  un  piano  parallelo  al  piano  diret- 
tore, hanno  i loro  piedi  equidistanti  da  questo:  onde 
sono  ordinate  corrispondenti  ad  ascisse  uguali  di  cir- 
coli di  ugual  raggio.  Quindi  l’ individuata  retta  che 
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qui  consideriamo  è parallela  a quella  che  passa  (lei 
piedi  di  tali  perpendicolarK  Esseudo . poi  quest’  ul- 
tima'perpeudicolare  a’ piani  delle  circonferenze  di- 
rettrici , per  essere  l’intersezione  del  piano  condot- 
to pei  diametri , con  ^quello  che  parallehinrente  al 
piano  direttore  per  l’ individuata  retta  abbiamo  con- 
dotto , piani  entrambi  perpendicolari  a quelli  delle 
direttrici  (6,  7),  ne  segue  che  a’  piani  delle  direttrici 
medesune  è per|)endicolare  pure  1'  individuata  retta 
die  qui  consideriamo. 

Ló  stesso,  ragionamento  , valendo  per  tutte  le 
altre  rette  con'ispoiidenti  alla  seconda  giacitura  del- 
la, generatrice,  si  coDchiude  esser  tutte  queste  per- 
pendicolari ad  un  medesimo  piano  e perciò  fotte 
parallele  tra  loro.  Duni(ue  , come  enunciammo  , la 
retta  generatrice  nel  suo  secondo  allontanamento  , e 
riavvicinanlentu  alpiano  direttoresi  ap]ioggerà  sn-ln 
due  circonferenze,  direttrici  nianteucudosi  parallela 
al  piano  direttore  non  solo  ma  a se  medesima  ancora. 

sa.  Per  tutta  la  sua  seconda  giacitura,  tenendosi 
la  generatrice  perpendicolare  a'  piani  delle  circonfe- 
renze, direttrici  ('ai),' 'e  questf  essendo  perpendicolari 
alla  retta  che  unisce  i centri  di  esse  (6),  si  scorge  es- 
sere parallele  ad  una  itti  retta  tutte  quelle  della  su- 
perfìcie che  alla  seconda  giacitura  della  generatrics 
corrispondono.' Quindi  la  superfìcie  prodotta  dal  mo- 
vimento della  generatrice  in  questa  sua  seconda  giàr 
citura,può  aversi xome  generata  da  un  rettangolo,  di 
cui  un  lato  fosse'  uguale  al  raggio  delle  direttrici , 
e la  retta  che  unisce  i centri  di  queste  ne  lusse 
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l’ altro  ad  esso  adiacente  : ed  il  quale  rettangolo 
intorno  a quest’ultimo  suo  lato  rotasse. 

In  ciò  appunto  consistendo  la  generazione  del 
cilindrico  di  rivoluzione,  conchiuderemo  che  la  retta 
generatrice  movendosi  colla  sua  seconda  gidcitufa  ge- 
nera il  Cilindro  di  Rivoluzione.  ■ 

a3 . Dal  fìn  qui  detto  si  scorge,  che  la  geqera- 
zioiie  dedotta  dall’  inferriata  (6)  dà  luogo  a due  su- 
perficie; al  CoDocuRco  diWallis  (i5),.ed  al  Cilindro 
di  Rivoluzione  (33):  che  quantunque  diverse,  pure  po- 
trebbero aversi  come  parti  di  una  superficie  più  gene- 
rale, quando,  come  una  sola  superficie  .v(desse  con- 
siderarsi quella  dipendente  da  una  stessa  genera- 
zione. >•  , ' , 

34.  Egli  è perciò  che  volendo  procedere  all’ esa- 
me della  superficie  prodotta  dalla  data  generazione  (6), 
ed  il  cilindro  di  rivoluzione  essendo  notissimo  , so- 
lamente del  conocuneo  più  particolarmente  ci  oc- 
cuperemo , senza  tralasciare  di  considerarli  qual- 
che volta  simultaneamente  : o per  scorgere  in  qual 
modo,  nei  caso  attuale,  1’  uno  esiste  rispetto  all’  al- 
tro , o quando , 1’  attuale  circostanza  di  ammettere 
una  stessa  generazione  , porga  un  qualche  legame 
tra  la  soluzione  di  un  medesimo'  problema  relativo 
a ciascunov  ' ■ 

£ poiché  vogliamo  esser  brevi  anzi  che  nò  ne- 
gli enunciati,  diremo,  semplicemente  Superficie  quan- 
do intendiamo  parlare  del  Conocuneo  e del  Cilindro 
di  Rivoluzione  considerati  simultaneamente  e nella 
loro  attuale  rispettiva  situazipne  ; diremo  Parte  non 
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Sviluppabile,  o Coaoidale  della  superficie  quando 
del  generato  conocuneo  più  particolarmente  di.scor< 
reremo;  e Parte  Sviluppabile  o Cilindrica  ne  diremo 
il  generato  cilindro. 

aS.  Faremo  intanto  fin  da  ora  osservare,  come 
dalle  cose  fin  qui  dette  risulta,  che  le  due  parti  del- 
la superficie  sono  situate  in  modo,  che  le  circoufe- 
renze  direttrici  sono  linee  intersezioni  di  esse,  e le 
due  rette  di  permutazione  ne  sono  linee  di'  coutaUo. 

ARTICOLO  in.  , 

Disegno  Geometrico  della  Inferriata  considerata 
geotnetricamente. 

36.  Assumiamo  due  piani  rettangolari  di  proiezio- 
ne : l’orizzontale  perpendicolare  al  piano  del  rettan- 
golo, del  quale  due  lati  opposti  debbono  essere  i dia- 
metri delle'  semicirconferenze  pei  di  cui  punti  di 
divisione  deblwno  passare  le  rette  costituenti  l’ in- 
ferriata (i)  : il  piano  verticale  assumiamolo  qua*^ 
lunque. 

37'.  Sia  abb'a')  il  rettangolo  dato;  ed  assu-  Tir.  Si. 
miamo  i suoi  lati  opposti ab),  (AB,  a'hf)  a dia- 
metri delle  due  semicirconferenze.  Queste,  dovendo  es- 
sere su  piani  perpendicolari  a quello  del  rettangolo  (t), 
ne  otterremo  la  projezione  orizzontale  descrivendo 
sopra  di  AB  le  semieireonférenze  AC" C'''B  y 
AD"'Dr>‘B,  e le  verticali 'conducendo  le  rette 

tangenti  alle  semicirconiérenze  , AD^B 

c perpendicolari  ad  ab  , e prolungando  la  ab  fiuO' 
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Tiv.  3.  ad  incontrare  la  e la  a'hf  fino  ad  incon- 
trare la  : le  semicirconferenze  per  le  quali 

le  rette  della  inferriata  debbono  passale  saranno  le' 

( ÀC-B  , 6c«c"'a  ) , ( AD'B  , b'f'a'  ). 

A cominciare  dai  punti  {A,  « ),  {A,  a')  delle  se- 
micirconferenze (^AC''B,  ac’'"b')  , (AD’'B,  atd"'b'')y 
punti  posti  su  di  uno  stesso  lato  {A  , aa‘)  degli 
altri  due  lati  opposti  {^A  , aa') , (B  , bb')  del  ret- 
tangolo (AB  , aa'b'b),  dividiamole  in  un  certo  nu- 
mero di  parti  uguali.  Per  fare  la  qual  cosa  divi- 
diamo la  semiciicoufereuza  AC^B  nelle  parti 

AC  , CC  , OC",  . C’‘B 

uguali  tra  foro  a cominciale  da  A,- e l’altra  AD^'B 
nelle  parti 

AD,  DD\  D>D",  . ...  , Dru'D'*,  D>^B 


uguali  tra  foro  ed  alla  AC , anche  a cominciare  da 
A : inalziamo  pei  punti  di  divisione 

C , O,  C"„  O",  ...  I D , D' , P"  , D"',  . . . 
le  tette 

Cc,  Od,  O'd',  0"d\.;Dd,D'»,D"d',  D'"d'"... 


perpendicolari  alla  ab  prolungala.  Vien  cosi  divisa  la 
semicirconferenza  (AO'B  , ad'”b)  nelle  partiugiiali 
(AC, ac),  (CO,  cd),...,(C‘,^C^,  d=‘c=‘),  (C’‘B,c^b), 


e r altra  AD’'B  nelle  parti 

(AD,a'd),(DD',  dd!'),..,(D"‘D^,  d>^d^),(D^B,d>‘b') 

uguali  Ira  foto  cd  alle  precedenti. 
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Couituceii(lo  pei  punii  analoghi  di  divisione  Xiv.  i. 
(C,c\(D,dy,  (C'Z),  (Z?',  <f)i  ...  ; (CVv),  (D^d^) 
le  rette 

( CD,  cd  y,{  C'D' , c'd^  cV*), 

tutte  tali  rette  costituiscono  la  superficie  dell’  iut'er' 
riata  ; e la  Ggura  che  ne  risulta  è il  disegno  gcorue- 
trico  di  essa  , geometricameute  considerata. 

38.  È chiaro  per  ciò  che  si  disse  nella  intro- 

duzione , che  nella  inferriata)  veduta  le  semicircon- 
ferenze {AD^'B,  a‘d'"b')  erano  delle 

lamine  di  ferro  alquanto  larghe  e grosse,  e le  rcUc 
{CD,  ccf),  {aD',c<d>)  , (C"Z?"  , cV)  , . . . erano 
dc’bastoui  pur  di  ferrò  incastiati  nelle  dette  lamine 
in  buchi  praticatevi  , e situati  in  egual  distanza  tra 
loro,  e da’coutorui  delle  lamine  medesime. 

39.  Prima  di  andare  piò  oltre,  siaci  permesso  il  * 
dimostrare  nuovamente  la  proposizione  esposta  nel 
numero  quattro , cavandone  la  dimostrazione  dal 
disegno  ora  eseguito  della  inferriata. 

Consideriamo  le  projezioni  CD  , CD' , C"D", 
C"'D"',  C'D^^,  , delle  rette  che  si  ap- 

poggiono  alle  semicirconferenze  {A C”B  , ac^i'b  ) , 

{ AD>'B  , a'd"'b' corae  tracce  di  altrettanti  piani 
normali  al  piano  orizzontale  di  projezione.  Le 
CD,  CD',  . . . ,C*D^  SODO,  per  la  fatta  sujiposizio- 
ne , projezioni  ad  un  tempo  , e di  questi  piani  , e 
delle  rette  della  inferriata.  Per  costruzione  (37) 
le  parti  - ' 

AC  ',  CC  , C'C",  . . . CB  ì 
^ AD , OD' , D’D"  , . . . , 
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•»r.  3.  sono  uguali  Ira  loro  , dunque 

AC=AD,dC-\-CO=AD-^DDi,ACJtCCiJeaOi=UD-\-DD!^D‘DH,.^ 

\ 

ossià 

vo.j^C=  UC.AD  , are.  AD',  are.  AOha  are.  AD», . , . 

Dunque'  il  raggio  OA  divide  per  mezzo  gli  archi 
CaD,  CAD',  CAD'',...  ,C*C'AD'D''.  Dal  quale 
lisultameuto  conchiudiapio  che  le  rette  CD,  CD', 
C"D»,  . C'^Df,  sono  corde  perpendicolari  al 

raggio  OA,  e perciò  parallele  tra  loro.  Tali  rette  poi 
sono  proiezioni  di  piani  perpendicolari  al  piàno  oriz- 
zontale di  proiezione  ; dunque  i,  piani  projettati  in 
CD,  CD' , C'D",  . . , j C*D"  sono  paralleli  tra 
loro,  e perpendicolari  a'  piani  delle  semicirconferenze 
{ACB  , tuf"b),  {AD'B , a!d'"b').  Dunque  le 
rette  della  inferriata,  ovvero  tutte  quelle  della  sua 
superficie , sono  allogate  su  piani  paralleli  tra  loro 
e perpendicolari  a quelli  delle  circonferenze  ; vai 
quanto  dire  , sono  tutte  parallele  ad  un  medesimo 
piano  fisso,  a quelli  delle  circonferenze  perpendicolare. 


ARTICOLO  IV. 

Disegno  Geometrico  della  Su^rjicie  dedotto  dalla 
sua  data  Generazione. 

3o.  Dato  il  piàno  direttore  , e le  due  circon- 
ferenze direttrici  ; trattasi  di  appoggiare  alle  cir- 
conferenze medesime  dèlie  rette  parallele  al  piano 
direttore. 

i>c  |>cr  un  punto  di  una  delle  circonferenze 
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(lìi'clrici  conduciamo  un  piano  parallelo  al  plano 
direttore  , se  determiniamo  i suoi  punti  d’  incontro 
colle  circonferènze  direttrici  , e per  tali  punti  con- 
duciamo delle  rette , queste  saranno  rette  della  su- 
perficie. Di  fatto  sono  parallele  al  piano  direttore  , 
perchè  sono  ciascuna  su  di  un  piano  ad  esso  ^ pa- 
rallelo ; e si  appoggiono  alle  date  circonferenze  di- 
rettrici , perchè  passano  per  quei  loro  punti  , nei 
quali  sono  incontrate  dal  piatto  medesimo  che  pa- 
rallelamente al  piano  direttore,  si  è condotto. 

' 3i.  Sia  P'Q'R'  il  piano  direttore,  al  quale  Tir.  ij. 
debborTo  essere  parallele  le  generatrici  della  super- 
ficie; delie  sue  tracce  abbiamo  fatto  la  verticale  Q'R' 
perpendicolare  al  piano  orizzontale  di  projetzione  , 
porcile  , per  semplicità  del  disegnare  , ed  eleganza 
del  disegno  , abbiamo  scelto  quest’ ultimo  perpendi- 
colare al  piano  direttore  (*). 

Siano  (SRQGS,DS,p's'q>),(SBQGS,DS,psSiq) 
le  date  circonferenze  alle  quali  la  retta  generatrice 
deve  appoggiarsi.  Di  queste  le  projezioni  orizzontali 
si  confondono  in  una  sola  e medesima  circonferenza 
ad  esse  uguale  , e le  projezioni  vorticali  sono  due 
rette  parallele  tra  loro  ed  alla  comune  sezione  LM; 
poiché  esse  debbono  essere  (6)  su  piani  perpendicola- 
ri al  piano  direttore  P'Q'R' ^ la  di  cui  traccia  ver- 

(*)  And»  più  Mmplice  nrebbe  il  ditegnare  te  tcegliefiinn  io  rece  doo 
•olo  il  pieno  orìizootale  di  projezione  perpeodioolere  el  piano  direllore , 
ma  di  più  il  rcrticale  parallelo,  o prrpeodicolare  al  piano  direllore  me- 
duimo  ; ma  arremoio  perdila  in  elcganu  , concioaaiacbé  non  avremmo 
ben  rappreaentatì  gli  elementi  atorti  della  auperficte;  e de'  diiegni  di  Geo- 
metria DeKrilliva  i aingoiar  pregio  il  dare  al  apio  guardarli , idea  chia. 
riiaima  delle  ferme  delle  hnee  o luperBcie  diverK  ebe  lapprcaeulouo. 
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4.  licalc>  Q'R'  c al  piano  orizzontale  di  projezione  per- 
pcmlicolare.  . -,  'i' 

33.  CoDsidenatnò  un  punto  (^A,à)  dF una  delle 
direttrici:  della  (SAFS,ES,.psbq).  Un  piano  con- 
dotto per  {A'iO)  parallelo  al  piano  direttore  P'Q'R* 
sarà  rappresentato  dalla  AB  parallela  alla  P'Q'  , 
c(l  AB  iie  sarà  la  traccia  orizzontale,  non  solo  , ma 
la  projezione  ancora,  poiché  il  piano  P'Q'R'  ,è  norma- 
le al  piano  orizzontale  di  projeeione  (3t). 

Le  proiezioni  orizzontali  de’punti  d’ incontro  del 
piano  AB  colle  circonferenze  direttrici  debbono  tro- 
varsi su  qualche  punlo  della  retta  AB^  poiché  essendo 
punti  del  piano  non  possono  essere  fuori  di  essa  che 
u’é  projezione  ; debbono  trovarsi  di  più  su  qualdie 
punto  della  circonferenza  SAFS,GBS  ; dunque  A c 
B sono  le  projezioni  orizzontali  de'  punti  d*  incon- 
tro del  piano  AB  colle  direttrici.  Ora  seA,  eB 
ne  sono  le  projezioni  orizzontali,  le  verticali  dovranno 
trovarsi  su  le  rette  Aaci/,  Bbb'  che  per  li  punti  A^  B 
si  ergono  perpendicolarmente  alla  comune  sezione 
LM-.  ed  i punti  medesimi  esistendo  -ad  un  tempo  e 
sul  piano  AB  cftulle  circonferenze  (5Z?5,^iy,.pj(7), 
SDS,ES ^p's'q')  àowaaao  trovarsene  le  projezioni 
su  qualche  punto  delle  p‘s'q>,  psq.  I punti  d’ incon- 
tro adunque  del  piano  AB  parallelo  all’altro  P'Q'R! 
colle  circonferenze  direttrici  sono  i quattro  ( zi  ), 
( yi , a'  ),  {B  \ b),‘  {B  , A'  ) , dei  quali  i due 
( y^,  ZI  ),  (5,  b)  sulla  circonferenza  inferiore,  cd 
1 due  (^A,a‘),  (B,b‘)  sulla  superiore. 

..  Pe’  punti  ottenenti  fatto  passare  delle  ret- 
te , queste  saranno  rette  della  superficie.-  Si  ha  la 
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prima  ( , l 'azb' ) uikmiJo  il  punto  « ) T*»  1 

coir  altro  ( S y fc'  ) , la  seconda  {V'AC  , C'bza')  u- 
nendo  il  punto  { B,b)  coll’  altro  {A  , «*  ) , la  terza 
(^A  , na')  unendo  il  punto  (^,  a)  coll’altro  (^A,  a'), 
e la  quarta  (5,  bb')  unendo  il  punto  (5  , b ) ool- 
l’altro  (^B,b<).  .Delle  quali  quattro  rette  ; le  due 
( f^ZC,  V'azb'  ),  {J'ZC,  C'Z»ia'), 'avendo  le  loro  c- 
■stremità  situate  secondo  la  prima  giacitura  delia  gene- 
ratrice (8),  appartengono  al  Conocuneo  ( 1 5)  ; e le 
altre  due,  avendo  1’  estremità  loro  conforme  alla  se- 
conda SUB  giacitura,  al  cilindro  di  rivoluzione  ap- 
partengono'(22). 

33.  Potrebbe  sembrare  forse  non  essersi  esau- 
rite tutte  le  combinazioni  de’quatlro  punti  (./f,  a), 

( A a'  ) , (B , by,(B,  V );  nella  quale  supposi- 
zione-, anche  le  rette  che  unirebbero  il  punto  (A^  a) 
coir  ahro  ( J?  , b),  ed  il  punto  (^A,a')  coll’  altro 
( ,6 , ) sarebbero  rette  della  superficie;  ma  qui 

ricorderemo,  che  le  rette  della  superficie  debbono  ap- 
poggiarsi contemporaneamente  a ciascuna'-  delle  due 
circonferenze  direttrici  (6). 

, . -34.  In -un  modo  analogo  del.  tutto  si  prosieguc  il 
disegno  della  superficie.  Condotti  i piani  DE^^FGy ... 
i loro  rispettivi  punti  d’ incontro  ( £>,  rf  3»  ( )> 

(fi,  e,),C^,e');  (fi,/),  (fi,/),  (G, 

( G , g'  ),  ....  colle  circonferenze  direttrici  daranno 
Je  altre  rette  della,  superficie.  ' . 

35.  Delle  quattro  rette  ( VZiC  , V'azbf  ) , 

( fiZ-fi  , C'bza'),  ( A,  aa>  ),.  ( fi,  bb>  ),  la  prima 
( VZC,  vk'Jb‘)  s’incontra  colla  { VZC  , C'bza') 
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4 uel  punto  ( Z,  a),  colla  aa!)  nel  punto 

{A,  a ),  e colla  ( B,  bb'  ) nel  punto  ( i?  , A*  );  e 
la  seconda  ( F'Z  C,  C'bza'  ),  oltre  ad  incontrarsi  colla 
( yZC  , Vtad/  ) nel  punto  ( 2 , a ) , come  ab- 
biamo fatto  osservare,  incontra  la  (\B,  B'bV  ) nel 
punto  (B  ,b),  e ìa  (A,  aa')  aei  punto  ( A,  a')\ 
quindi  è che  i cinque  punti  (Z,  z)  A , a)  , 
{A,a>),  {B  t b)  , {B  , B ) sono  punti  doppi 
della  superficie. 

36.  Le  dette  quattro  rette  hanno  dato  cinque  punti 

doppi  della  superficie,  ed  ugual  numero  di  punti  dop- 
pi dà  pure  ciascuna  quaderna  di  rette  corrispondente 
a piani  KT,  IH....  1 punti  doppi  {A,  a),  {A^  a'), 
(D,  d),  {D,d'),  (G,  g), 

(G,  g>),  (£,  e),  (£,  e'),  (5,  A),  (5,  A'), 
appartenendo  ad  un  tempo  al  conocuneo  ed  al  cilin- 
dro , costituiscono  due  linee  di  loro  intersezione:  gli 
altri  punti  doppi,  al  solo  conocuneo  appartenendo,  la 
sua  linea  doppia  costituiscono  < 

37.  Particolare  attenzione  meritano  i piani  NO 
N'O'j  i quali, avendo  leprojezioni  orizzontali  tangenti 
alla  éirconferenza  SOS^ES-  ne’ punti  S,  Si  non. in- 
contrano ciascuna  direttrice  in  due  punti  , ma  bensì  iu 
un  solo;  e però,  a ciascuno  di  tali  piani,  anzi  che  cor- 
rispondervi quattro  rette  della  superficie,  ve  ne  cor- 
risponde una  sola  : la  retta  {S  , «')  corrisponde  ai 

piano  iV^O , e 1’ altra  ( 

le  quali  essendo  tra  tutte  , le  sole  normali  al  pia- 
no orizzontale  di  projezionc  ^ ed  appartenendo  con- 
temporaneamente al  conocuneo  ed  al  cilindro  , sono 
quelle  di  Permutazione  ( io  ). 
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38.  Compito  il  disegno  della  superficie , si  scoi-  i'*''  i- 
ge  al  solo  guardarlo  , ché  oltre  ad  essere  composto  di 
due  parti  distinte,  o meglio  detto,  di  due  superficie 
diverse  (33.a4)  , l’ una  sviluppabile  e 1’  altra  nò,  è 
costituitG  in  modo  da  esse  chcj  mentre  luna  è nell'Jn- 
terno  dell'  altra  , è poi  questa  nell’  intercio  di  quella. 

La  non  sviluppabile  si  mantiene  neU'interno  deH’altra 
per  tutto  quel  tratto  compreso  tra  i piani  delle  di- 
rettrici, e su  tali  piani  l’interseca:  al  di  là  di 
essi  la  sviluppabile  è nell’  interno  dell’  altra  , e non 
s’ intersecano  mai  più.  Possiamo  quindi  considerare 
il  complèsso  delle  due  superficie  generate,  come  com- 
posto di  due  parti  ,'  1’  una 
{SJDSiGES,  pP'B'G'qS i^q's'p'S ipsbq)  interna  , 
e l’altra 

{SVKIS,HTCS , K’FB’M'qq'^c.fifp.pK'  ) esterna  : 
entrambe  le  quali  vanno  all’  infinito.  La  proiezio- 
ne orizzontale  della  parte  interna  è finita  , ed  è 
il  circolo  SADS,ES  ; quella  della  parte  esterna 
non  ha  altro  limite  che  la  circonferenza  SDS,ES 
e le  rette  NO,  NO'  , andando  d’  altronde  all’  in- 
finito. ' • 

3g.  Quantunque  in  un  diségno  di  Geometria 
Descrittiva  le  parti  non  visibili  di  ciò  che  si  rappre- 
senta vadano  segnate  con  linee  punteggiate,  pure 
noi  abbiamo  qui  trasandato  un  tale  sistema  ; e ciò 
per  meglio' mostrare  la  forma  di- ciascuna  delle  due 
parti  della  superficie  (a4):  però  in  ciascuna  di  esse 
agli  usi  ordinari  ci  siamo  attenuti.  Ma  d’altra  parte, 
volendo  distinguere  pure  quelle  rette  di  ciascuna 


Digilized  by  Google 


(ARTE  pniMR 


3 a 

■lidie  (lue  parti  dèlia  superfìcie  le  quali  sonAIÉ[|ip|pft 
dall' altra  , abbiamo  segnato  quelle  eoo  linee  faeiìo 
grosse  elle  queste  : ed  Ài  pereiò  che  la  porzione  di 
cilindro  compresa  fra  i piani  delle  direttrici  si  ve- 
de 'Regnato  con  linee  più  grosse  che  il  rimanente  ; 
c viceversa,  vedesi  segnata  con  linee  più  fioe  quel- 
la parte  del  conocuneo  che  è tra  i piani  medesimi 
compresa.  Per  crescere  illusione  abbiamo  disegnato 
la  traccia  orizzontale  della  superfìcié  , ed  abbiamo 
supposto  che  essa  fosse  terminata  al  piano  orizzon- 
tale di  projezione  ed  al  piano  ad  esso  parallelo, 
e,  tanto  distante  dalla  linea  doppia  per.quan- 

to  questa  lo  è dah  piane  orizzontale.  La  traccia  o- 
rvzzontale'  della  parte  conoidale  della  superficie  è la 
ciirva  SVKlSflTCS^  la  di  cui  costruzione  è indi- 
cata nel  disegno  (*)  : la  curva  medesima  è projezione 
pure  dell’ intersezione  della  stessa  parte  di  superficie 
col  piano  La  traccia  orizzontale  della  parte  ci- 
lindrica è la  circonferenza  SDSiES. 


t ■ ‘ ...  • ' ' ' ■ • 

V. 

' * O ctirva  SrKtSfìITCS  è mi  tSiUte,  di  cui  le  rellc  SS/  , KT; 
ne  •ono  gli  tasi  : il  primo ‘è  uguale  al  secondo  aste  pal'ametro^  altro  è uguale 
a due  \ol(e  uoa  quarta  prupOrziomle  io  ordine  al  pritDO  ^miatsc  para- 
iTirtn> , al  secondo  , èd  alla  dUtaittadal  pluio  orltzonlal^  di  proiezione  dal 
centro  d<;lla  superBde. 
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ARTICOLO  IV.  . . 

Problemi  di  Geoi^tria  Descrittiva^ 

* * • - 

In  qnrsto  articolo  risolveremo  otto  problemi. 
Due  relativi  alla  costruzione  della  superfìcie  ; due 
al  piano  tangente,  e quattro  alle  sezioni  piane  di 
essa.  Dei  quali  problemi  i primi  sono  interessanti  , 
percliè  potendo  essere  di  uso  frequente,  ne  giova  la 
semplicità  delle  costruzioni  ; gli  ultimi  quattro  sono 
interessantissimi  per  li  nuovi  , e belli  risultaraenti 
a’ quali  danno  luogo  , in  ordine  ad  alcune  sezioni 
piane  delia!  superfìcie,  e perché  concorrono  a mostrar- 
ne la  forma.  . , 

Costruzione  della  superfìcie. 

4o.  Costruire  una  superfìcie  altro  non  vuol  di- 
re in  Geometria  Descrittiva  , clic  determinarne  i 
suoi  punti;  e poiché  un  punto  c determinato  quan- 
do ne  sono  date  le  projezìoni  , ed  una  di  esse  può 
assurnersi  ad  arbitrio  , tutto  si  riduce  a ' determi- 
narne una,  data  che  ne  sia  1’  altra  : la  qual  deter- 
minazione include  due  casi  , secondoché  sia  data  la 
proiezione  orizzontale  del  punto  della  superficie  , o 
la  verticale.  In  ambi  i casi,  perché  la  soluzione  del 
problema  sia  utile  , è necessario  che  non  siasi  nel- 
la necessità  di  disegnare  la  superfìcie  , osàia  pàrec- 
chic  delle  sue  linee  ; e che  d’  altronde  si  esegua  il 
miuor.  numero,  di  costruzioni.  Le  cose  dette  «imet- 
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tono  al  caso  di  costruirla  con  sufficiente  somplicilà 
e speditezza. 

PROBLEMA  1.0 

Dati  gli  assi  parametri'  della  superfìcie  e la  proiezione  oriz- 
zontale di  un  suo  punto  : determinare  un  tal  puuto. 

.4t*  Per  piano  orizzontale  di  projezione  pren- 
diamone uno  perpendicolare  al  primo  asse  parametro. 

43.  Siano  11' , A A’  gli  assi  parametri  della 
superficie  : le  quali  rette,  per  la  fatta  scelta  de’pinnt 
di  projezione  (4 1),  non  solo  sono  projezione  di  essi, 
ina  r cguagliauo  ancora.  Sia  P la  data  projezione 
orizzontale  di  un  punto  della  superficie  : un  tal 
punto  trattasi  di  determinare  , trattasi  cioè  di  deter- 
minare la  projezione  verticale  di  quel  punto  della 
superficie , eh’  è orizzontalmente  projettato  in  P. 

43-  Il  metodo  delle  projezioni  determina  un 
primo  luogo  del  punto  cercalo  ; ed  è la  perpen- 
dicolare condotta  pel  punto  P alla  comune  sezione 
LM.  Un  altro  luogo  h necessario  : e questo  dalla 
natura  della  superficie  deve  dedursi. 

■ Ogni  retta  della  superficie  è su  di  un  piano  pa- 
rallelo al' piano  direttore  (6),  e perciè  perpendicola- 
re al  sebondo.  asse  parametro.  Conduciamo  .dunque 
la  PQ  perpendicolare  ad  A A' , sarà  PQ  là  proje- 
zione orizzontale  della  retta  della  superficie,  <la  ;qua- 
le  passa  per  quel  suo  punto  di  cui  P è projezio- 
nc  orizzontale:  la  corrispondente  sua  projezione  ver- 
ticale sarà  r altro  luogo  del  punto  che  si  cerca.  Per 
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dctcrminai'la  custruiamone  due  puuti  , quello  ove  Tat.  s. 
incontra  il  secondo  asse  parametro,- e 1'  altro  ove  ' 
incontra  1’  una  delle  direttrici.  Quanto  al  primo,  pel 
punto  c messo  sul  mezzo  della  li',  e eh'  è proje- 
zione  del  centro  della  superficie  (ig,io°)  , conduciamo 
la  aaf  perpendicolare  alla  IF:  sopra  l’ indefinita  aa  > è 
la  projezione  del  secondo  asse  parametro  ; onde 
conducendo  pel  punto  d' intersezione  E della  PQ 
con  A/f^  la  Ee  perpendicolare  ad  Zd!f,  oltenghia- 
mo  la  projezione  verticale  e del  punto  ove  la  ge- 
neratrice incontra  il  secondo  asse  parametro.  Quanto 
al  punto  ove  essa  incontra  una  delle  direttrici,  con- 
duciamo 1'  indefinita  ss'  parallela  ad  aa'  : sopra  di 
essa  trovasi  la  projezione  della  direttrice  (19,8°).  Col 
centro  C , e col  raggio  CA  descriviamo  l’ arco 
circolare  IìAD\  i punti  B , Z>,  ove  questo  incontra 
la  PQ^  sono  le  projezioni  orizzontali  de’  punti  d’in- 
contro della  generatrice  che  passa  pel  punto  projet- 
tato  in  P , colla  direttrice  projettata  verticalmente 
sopra  l’indefinita  ss'.  Conducendo  dunque  le  Bb^  Dd 
perpendicolari  ad  ZM  otterremo  in  b,  <f,  che  sono 
loro  punti  d’ intersezione  colla  ssf  le  projezioni  vertir 
cali  de’punti  ove  la  generatrice  condotta  pel  punto  pro-> 
jeltato  in  P incontra  l’una  delle  direttrici.  Le  rette 
He,  Kc,  condotte  pei  punti  d,  e;  b,  e sono  adunque  le 
projezioni  verticali  delle  generatrici  che  passano  per 
quel  punto  della  superficie,  la  di  cui  projezione  o- 
rizzontale  è i*  ; c però  le  rette  He  , costitui- 
scono il  secondo  luogo  geometrico  del  punto  cercato. 

Dunque  p , p'  sono  le  projezioni  verticulj  cor- 
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rispondenti  al  punto  della  superficie,  dì  cui  il  pun- 
to dato  P è projezione  orizzontale. 

44-  Avremmo  potuto,  in  vece  d.el  punto  e tro- 
vare gli  altri  due  punti  corrispondenti  h B , D,  che 
sono  quelli  ove  le  generatrici  incontrano  la  direttrice, 
la  di  cui  projezione  verticale  passerebbe  jier  I : e ciò 
sarebbe  forse  meglio  in  quanto  ebe  si  risparmierebbe  di 
condurre  la  Ee;  ma,  avendosi  quattro  punti  b,  ò',  d,  (f 
anzi  che  tre , si  avrebbe  , oltre  alla  coppia  di  ge- 
neratrici concorrenti,  anche  queifa  delle  generatrici 
parallele  ; quantunque  queste  ultime  sieoo  inutili  , 
perchè  la  projezione  verticale  del  punto  della  super- 
fìcie corrispondente  alla  projezione  P non  può  tro- 
varsi sopra  di  esse , che  nel  solo  caso  ove  P fosse 
situalo  sull’  arco  Bj4D  : nel  qual  caso  il  problema 
sarebbe  indeterminato  (33).  Per  altro  le  generatrici 
parallele  , su  cui  troverebboasi  le  projezioui  corri- 
spondenti a P,  dalla  medesima  costruzione  da  noi 
fatta  risulterebbero  , confondendosi  colle  perpendi- 
colari Bh^Dd. 

Per  tutte  sifFalte  cose  stimiamo  utile  il  deter- 
minare i tre'punti  e,  d iu  vece  dei  quattro  6, 

V , d'.  ' 

4?.  La  data  projezione  P non  può  essere  qua- 
lunque , non  andando  la  superficie  all’  infinito  da 
tutl’  i versi  (1^,3®);  e però  sarebbe  bene  1’  accertarsi, 
se  il.  punto  P appartiene  o pur  nò  alla  projezione  di 
essa.  Alla  qual  cosasi  riesce  incominciando  il  disegno 
dal  condurre  pe’punti  A'  due  perpeudicolari  al- 
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la  AÀ‘ , poidic  il  punto  P non  gli  appnrlieiie  dicT»r.  5. 
quando' trovas’r  tra  queste  ( ig  , 3°).  Però  ove  ciò  *'*  ' 
non  avesse  luogo  sarebbe  inutile  il  proseguire.  Ma 
poicbè  la  PQ  non  incontra  la  retta  ÀA',  che  quan- 
do è compresa  tra  le  dette  perpendicolari , è itieglio 
incominciare,  come  fin  dal  principio  diconimo. 

PROBLEMA  a.* 

Dati  gii  lisi  parametri  dellh  lupcrficic  , e la  profezioiie 
verticale  di  uh  suo  punto  : determinarlo. 

46.  Sia  il  piano  orizzontale  di  projezione  per*  tig-  »• 
pcndicolare  al  primo  asse  indefinito:  II'  il  primo  as- 
se parametro  , A A'  il  secondo , c p la  data  proje- 
zione del  punto  della  superficie:  il  quale  trattasi  di 
determinare.  ' ' 

47-  Condotto  per  p la  dk  perpendicolare  ad  IP 
oltenghiamo  la  projezione  verticale  di  quella  sezio- 
ne piana  prallda  al  piano  delle  direttrici , la  qua- 
le passa  pel  punto  della  superficie  projettato  verti- 
calmente in  Tutte  le  sezioni  pit-viie  delia  parte  Co-  ^ 
Moidulc  parallele  a'  piani  delle  direttrici  sono  ellissi 
(17),  ebe  hanno  un  .isse  costante  ed  uguale  al  se- 
condo asse  parametro  (19,3*),  l’altro  variabile  e de- 
terminato in  grandezza  dalle  generatrici  rette  che 
passano  pel  centro  ( 19  , 10“  ).  Quindi  per  de- 
terminare la  projezione  orizzontale  dell’ellisse,  di  cui 
la  verticale  è sopra  dk,  valgono  le  seguenti  costru- 
zioni. 

Pel  punto  C projezione  del  centro  conduciamo 
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fig.  a, 


la  CQ  perpendicolare  ad  AA' , sarà  la  jwojc- 
zionc  orizzontale  delle  rette  luogo  degli  estremi  degli 
assi  variabili  (ig,io°);  tagliamo  CE  uguale  a CA' 
mediante  1’  arco  A'HE^  il  punto  E sarà  la  projezione 
orizzontale  di  quello,  ove  la  generatrice  projettata  ùi 
CQ  incontra  la  direttrice  ; ebe  perciò  condotto  per 
/ la  le  perpendicolare  ad  //*  , e per  E la  Ee 
perpendicolare  ad  LM , il  punto  e ave  s*  incontrano 
è la  projezione  verticale  del  punto  corrispondente 
ad  : e però  ( CE  , ce  ) è una  delle  due  rette 
generatrici  che  passano  pel  centro.  La  ce  prolunga- 
ta sino  ad  incontrare  la  </A‘  dà  il  jHinto  y,  projezio- 
iie  verticale  di  uno  degli  estremi  dell’  asse,  corri- 
spondente a’  variabili  , dell’  ellisse  generatrice  pro- 
jctlata  sopra  r/A  ; conduccndo  dunque  da  y la  per- 
pendicolare yP  alla  ZM,  il  suo  punto  d’intersezio- 
ne E colla  CQ  darà  il  semiasse  dell’ellisse  die 
vuoisi  determinare. 

Dunque  pel  punto  projettato  in  p passano  Tellis- 
se,  i di  cui  semiassi  .sono  in  grandezza'  CE,  CA; 
e|a  circonferenza  il  di  cui  raggio,  in  grandezza,  è CA: 
le  quali  curve  , per  la  scelta  dei  piani  di  projezio- 
nc  , risultano  nella  orizzontale  quali  sono  nello  spa- 
zio, Perciò  pel  punto  p conduciamo  la  perpendico- 
lare pii'  alla  comune  sezione  ZM:  cogli  assi  EE, 
A A'  descriviamo,  alle  vicinanze 'della  pBI  l’arco  el- 
littico AND,  e col  raggio  CA  il  circolare  APr.  i 
punti  d’ incontro  P , P'  , P,  di  pR'  cpgli  ardii 
AND,  AP'P,  sono  le  projezioni  orizzontali  di  quei 
])unti  della  su|icrlicie,  di  cui  le  verticali  sono  nel 
punto  dato  p : essi  sono  i punti  cercali. 
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48.  Questo  |>ro])leina  ammette  iti  generale  quat-  Tav. 
Irò  soluzioui  , [Kiicliè  pel  punto  p passano  le  prò- 
lezioni  di  due  curve  distinte  , l’ ellisse  e la  circon- 
fercuza  del  circolo  la  projeiione  orizzontale  di  cia- 
scuna delle  quali  è iucoutrata  dalla  retta  pR‘  iu  due 
puuti. 

Il  disegno  porge  Ire  soluzioni  coufoudendosi  Ua' 
loro  gli  arclii  JND  , ArP  ». 

49-  Il  caso  di  due  soluzioni,-  può  anche  darsi  ; 
ed  ha  luogo  quando  la  pR'  non  incontra  la  ciicon- 
fereuza  ArP,  ; ciò  eh’  è facile  scorgersi  fin  da  prin- 
cipio , coir  esaiuiuare  se  p resta  tra  IP  primo  asse 
indefinito  della  superficie,  e la  retta  condotta  pa- 
lallela  ad  JP  e distante  da  essa  per  AC. 

50.  Il  punto  p può  non  essere  projezione  di 
un  punto  della  superficie  : in  questo  caso  pR'  nou 
solo  non  iucoutrerebbe  la  circonferenza  ArP,,  ma 
uou  incontrerebbe  neppure  1’  ellisse  ANPD. 

Due  problemi  relativi  al  piano  tangente.  , 

51.  Alenare  un  piano  tangente  al  cilindro  di 
rivoluzione  è problema  di  già  risoluto  , menarlo 
al  couocuueo  di  Wallis  per  un  puuto  dato  sopra  di 
esso  , o per  un  punto  dato  fuori  è problema  pure 
risòluto  : ma  le  soluzioui  di  questi  risultano  da  co- 
struzioni relative  a ciascuna  di  tali  superficie  soltanto. 
Per  la  qual  cosa,  quando  volessero  simultaneamente 
considerarsi , per  avere  ammesso  nel  caso  attuale 
una  medesima  generazione,  e nella  stessa  posizione 
rispettiva  che  quella  generazione  gli  dà  ( 2^.  ^4  ) > 
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poco  eleganti  quelle  .soluzioni  surebbero,  E lascian- 
do da  parte  tale  considerazione,  le  soluzioni  qui  ap- 
presso esposte  non  solo  sodisfano  alle  di;lte  cose  , 
ma  di  più  riescono  eleganti  e breve.  E qui  avvertia- 
mo, che  quanto  al  piano  tangente  per  un  punto  dato 
fuori,  essendo  problema  indeterminato  relativamen- 
te al  conocuneo,  e determinato  per, rispetto  al  cilin- 
dro di  rivoluzione,  ncH  lo  particolarizzeremo- cercando 
quel  piano  tangente,  il  di  cui  punto  di  contatto  stia  col 
dato  su  di  un  medesimo  piano  perpendicolare  al  pri- 
mo asse  indefinito  ; la  qual  cosa  facciamo,  volendo 
considerare  queste  dué  superficie  simultaucabiealé  , 
Come  abbiam  detto  (z4)> 

\ 

PROBLEMA  3.» 

Dati  gli  assi  parametri  della  superfìcie  , ed  un  suo  puntoc 
menare  pel  punto  dato  un  piano  ad  essa  taugente  in 
quel  punto. 

' 5a.  Qui  tre  casi  possono  darsi  ; o che  il  pnnfO' 

dato  alla  parte  cilindrica  della  t superficie,  o cito 
alla  cilindrica  ed  alla  conoidale  appartenga  , o clic 
sia  un  punto  di  quest’  ultima  soltanto.  £ poiché  il 
primo  caso  rìducesi  a menare  nn  piano  tangente  ad 
un  cilihdro  di  rivoluzione  , ed  il  secondo  com- 
prende questo  medesimo  , e quello  del  piano  tan- 
gente alla  parte  conoidale  , stimiamo  bene  il  con- 
siderare più  parlicolarmeule  il  terzo  , non  trala- 
sciando di  fai  e dopo  osservare,  come  la  sotnzione  ad 
esso  relativa  a’ due  primi  si  accomodi:  restando  co- 
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SI  ua  legame  tra  le  soluzioni  relative  al  cìliiulio  di 
rivoluzione  , ed  al  conocuneo  di  ^Vallis  coiisideia- 
ti  in  questa  loro  rispettiva  situazione  (a5),  che  dalla 
data  generazione  (6)  risulta. 

53.  Assumiamo  il  piano  orizzontale  di  proje- 

zionc  perpendicolare  al  primo  asse  indeCniti)  della 
superficie  , ciò  , che  come  abbiamo  già  fatto  osser- 
vare , dà  r una  delle  projezioni  di  ciascun  parame- 
tro uguale  a se  medesimo.  * 

54.  Date  le  projezioni  del  punto  pel  quale  vo- 
gliasi menare  il  piano  tangente  è prima  di  tutto  ne-  ^ 
cessario  l’esaminare  se  trovasi  sulla  parte  cilin- 
drica della  superficie  , se  sulla  cilindrica  e la  c^ 
noidale  insieme  , o su  quest’ ultima  soltanto;  alliu 

di  vedere  a quale  de’  tre  su  indicati  casi  (5a)  il 
problema  si  riferisce.  - ^ , 

Se  la  proiezione  orizzontale  del  punto  dato  è su 
quella  di  una  delle  direttrici,  e la  verticale  ,nou  lo 
è , il  punto  apparterrà  alla  parte  sviluppabile. 

Se  sono  entrambe  su  le  rispettive  projezioni  di 
una  delle  direttrici  , 0 la  sua  projezioné  orizzontale 
si  trova  su  gli  estremi  della  projezione  del  secondo 
asse  parametro  , e la  verticale  su  le  retto  inalzale 
per  questi  punti  perpendicolarmente  alla  comune  se- 
zione, il  punto  dato  sarà  ad  un  tempo  sulla  parte 
sviluppabile  della  su  perfide,- e su  la  parte  conoi- 
dale (2^.  ^ . 

Se  la  sita  projezione  orizzontale  non  e su  quella 
delle  direttrici  il  punto  dato  apprterrà  alla  conoida- 
le soltanto. 


s 
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55.  Due  rcUe  die  toccano  Ja  superficie  net 
punto  dato  fissano  la  posizione  dul^  cliieslo  piano 
tangente.  Per  ogni  punto  della  superficie , oltre 
tutte  le  altre  che  passar-  vi  pouuo,  vi  passano  due 
generatrici  di  essa  lucili  a costruirsi  : queste  sono  la. 
generatrice  retta  (6)  , e.  la  generatrice  ellittica. 
(i6).  Quanto  alla  prima  , oltre  ad  essere  parte  del- 
la superficie,  la  tocca  in  qualunque  punto  della  ijua 
lunghezza;  quanto  alla  seconda  ogni  retta  chela  toc- 
ca in  un  suo  punto  è tangente  alla  superficie  4el  pun- 
to medesimo.  Se  dunque  troviamo  le  due  genera- 
trici , retta,  ed  ellittica,  die  passano  pel  punto  da- 
to , e per  esso  conduciamo  la  tangente  all’  ellisse  ; 
questa,  e la  trovala  generatrice  retta  determineran- 
no il  chiesto  piano  tangente:  lacciamo  le  indicate 
costruzioni. 

V c.  56.  Siano  ( C,II'  ) il  primo  asse  parametro  del- 
la superficie,  ( , aa'  ) il  secondo  , e ( -P  , p ); 

il  punto  dato. 

La  perpendicolare  PO  condotta  dal  punto  P aliar 
pmjezione  orizzontale  del  secondo  asse  para- 
uiclro  ( , aa'  ) è la  projezione  orizzontale  del- 

1.1  generatrice  retta  che  passa  pel  punto  ( P , p ). 
Pél-  averne  la  projezione  verticale  conduciamo  dal 
|uinlo  J?  , pnntoi  d’incontro  della  Pii  colla 
hi  pei  {rendicolare  Ee  alla  comune  sezione  LM\  l’in- 
tersezìone  della  quale  colla  aa'  è la  projezione  vcr- 
tiinile  del  punto  ove  la  generatrice  retta  che  passa 
iwf  (P  , p)  incontra  1’  asse  ( JA , aa'  ).  Dunquo 
( , pe  ) è la  generatrice  retta  che  jmssa  pel  ^Min- 
to dato  ( P , p).  ■ ^ 
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La  gcneralricc  ellittica  lia  il  suo  piano  pa- 
rnllelo  al  piano  orizzontale  di  projczioue  (17.  53); 
dunque  l' orizzontale  npx  condotta  per  p contie- 
ne la  projezione  verticale  della  generatrice  ellittica 
che  passa  pel  punto  dato  ( p ) : la  sua  proje- 
zioue  orizzontale  è uguale  all’  ellisse  medesima  , di 
cui  è facile  determinarne  gli  assi.  Pel  punto  C 
projezione  orizzontale  del  centro  ( C , c ) condu- 
ciamo la  perpendicolare  CJi  alla  retta  ot- 

tenghiamo  in  CB  la  projezione  orizzontale  dei  pia- 
no degli  assi  variabili  ( ig,  io"  ).  Col  9entro  C e col 

raggio  descriviamo  1’  arco  yi'B  sino  ad  incon- 

trare la  CB  : dal  suo  punto  d’incontro  B con  tale 
retta  inalziamo  la  perpendicolare  Bb  alla  LM  : e 
dal  punto  b ove  questa  incontra  la  Ib  , projezione 
verticale  corrispondente  all’  arco  y^'B  , conduciamo 
la  retta  bc  in  modo  che  passi  pel  centro  c : questa 
retta  c una  di  quelle  due(ig,  10°)  che  sono  luoghi 
degli  estremi  degli  assi  variabili  di  tutte  le  ellissi  ge- 
neratrici. Dunque  il  suo  punto  d’  incontro  d colja 
px  è la  projezinne  verticale  dell’  estremo  di  uno  di 
essi,  il  quale  casse  minore  (19,  1 1*  ) dell’ellisse  ge- 
neratrice che  passa  per  (P  , p).  E però  conducendo 
per  d la  dD  perpendicolare  ad  LM.  otteughiamo  il 
semiasse  CD  dell’  ellisse  che  passa  pel  punto  (P,  p), 
il  quale  corrisponde  agli  assi  variabili  : essendone 
CjÌ  quello  corrispondente  ai  costanti. 

Trattasi  ora  pel  suo  punto  P menare  la  tan- 
gente all’  ellisse  di  tali  semiassi^ 

I fuochi  deir  ellisse  de’  semiassi  CA  , CD  so- 
no i punti  P,  P',  trovali  coi  solili  melodi  ; ora  se 
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Tii«.  6.  per  P,  di  F’  conduciuino  la  P fJ  c quirKll  col  centro 
P ed  il  raggio  PF  descriviainu  1'  ai«o  F/J  ^ com- 
preso tra  r asse  dell’  ellisse  , ed  il  suo  raggio 
Tenore  F'P  .proluogato , ne  olterremo  la  tangente 
conducendo  pel  punto  di  mezzo  di  un  tal  arco  , 
e pel  punto  P la  retta  PG.  Quindi  la  tangente  al- 
r ellisse  generatrice  nel  punto  ( , p ) è la  retta 

(PN,pn). 

Abbiamo  menato  alla  superficie,  e nel  dato 
sno  punto  P^  p)  le  due  tangenti  ( PE  , pe  ), 
(^PJV  ^ pn^)  ^ pelò  un  (dano  per  esse  condotto  è 
il  cercato.  Per  coiidui-lo'  troTiamo  i punti  d’interse- 
zione delle  rette  ( PN  , fftì)  ■,  ( PE,  pe  ) eoi  pia- 
ni di  proiezione.  Il  punto  (■  iV  , n)  è punto  d’in- 
contro della  ( PN  , pn  ) col  piano  verticale  di  pro- 
iezione, il  punto  è punto  d'intersezione  del- 

r altra  retta  ( PE  , j>e  ) col  piano  medesimo  ; dun- 
que la  retta  QnSk,  che  passa  pe’  punti  n , A*  è la 
traccia  verticale  del  piano  che  passa  per  le  rette  tan- 
genti alle  due  generatrici  nel  loro  punto  comune 
{ P , p ) t l«  retta  S,OT  die  passa  pel  punto  S,  e 
pel  punto  O iu  cui  il  piano  orizzontale  di  projezione 
è incontrato  dalla  retta  ( PE  , pe  ) , è la  traccia 
otizzontale  del  piano  medesimo.  Etunque  TSQ  , è il 
piano  tangente  alia  superficie,  i di  cui  assi  parametri 
sono  (C  , //'),  punto  {P,p} 

dato  sopra  di  essa.  ■ ' ’ 

Sj.  Nel  caso  particolare  del  disegno  i punti 
S,  O sono  troppo  vicini  ; e però  la  traccia  orizzon- 
tale ST  del  piano  twn  resta  grajicamenle  as- 

sai bene  determinata.  Per  ovviare  a questo  tneou- 
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veniente  potielilicsi  «pponoiai-c  una  terza  reità  sulle  Ta\  c.  • 
xlue  ( , npx)y  {PK  , pk  )ì  <y  trovare  1’  inter- 

sezione tll  essa  col  piane  orizzontale  di  projczionc. 
ii  nianil’esto  die  questa  retta  starebbe  sul  piano 
PSQ  , e die  perciò  il'suo  punto  d’  incontro  col 
])iano  orizzontale  di  projeziouc  sarebbe  un  pulito 
tiella  traccia  7'S  del  piano  Nel  caso  in  cui 

- siamo  però  non  è necessaria  una  tal  costruzione  , 
jwtendosi  determinare  assai  bene  la  traccia  orizzon- 
tale PS  del  piano  PSQ  conoscendosene^ il  solo  punto 
S,  od  O.  l)i  fatto  dovendo  il  |)tauo  tangente  pas- 
sare per  la  retta  ( PN  , pn)  , e questa  essendo 
orizzontale  , la  traccia  SP  del  piano  tangente  do- 
»vrà  essere  parallela  alla  projezione  orizzontale  PJ\l 
■della  (PiV,  pn),  poieltè  le  inlcrsezìoni  di  due  pia- 
ni paralleli  con  Un  medesimo  piano  sono  parallele 
tra  loro.  E però  conducendo  per  O , o per  S uiia 
parallela  ad  NP , sarà  una  lai  retta  la  traccia  oriz- 
zontale del  piano  tangente.  E questa  dovrà  passare 
pure  per  1’  altro  punto  S , od  O.  '’  ■< 

58.  Prima  di  lasciare  il  presente  problema  vo- 
gliamo far  vedere  , come  la  dato  soluzione  sia  aji- 
plicabile  agli  altri  due  casi  eli’  esso  comprende  ; c 
•ciò  per  mostrare  , come  abbiamo  già  accennato 
'(5a) , il  legame  ch’esiste  tra  i surriferiti  tre  casi, 
e come  la  soluzione  che  abbiamo  data  torna  comufti- 
da  , quando  il  couqcuueo  di  Wallis  , ed  il  cilindro 
di  rivoluzioqe  vògliausi  riguardare  simultaneamen- 
te, c uella  loro  attuale  (o5)  rispettiva  situazione  (*). 

(*)  Facciamo  qui  osservirt  pure  essere  la  data  soliixianc  più  direlta  «Iella 
fià  cuuo&ciula.  Cosiruciidusi  il  piano  tangente  al  couociinco  mt'dianle  la  co- 
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Quando  il  punto  dato  appartenesse  alia  parte 
conoidale  ed  alla  sviluppabile  insieme,  Tcllisse  genera- 
trice passante  pel  punto  dato  sarebbe  una  circonfe- 
renza di  circolo  (a5)  , e la  tangente  all’  ellisse  si 
cambierebbe  in  tangente  alla  circonferenza  ; la  quale 
non  lasciando  di  funzionare  relativamente  alla  parte 
conoidale,  come  tangente  all’  ellisse  della  sua  secon- 
da generazione , sarebbe,  relativamente  al  cilindro, 
tangente  alla  sua  sezione  retta  ; coincidendo  così , 
in  órdine  ad  esso,  1’ attuale  soluzione  coll’ordinaria. 
Quindi  si  vedo,  ebe  in  questo  caso  due  sarebbono 
i piani  tangenti,  essendo  due  le  generatrici  rette  che 
passano  pel  pynto  dato.  £ si  secherebbero  secon- 
do una  retta  tangente  all'  intersezione  della  parte 
cilindrica  colla  conoidale. 

Quando  il  punto  dato  fosse  sulla  parte  sviluppa- 
bile, in  vece  dell’  ellisse  generatrice  otterrebbesi  una 
circonferenza  di  circolo  di  raggio  uguale  al  secondo 
asse  semiparametro  ; ed  anche  qui  si  cadrebbe  ncl- 
roidinuria  soluzione  di  menare  il  piano  tangente 
al  cilindro;  conciossiacbc  quella  circonferenza  e per 
lo  appunto  la  sua.  sezione  retta. 


^naionc  di  un  Paraboloide  Iperbolico  ebe  tocchi  la  Boperfìde  secondo  il 
suo  cicmciilo  retto  die  passa  pel  punto  dato,  s* introduce  una  siiporficte 
auslliaria  j la  qual  cosa , quando  i posfibilc , e sempre  meglio  non  fare  : 
c lo  c tanto  più  , quando  pOò  oUenerst  Io  stesso  risullamcnto  non  coslriicii- 
do  altre  lince  che  la  retta  cd  il  circolo  nìUnto  ^ ffacAeUe,  TVwte 
Geom.  Dé$cr^,  Paris  1^22,  Lirre  1,  n.®  “ 


Dkiiiize'.: 


CO.'«Slnl  IWZIOMI  CKnMETalCHE. 


niOBLEMA  4.“ 


Dalo.gll  assi  parametri  della  superfìcie  ed  ori  punto  fuori  di 
'e^s'a  ; menare  per  un  tal  punto  un  piano  tangente  alla  sii- 
jtcrfìcie , in  modo  clic  il  punto  dato  e quello  (ti  contatto 
stiano  su  di  un  medesimo  piano  perpendicolare  al  primo  tisse 
tndelìuito. 

59.  La  posizione  del  piano  tangente  c fìssala 
da  due  rette  tangenti  alia  superficie  in  un  suo  me- 
desimo putito  ; le  quali  possono  da  noi  scegliersi 
nel  modo  più  couvenevolc.  Dovendo  il  piano  tan- 
gente passare  pel  punto  dato  , è necessario  che  tra 
tutte  le  infinite  rette  che  vi  giacciono  sopra  vù  ne 
sia  una  che  passi  jtcr  esso  ; qviesta  è una  di  quel- 
le due  tangenti  che  noi  scclghìamo  per  fissante 
la  posizione;  prenderemo  per  l’ altra  quella  retta 
della  superficie  che  passa  pei  punto  di  contatto.  Se 
pel  punto  dato  conduciamo  un  piano  perpendicolare 
al  primo  asse  indefinito,  esso  taglierà  la  superficie  se- 
condo una  curva  ; ed  una  retta  che  passando  pel  da- 
to punto  tocchi  upa  tal  curva  sarà  tangente  alla  su- 
perficie,'e  dark  il  punto  di  contatto  del  piano  ri- 
chiesto ; coocidssiacliè  questo  punto  ed  il  dato  deb- 
bono giacere  su  di  un  piano  al  primo  asse  indefini- 
to perpendicolare.  Dunque  se  troveremo  la  genera- 
trice che  passa  pel  determinalo  punto  di  contatto  , 
c per  essa  e pel  dat^  conduciamo  un  piano  questo 
sarà  il  piano  tangente. 

60.  Assumiamo  il  piano  orizzontate  di  projtzio- 
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Tir.  7.  ne  ppi'pendicolarc  al  primo  asse  iadefinito  , il  Tcr- 
ticulu  qualunque  , ma  ortogonale  coll’  altro. 

6i.  Sia  ( C, //' ) il  primo  asse  parametro  del- 
la superficie  , ( A A'  , aa!  ) siane  il  secondo  , c 
( P,  p ) sia  un  punto  dato  fuori  di  essa:  pel  punto 
( P,  p ) trattasi  di  condurre  il  piano  tangente  alla  ;u- 
jierfide. 

Ga.  Pel  punto  p conduciamo  1’ orizzontale  xj\ 
questa  è la  projeziooe  verticale  della  sezione  della  su- 
perficie prodotta  da  un  piano  perpendicolare  al  pri- 
mo asse  indefinito  , e condotto  pel  punto  dato.  Tro- 
viamone la  projezione  orizzontale.  Sappiamo  dover- 
si questa  compone  di  due  curve  ; di  un  ellisse  pro- 
veniente dalla  ))arle  conoidalé  (17),  c.  di  un  cerchio 
proveniente  dall’  altra  ( aa  ).  Quindi  basta  deter- 
minarne i 'parametri,  sapendosi  d’  altronde  esserne  C 
il  centro.  Quanto  alla  cirponferenza  il  suo  diame- 
tro è uguale  al  secondo  asse  parametro  ; e però  il 
suo  raggio  è CA.  Quanto  all’  ellisse  ne  troveremo  i 
semiassi  determinando  le  rette  degli  estremi  dogli  assi 
variabili  delle  ellisse  generatrici  ; di  fatto  la  distan- 
za del  primo  asse  indefinito  dal  punto  d’ incontro  di 
una  di  esse  col  piano  condotto  per  (P,p)_è  1’ uno 
de’ semiassi  (ig,io°):  essendone  1' altro  uguale  al  se- 
condo semiparametro  della  superficie  (ig,3®).  Condu- 
ciamo dunque  per  C la  C perpendicolare  ad 
col  centro  C ed  i!  raggio  CA  descriviamo  Y &\co  AOB , 
pel  punto  B ove  questo  incontra  >la  CU  inalziamo 
la  Bo'  perpendicolare  ad  LM , per  I conducia- 
mo la  Ib  perpendicolare  ad  II'  , e pel  punto  b ove 
questa  incontra  la  Bo'  c per  c projezione  vertica- 
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Ift  Jel  ccnlro  ooiiJuciamo  la  cbd^  questa  rolla  ò la  Tav.  7. 
projezioiie  verticale , di  una  dello  due  reltc  degli  0- 
strenii  degli  assi  variabili  : c ÓB  ne  è la  corrispou* 
dolile  projezionc  orizzoiitido  -,  poiché  essendo  essa  nor- 
male ad  AA' ^ il  pillilo  (^ii.,0)  è il  punto  d’in- 
contro della  géiierutrico  pel  centro  colla  direttrice 
{^  AOB  , Ib  ).  Trovando  il  giunto  ( Z?,  t/ ),  ove  la 
( , ci  ) incontri  il  piano  xf,  otterremo  l’uno 

degli  estremi  dell’asse,  Corris^ioudeutc  ai  variabili, 
dell’  ellisse  della  sezione  xy  • quindi  CA  , CD  ne 
Sono  i due  semiassi. 

Ol’a  all’  ellisse  de’  semiassi  CD  , ed.  alla 

circoufereuza  del  raggio  CA  trattasi  di  menare,  pel 
inulto  dato  {P  y p } posto  sul  loro  piano  , la  i-etta 
tangente. 

Quanto  alla  ellisse  due  tangenti  vi  corrispondo- 
iro  ; lei  quali  si  ottengono;  descrivendo  col  ccnlro 
P e col  raggio  PP  , distanza  del  punto  P dal  fuo- 
co piu  pro.ssimo/^ dell’  ellisse,  1’  arco  7F»'y'^,  e col 
cetRi'o  F'y’fuoco  p.ìi  lontano,  e col  raggio  ~nCD 
l’arco  **';  c dividendo'  per  metà  gli  archi 
intercetti  tra  le  intersezioni  *,  *'  di  essi,  ed  il  fuoco 
F:  dopo  ciò  le  rette  jP2’,  PF,  che  passano  i>el 
punto  P , e ' rispettivamente  pe' punti  di  mezzo 
'1\  « degli  archi  , ^'*F  sono  le  projezioni 

delle  tangenti  hll’  ellisse  de’  semiassi  CD  , CA,  le 
quali  gassano  pel  punto  (P,  p)  ; onde  le . (PP,  pQ, 
(P7’’,pt')  sono  le  tangenti  all’ellisse  de’ semiassi 
[cAy  nà,),  { CD,  nd). 

Quanto  afta  circonferenza,  ha  pur  essa  due 
tangenti,  che  passano  per  {P , p ).  Per  oUcnerle  co- 
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Tir.  struiamo  sopra  PC  1’  arco  di  circoufercnza  di-circo- 

10  OC(y  il  di  cui  centro  ù il  punto  medio  ^ della 
PC,  e conduciamo  pe’punti  0,  0',  ove. untai  ar- 
co incontra  la  cii'confcrcnza  del  raggio  Cyf  , u pel 
punto  P le  rette  PO  ,.Pff:  queste-  sono  le  tan- 
genti condotte  perP  alla  circonferenza  del  raggio  Cyl. 

Abbiamo  dunque  quattro  rette  , che  passando 
pel  punto  (^P,p  ) sono  tangenti  alla  superficie:  ed 
esse  sono  ( PT  , pt  ) , ( PP , pi'  ),  ( PO  , po  ) , 
( PO^,  poi)',  delle  quali  le  due  prime  toccaino  la 
sua  ^>arle  conoidale  , e le  due  ultime  la  cilindrica. 
Per  queste  quattro  rette  , e per  la  direttrice  che 
passa  pel  punto  di  contatto  di  ciascuna  dobbiamo 
menare  un  piano  (Sg);  e questo  sarà  il  cbicstp  piano 
tangente.  E però  quattro  sono,  in  generale  , i pia- 
»i,  clic  passando  pel  punto  ( P , p )/  dato  fuori  di 
essa,  toccano  la  superficie,  rihù  li  costiuircino  uno 
per  uno,  consideiaitdo  l’una  dopo  l’altra  le  rette 
( P T,  pi  ),\P'P,pf),(PO,  po  ),  ( PO',  po'). 

In  ordine  alla  retta  ( PT\  pt  ) dobbiamo  pri- 
ma di  tutto  determiuarne  il  -punto  di  contatto  , per 
poi  poter  costruire  la  generatrice  retta  clic  passa 
per  esso.  Conduciamo  jier  F'  e per  * la'  retta. P'*  ; 

11  pu^o  T di  sua  intersezione  colla  PT'e  il  pun- 
to di  contatto  , poiché  se  si  unisse  TF  risultereb- 
be 2'F  uguale  a 7j,  ed  è per  costruzione  , P'.*  u- 
guale  all'asse  maggiore  zCP;  per  la  qual  cosa  le  ret- 
te F'T , FT  sono  raggi  vettori.  Il  punto  T dun- 
que è la  projezioue  orizzontale  del  punto'  di  con- 

• tutto  ; e t punto  d’  intersezione  della  perpendicola- 
re Tt  ad  LM  colla  xj,  u' è la  projezionc.  verticale. 
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Dobbiamo  coslrnir  ora  la  gencialricc  iella,  che  pas-  t»t.  j 
sa  per  { T , t ).  Dulia  projezionc  orizzontale  rdel 
punto  di  contatto  condueiamo  la  77/  perpendicola- 
re ad  ÀA' TH  è la  projezione  orizzontale  della 
generatrice  die  passa  pel  punto  ( T" , E ) ; il  suo 
punto  d’  intersezione  lì  colla  AA'  è la  projezio- 
ne orizzontale  del  punto  d'incontro  della  generatri- 
ce di  cui  si  tratta  col  secondo  asse  parametro  ; on- 
de inalzata  per  £ la  £e  perpendicolare  ad  LM , 
c pel  suo  punto  d’ intersezione  e colla  aa'  e per 
t , condotta  la  retta  (eh  , si  ha  in  ( T£  , te/i  ) la 
generatrice  retta  che  passa  pel  punto  di  contatto 
( y,  t).  Conduccndo  pel  punto  d’incontro  della 
( y//,  thy,  col  piano  orizzontale  di  projezionc,  la 
IVQ  parallela  'a  PT,  e pel  suo  punto  d’ incontro  g 
col  piano  verticale  , e per  Q , ove  JVQ  iircontra  • 

A/V  la  retta  , sarà  questa  la  traccia  vertica- 

le del  piano  tangente  , e QiY  la  sua  traccia  oriz- 
zontale : e però  NQR  è il  piano  che  passa  pel 
punto  dato  {'P  , p ),  e tocca  la  superlicic  nel  suo 
punto  (2’,  t)  , che  giace  col  dato  su  di  un  me- 
desimo prano  pcrpcndicolurc  al  primo  ' asse  inde- 
finito. • ‘ 

Con  operazioni  analoghe  si  procede  relativa-' 
mente  alla  retta  ( PI’’ , pi'  ).  Il  punto  T‘  inter- 
sezione della  <^ia  P'P  è projezione  orizzontale 
del  punto  di  contatto  ; e ( Z”  , ) un  tal  punto: 

( T'E',  t'e'  ) è la  generatrice  retta  elio  passa  pel 
punto  di  contatto:  (^,  A)  è il  punto  d’incontro 
della  tangente  (^y,  pt' ) col  piano  verticale  di  prò- 
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•fiT.  ji;ziot(c;  g»  c il  |'uiilo  ove  la  geuciatiice  ( 2'‘E\i'c  ) 
iiicoiitra  li  piano  verticale  di  projezioDC  ; dunque 
Ji'Q'g'  è la  traccia  verticale  del  piano  taugeirte  ; pel 
suo  punto  d’ iucoiiUo  Q'  colla  comune  sezione  , 
condotta  la  (^N'  parallela  a si  lia  la  traccia 
orizzontale  Q'N'  del  piano  tangente.  E però  N'Q'R' 
è il  piano  che  passa  pel  punto  dato  ( P,  p ),  e toc- 
ca k Superficie  nel  suo  punto  ( T*,  l'  ) posto  col 
dato  su  di  un  medesimo  piano  perpendicolare  al  pri>' 
ano  asse  indefinito. 

in  ordine  alla  retta  ( PO , po  ),  essendo  essa 
tangente  alla  curva  l'isulkute  dalla  sezione  della  par- 
te sriluppahile  della  su|ierficie  col  piano  xjr  con- 
dotto .per  ( P,  p ),  U generatrice,  che  pel  suo  punto 
di  contatto  dovremmo  condurre,  sarebbe  retta  della 
.parte  sviluppabile;  e però  il  piano  tangente  vien  pro- 
iettato in  PO. 

Similmente  l’altra  tangente  PO'  è projezioue 
del  piano  PSP^,  i[  quale  tocca  la  superficie  per  tutta 
la  letta  ( 0*,  O'/u'):  a diflercnza  de’ piani  NQR  , 
N'Q'Bl  y ihe  quantunque  abbiano  su  di  loro  le  rette 
{PTy  pt)y  (TEy  )',  { P 2^  fU  ) , {2‘E'-,  d^'), 
pure  non  toccano  la  superficie  4I1C  ne’  soli  punti 

(r,O,(n0- 

Dato  dunque  gli  assi  parametri  ( C , II'  ) , 

( jIAt , aa!  ) della  superficie  , ed  il  punto  { P , p) 
fuori  di  essa,  gfi  abbiamo  condotto  per  un  tal  pun- 
to i quattro  piani  tangenti  lY^iì  , N'Q'R' , OPS ^ 
PSy  ; dei  quali  , i due  primi"  sono  tangenti  al- 
la sua  patte  conoidale  ne’ punti,  < )»  (Pj  t‘)ì 


Di  - 
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egli  alili  (lue  alla  sua  parte  sviluppabile  t lungo  lcTAT■8^ 
generatrici  (O,  O/O  ) , ( » O/o'  ) di  essa  (*). 

C3.  Se  la  proiezione  verticale  p del  punto 
(lato  si  troviisse- MI  (jualclie  punto  della  Ib  prolun- 
gata , o su  qualche  punto  della  celta  analoga  con- 
dotta ]ier  7Me  due  sezioni  ellittica  e circolare  (a5) 
si  con  ronderebbero.  In  vece  di  condurre  pel  punto 
P (|uatlro  tangenti  , due  all’  ellisse  e due  alla  cir- 
courereiiza  , dovrebbero  condursene  due  a quest’  ul- 
tima soltanto  ; ma  i piani  tangenti  unii  cesserebbe- 
ro di  essere  (piatirò.  Di  fatto  dopo  aver  detei'niìnalo 
i punti  di  contatto  si  condurrebbero  per  essi  le  ge- 
neratrici della  superflcie  ; e di  queste  , due  a cia- 
scun punto  dì  contatto  iic  corris[iondercbbcro  , es- 
sendo essi  ])unti  comuni  alle  due  parli  della  su- 
perficie. Quindi  il  problema  pure  quattro  soluzioni 
ammetterebbe. 

'64.  Se  il  punto  p fosse  sul  prolungamento 
di  aaf  , due  casi  possono  darsi  ; o il  punti)  P si 
trova  sui  prolungaiueiilo  di  , o non  vi  si  trova. 

(*)  In  qiiettd  e nd  prtccticnk  proMema  a1>f»Ì3fno  sretto  il  piano  onV 
solitale  di  pmjciionc  perpendicolare  al  primo  asse  iitdtllnUo,  se  io  vece 
fuAse  qualunque  , le  &oluiioni  mcdc«inic  avrebbero  luogo  , e meno  qualclic 
])tcrotÌMÌma  divenilà,  equa»!  Dulia  , le  rustnnioni  sareblirro  le  rtes«e  clic 
(ji^lle  qni  sopra  latte  ; poiché  le  proji^ipni  oblique  od  ortogonali  dHIc  sC' 
xiuui  cuaiebe  essendo  delle  altre  scitoni  della  medesima  specie,  la  piojezione 
oritvuntale  delle  sezioni  cHHlica  e circolai^  sono  pure  delle  ellissi  ; dette 
quali  essendo  Tacile  la  dctcrmioaaioDe  degti  assi  , « facile  e speditissi- 
ma pure,  come  qui  sopra,  In  cosiruaiunc  delle  loro  tangenti  condotte  per 
la  proiezione  oHzzonlalc  del  punto  ^to:  e però  delle  tangenti  alle  cnct(ÌTC 
ellisse  e drcorifcrcnzc.  '^ncio»ìacbé  se  due  curve  hanno  contatto  in  tin 
ptinio , lo  lianiio  pure  le  loro  pro^ciioiii  ortogonali  od  obblique  nella  prò-  ' 
jeaionc  di  q>icl  punto. 
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. piimo  caso  la  sezioue  cllillica  si  cange- 

leLbc  ia  una  retta,  co iifoud dulosi  colla  lìnea  dop- 
pia ( A A' , aa').  Dal  punto  P iiou  potrebbero  con- 
dursi che  le  due  tangenti  alla  sezione  circolare  , cois- 
ioudendosi  le  due  alla  sezione  ellittica,  colla  retta 
che  ne  tieu  luogo.  Quindi  il  problema  ammettereb- 
be, in  generale,  iuCnìte  soluzioni  , delle  quali  due 
s-nllanto  per  la  parte  sviluppabile.,  Ma  se  uu  indivi- 
duato punto  della  ( AA* ^ ad  ) si  considerasse,  pure 
quattro  soluzioui  si  avrebbero,  (loicliè  per  ciakun  pun- 
to della  (^AA' , aa'  ) , vi  psSauo  due  generatrici. 

Nel  secondo  caso  poi  , cioè  quando  il  punto  P 
non  fosse  sul  prolmigamciito  di  AA'f  il  problema  è 
impossibile  in  ordine  alla  parte  ^ CQUóidale  , e non 
ammette  die  due  soluzioni  ; poiché  da  un  tal  pun- 
to non  potrebbonsi  condurre  che  le  sole  tangenti  al- 
la circonferenza. 

G5.  Per  ultimo  c palese,  che  pw  essere  possi- 
llllc  il  problema,  è necessario',*  chp  il 'punto  dato 
dalla  parte  convessa  delln  supor|fcie  fosse  situato. 
Perciò  possono  darsi  iufiditi  cosi,  ne'  quali  il  pro- 
blema ammette  due  |(ila9ÌÒDÌ  soltanto  : ciò  succede 
quando  il  punto  dato  è tra  le  due  patti  della  super- 
ficie ; conciossiacliè  ritrovasi  allora  ò verso  la  con- 
vessità della  parte  non  sviluppalule  , e la  concavi- 
tà dell’ altra  , o viceveisa. , ' . 

. A ■ . • • r ■ 
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Alcuna  sezioni  piane  della  parte  conoidale  della 
superficie , coll'  esame  di  qualche  principale  pro- 
prietà di  esse. 

G6.  Fucilissima  i la  soluzioue  del  problema 
die.  riguarda  la  coslruzioiie  dulie  sezioni  piane  di 
una  supciTiuie  rigata",  r|uulunquc  essa  sia  ; concios- 
siadtè  alla  ricerca  de’  punti  d’  intersezione  di  rette 
con  plani  riJucesi  ; per  la  qual  cosa  racilissimi  so- 
no i problemi  che  seguono  , in  ordine  alla  loro  so- 
luzione; c poco  interessanti  potrebbero  sembrare.  Ma 
facilmente  si  scorge  , essere  utile  il  costruire  al- 
cune sezioni  pìan^dclla  superllcje  di  cui  si  tratta;  cbè 
è palese  rendersi  nota  la  l'orma  di  una  superficie  , 
quando  quella  delle  sue  principali  sezioni  piane  è pur 
nota. 

• Semplice  problema  di  geometria  descrittiva  , e 
più  particolarmente  della  parte  grafica  di  essa,  è 
la  costruzione  delle  intersezioni  piane  di  una  super- 
ficie ; ma  quando  dalle  fatte  costruzioni  si  possano 
geometricamente  dedurre  proprietà  della  curva  di 
esse  , allora  meglio  si  sodisfa  allo  scopo,  conoscen- 
dosene non  solo  graficamente  la  forma , ma  an- 
che geometricamente.  Noi  così  faremo  : dopo  aver 
costruito  la  curva  di  ogni  sezione,  ne  esamineremo 
alcune  delle  sue* geometriche  proprietà;  e da  queste 
corollari  relativi  alla  superficie  dedurremo. 
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rilOLLi:MA  0'. 

liuti  gli  fissi  |>aranicli'i  sitila  superficie  : costruire  la  cui  vis 
proilolla  nella  sua  parte  cuuoidale  da  uu  piano  clic  passa 
pel  pi  imo  asse  iudeliuito, 

67.  La  soluziane  di  questo  problema  compo- 
iipsi  di  due  opcfiiziotii  disliule,’in  ordine  a ciò  cito 
])t;i  esse  si  oUieiic.  L’  una  riguarda  la  ricerca  delle 
proiezioni  della  curva  , l’  itltra  la  sua  effettiva  co- 
sti uzionc  , deducendola  da' quelle.  Ed  una  convene- 
vole scelta  de’  piani  di  projezione  può  ridurle  ud 
una  sola  : la  qual  cosa  ha  luogo,  quando  t’una  del- 
le due  proiezióni  della  curva,  giri*  identica.  Però 
scieglicrcmo  il  piano  verticale  di  proiezione  paralle- 
lo al  piano  sTcatifo  ; ed  ollcriT'iite  nella  proiezio- 
ne vcificaie  della  etti  va  1 iclticsla  , la  curva  m,ede- 
j sima.  Il  piano  orizzontale  di  proiezione  l’ assu- 
meremo ortogonale  col  verticale.  ' < 

Tir.  8.  Sia  (il,//,)  il  primo  asse  p iramctro  della 

superfìcie,  c siane' (^/./',rm')  il  .secondo.  11  jiiano 
secante,  dovendo  essere  jiarullelo  al  piano  verticale  di 
ju'ojczioiic  , c dovendo  passare  p«d  primo  asse  inde- 
finito, sarà  proiettalo  nella  retta  AJ'parallela  ad  LM ^ 
e che  passa  jier  C. 

6f).  Col  Centro  C c col  raggio  dcscrividino 
la  circonferenza  ylT' A'TÀ ^ e per  / , h conduciamo 
U jicrpendicolnri  ad  Ih  ; olterremo  le  direttrici 
ÌATA'TJ,  e"'e"),{A'PA‘TA,e,"'e,").  Dividiamo 
la  semicirconferenza  A'PA'  in  un  numero  qualunque 
di  parti  uguali  BB',  B'B'\  B"B"' , ....  in  mo- 
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do  clic  mi  ]iuiilo  (li  divisione  cada  sulla  normale  ad  Ter- 
jIA'  eiclla  per  C.  Pc’  punii  di  divisione  B , B\ 

B"  , B"\  . . conduciamo  le  BE  , B'E' , B"E"  , 
B"'E"'  , . . , . norm|ili,ad  A A':  tali  relle  sono  pro- 
jczioni  orizzontali  delle  rette  della  superfìcie.  Le 
loro  intersezioni  con  AA'  projettate  sopra  aa'  danno 
UDO  de’  punti,’  pe’  quali  le  projezioni  verticali  delle 
grineruliici  debbono  passare  ; gli  altri  si  oltcìigo- 

'110  prujcllando  i jiuiili  B^  B\B",  B'",  , J?, 

E',  E",  E"\....  sulle  ielle  le"  projezioni  verti- 
cali delle  direttrici.  E però  le  rette  ( BE  , he)  ^ 

( BE  , i,c,)  , ( B'E'  , b>e'  ) ( B'E' , b,'e,'  ), 

( B"E",  Jfi"  ),  ( B"E",  le,"  ),  ....  sono  relle  della 
su|)c'rfìcic.  E le  loro  iniorsezioni  col  piano  AEdeter- 
luiuaiio  la  curva  cercala. 

La  iella  ( B'E'  , h'C  ) incontra  il  piano  A'E 
in  ( /?'  , d'  ),  la  ( B'E' , b'ee'i  ) rincontra  nel  pun- 
to ( 15'  , d',  ) ; 1’  altra  ( B''E"  , he",  ) incontra  il 
piano  XY  in  ( E"\  e"  ) , la  ( B"E"  I,c"  ) in 
( E"  , e'^)  e così  di  seguito.  Quindi  si  ottengono 
due  serie  di  punti,  le  di  cui  projezioni  verticali  dan- 
no la  curva 

. . : i,d,"e'"c  ....  ?d'e’'ce,'"d"V'  . . . 

clic  è appunto  quella  d’  intersezione  della  coiioi^ 
dale  de' parametri  (C,///),  {AA' , aa  ) , col  piano 
(Vj-  condotto  pel  suo  primo  asse  indefinito. 

Coslmlta  la  curva  esaminiamone  qualche  pro- 
priclÌK 

70.  Consideriamo  i punti  ( D',d'),{D",d,") 
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Tit.  8.  ( D' , di')  , ( /?",  d"  ) della  curva.  Per  la  natura 
della  supeillcie  le  corde  B'E',  BIEI  sono  paralle- 
le tra  loro  e perpendicolari  ad  , onde  sono  di- 
vide per  mezzo  da  quest’  ultima  , ed  è perciò 

PE'  = PB' , REI=RBI  ; ' 


quindi  è pure  ' 

PE'=RBI'^  CP=CR, 

per  essere  . . 

siYc.B'AE',  = &tc:B'A'E;.  - 

■ ,12  poiché  ang.  R CD"  = ang.  P C D\ 

j triangoli  rettangoli  CRD"  , CPD‘  sono  identici. 
.£  pero 


ipot.  CD'  = ipot . CD  . 


'^al  metodo  delle  proiezioni  multa 

CD" md"  = md'' , e CD'  = md<  = nidi. 
Dunque  ’ 

md"  = m^'  = m'd!  = m'd"  ; 


Tal  quando  dire  le  rette  d'd"  , d/d" , che  sono  corde 
della  curva  f perpendicolari  alla  retta  77',  sono  divise 
da  questa  per  metà.  Lo  ste.sso  per  tutti  gli  altri  punti 
della  curva  diinostrercbbesi  : dunque  la  retta  77'  e 
asse  diametrale  di  essa.  ^ 

71.  Intendiamo  condotto  pel  centro  (C,c)  del- 
la superficie  un  piano  orizzontale,  questo  sarà  pro- 
jctlato  in  ««'.  Su  di  un  lai  piano,  e pel  punto  (R,  r) 
conduciamo  una  retta  perpendicolare  ad  ( AA',  an'); 
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ossa  c la  iella  (^RD"  , rf),c  è il  suo  Tat.  8. 

punto  d’ incontro  col  piano  secante  XV.  Inlcudiamo 
Condotto  pel  punto  (Z7",y)  le  ielle  ( D"  ^ fcf'  ) > 

{D",  fcl/'  )•.  si  costituiranno  i triangoli  RD" 

\rD‘\  rfd;\).  Le  ielle  {RD‘>  , rd“) , ( RD" , rÀ" ) , 

( RD"^rf  essendo  tuli’  e tre  perpendicolari  alla 
( , eu(*  ) , le  due  prime  ( 19,1“)  per  esser 

rette  della  superfìcie  , e l’ altra  jier  costruzione , 
sono  su  di 'uno  stesso  piano  perpendicolare  ad 
( XX'  , aa'  ) , e perciò  verticale  ; onde  là  di  lui 
ìu'terscxione  col  piano  'secante  è la  fetta  (V'd"  : e 
però  il  punto  e gli  altri  due  ( /?",  ), 

( D"  , d"  ) sono  su  di  una  medesima  retta  per- 
pendicolare al  piano  , Quindi  è die  i triangoli 
( RD"  , rfd"  ) , (■  RD"  , rfdt"  ) sono  reltangòli  in 
(Z?’^,y).  In'  oltre  per  la  natura  della  superfidc  è 

ang.(Z?"i?Z?",  d"rf)  = ang.  ( D"KD",  diWf). 

Dunque  i triangoli  ( D"R,rf<t'  ) , ( r^"  ) Lan- 

no  un  lato-  cpmune  ( D"R  , rf)  adiacente  ad  an- 
goli uguali;  e perciò  sono>  identici.  . .. 

Per  h qual  cosa 

{V»jd!>)=:{iyjdr). 

Se  dunque  pw  un  punto  f della  <««'  si  conduca 
upa  retta  J'd/'aà  essa  perpendicolare,  questa  è di- 
visa per  mezzo  da  quella  ; e però  la  retta  è asse 
diametrale  della  curva. 

Dunque  le  due  rette  , »!  sono  assi  diame- 
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Tàv.  ».  liali  della  curva:  titc  resta  divisa  in  quattro  parti 
uguali  e sinimcli ielle  da  c.ssi. 

'ji.  La  curva  Ita  centro  : ed  è il  punto  d’  in- 
contro dei  suoi  assi  diutuctrali  <»'«<',  >3''.  Ciò  è pale- 
se; poicliè  iiLbiamo  ora  dimostrato,  essere  tutta  la 
curva  in  quattro  parti  uguali  e simmctriclie  dal  suoi 
assi  divisa.  Del  resto  ciò  può  auche  direttameute  di* 
Illustrarsi. 

rrendiaino  caì  , = cm  e conduciamo  pe’  punti 
/»',  m le  rette  d"dl  , dd"  perpendicolari  a yy  , 
pei  prudi  d’ incontro  rf"  , et  delle  e/'dl , cfd" coUa 
curva  , e pel  punto  c conduciamo  le  c(t'  , cd  : se- 
queste  due  rette,  olti'c  ad  cs.sere  uguali  saranno  per 
diritto,  il  puuto  c è centro  della  curva  ; poiché  lu 
veriehLc  divisa  per  mezzo  dal  punto  c , e sa- 
rebbe corda  della  CUI  va.  I «lue  triangoli  cmd  , cmd" 
sono  uguali  tra  loro,  poiché  sono  rettangoli  ed  hanno 
i cateti  uguali  (’yo)  , sono  uguali  per  la  stes.sa  ragio- 
ne gli  altri  due  triangoli  cfd“ , <'fd',  (71);  dunque 
le  ijKdcuuse  ed  , cd" , cd"  sono  uguali  tra  loro  : 
e però  i due  triangoli  rettangoli  cmd' , cm'd" hanno 

ipot.  cd  = ipot.  cd' , e cat.  cm  = cat.  cm'  : 

quindi  sono  identici.  Dunque  le  due  rette  cd',  cd" 
sono  per  diritto  ; c fa  retta  d'd'  che  ne  risulta  è 
corda  della  curva,  ed  é divisa  per  mezzo  nel  puuto  c. 

Quindi  resta  dimostrato,  che  il  punto  c ove  si 
intersecano  i suoi  assi  diametrali,  é centro  della  curva. 

73.  II  centro  c della  curva  u’  è ad  un  tempo 
suo  punto  doppio.  Di  fatto  esso  é il  punto  d’  incontro 
della  reità  doppia  della  superficie  col  piano  secante. 
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’'j\.  La  curva  di  cui  si  traila  risulta  dall’  in-  Tav.  s. 
Ipr^eiiouc  di  ciascuna  retta  della  superficie  col  piano 
XV \ tra  esse  vi  sono  quelle  di  permutazione,  clic 
(io)  essendo  parallele  al  piano  secante  A'K,  rincon- 
trano all' infinito  : ciascun  ramo  della  curva  adun- 
que va  all’ infinito  da  ambe  le  parti. 

'^5.  Da  quest’  ultima  verità  si  trae,  che  la  cur- 
va potrebbe  avere  asintoti  retti:  vediamo  se  gli  ha, 
c costruiamoli.  L’  asintoto  retto  di  una  curva  altro 
non  è , che  la  tangente  condottagli  nei  suoi  punti 
situali  all’ infinito.  Dei  quali  punti,  nel  caso  attuale, 
due  sono  sulla  iella  projettata  in  À,  e due  su  quell.i 
projellala  in  A'  (74)-  Se  condurremo  dunque  pe’  pun- 
ti delle  rette  A,  A\  situati  all'  infinito,  i piani  tan- 
genti alla  superficie  , le  intersezioni  di  questi  col 
piano  secante  saranno  le  rette  asintoti  della  curva. 

Consideriamo  i punti  situati  sulla  retta  projettata 
in  A.  11  piano  tangente  in  ciascuno  di  questi,  deve 
passare  (55)  per  la  retta  A\  e devedi  più  passare 
per  la  tangente  alla  sezione  ellittica  clie  passa  per 
essi.  Ma  la  retta  projettata  \a  A h luogo  geometri- 
co degli  estremi  degli  assi  costanti  delle  ellissi  ge- 
neratrici (ig/3°).  Dunque  la  retta  pei’pendi- 
colare  ad  A A'  è la  projezione  del  piano  tangente 
alla  superficie  condotto  per  quei  suoi  punti  , che 
sono  situati  all' infinito  sulla  sua  retta  .projettata  in  A. 

Conduccndo  per  A'  la  A'D^  perpendicolare 
ad  A A'  sarà  A'D,  la  projezione  del  piano  tangen- 
te alla  superficie  ne'  suoi  punti  situali  all’  infinito 
sulla  retta  generatrice  projettata  in  A'. 

' I due  piani  ^AD^  A'D,  , incontrano  il  piano 
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riT.  8.  secante  XY  ; dunque  i rami  della  curva  sono  asin- 
totici. E poiché  due  dovrebbero  essere  i piani  taii- 
geuti  condotti  pc’  punti  della  e due  quelli  con- 
' dotti  pc’ punti  della  messi  all’infinito;  e i due 
primi  si  coufondono  tra  loro,  come  pure  i due  sccou- 
di  , ne  segue  che  la  curva  animctlc  due  asintoti  ret- 
ti : e ciascun  suo  ramo,  preso  separatameute,  pure 
due  ne  ammette.  Quindi  è che  i due  rami  della 
curva  sono  asintotici  ; e conjugati  tra  loro  per  li 
asintoti  medesimi.  . ' . . 

Volendo  costruirli  basta  condurre  per  DyD^  le 
rette  iV  , ijs',  perpendicolari  alla  comune  sezione. 


^6.  Abbiamo  condotto  i piani  tangenti  AD , 
A'D^  alla  superficie  pe’  suoi  punti  prujcttati  iu 
A^A'  e situati  all’  infinito.  Questi  piani  godono,  Ira 
t^ult'  i piiuii  tangenti  chq  condur  si  possano  alla 
parte  canoidalc  ili  essa  , la-  proprietà  di  4occarla 
ciascuno  lungo  le  generatrici  A ^ , e di  essere 

limiti  della  «u^ierficie  ; quest’  ultima  verità  è stata 
già  altrove  dimostrata  (19,  2®)  , l’altra  poi  si  rende 
palese  quandq^i  ridetta  , che  le  rette  projettate  in 
» A f A'  sono  luogo  degli  estremi  degli  assi  costanti 
delle  generatrici  ellittiche,  e che  le  tangenti  a tali 
ellisse  condotte  pcgli  estremi  de’  loro  assi  sono  a 
questi  perpendicolari.  . ,• 

^ 77-  Queste  ukims  ragioni,  valendo  pure  pe’  piani 

tangenti  condotti  pe’ punti  delle  generatrici  pel  centro, 
ne  segue  che  toccano  la  superficie  lungo  esse  a simi- 
glianzn  di  quegli  condotti  pei  punti  delle  rette  A,  A' fi 
ed  a didiirciiza  di  tutti  gli  altri.  Ma  i piani  tangenti 
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condoUi  per  la  ( CT^  ) godono  di  TaV;  8. 

quest’  altra  proprietà  ; clic  mentre  toccano  la  super- 
ficie lungo  .quelle  rette,  la  secano  secondo  la  sua  li- 
nea doppia  ^ j4A'  , aa'  ) ; per  modo  che  si  seca- 
no .pur  essi  sccoudo  una  tal  retta.  Di  latto  essi  deb- 
bono  toccare  tutte  le  sezioni  ellittiche  della  super- 
ficie (55)  , tra  le  quali  va  compresa  la  retta  dop- 
pia , (ta).  Questo  ultimo  fatto  ci  mette  al  caso  di 
riconoscere  in  c , oltre  il  centro  della  curva  co- 
strutta , ed  un  suo  jiunto  doppio  ( 72.  73  ) , un 
suo  punto  di  flesso  ancora.  Imperocché  i due  pia- 
ni tangenti  condotti  per  le  generatrici  pel  cen- 
tro secandosi  secondo  la  ( AA\aa'  ) , e ciascuno 
lasciandosi  la  superficie,  al  di  sopra  di  ( AA'^  aa') 
da  Offa  luinda  , e dall’  altra  al  di  sotto,  saranno  se- 
òàti  dal  piano  XV  secondo  due  rette  tangenU  alla 
curva,  diesi  tagliano  tra  loro,  c tagliano  la  curva 
nel  punto  c,  e che  dippiù  si.  lasciano  ciascun  suo  ra- 
mo da  una  banda  al  di-  sopra  'di  «■'  , 'e  dall'  altra 
al  di  sotto.  Dunque-  il  centro  della  curva  % suo  pun- 
to di  flesso.  Quindi  nasce  1’  idea  di  condurre  le 
tangenti  alla  curva  che  nel  suo 'contro  )a  toccano. 

78. 'Se  pel' centro  della  superficie  gli  conducia-  * 
mo  un  piano  tangente,  l' intersezione  di  questo  col 
piano  secante  sarà  la  tangente  alla  curva  nel  suo- 
centro. ’ . ■ j 

Il  piano  tangente  alla  superficie  nel  suo  punto 
( C , c ) vien  fissato  dalla  generatrice  retta  che 
passa  per  -esso  e dalla  (^AA' , aa').  Quindi  tro- 
veremo if  punto  d’ incontro  della  ( CT , et  ) col 
piano  orizzontale  di  projezione,  e per  esso  condur- 
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T*r.  8 remo  una  iella  jnrallel  i alla  /i  l'  , la  qiial  led.i 
sarà  la  traccia  orizzontale  del  piano  tangentu  al!;i 
siijicrficie  nel  suo  punto  Ma  queste  costru- 

zioni, non  polendo  aver  luogo  sul  foglio  del  disegno 
ad  alleo  espediente  è necessario  ricorrere.  Similmen- 
te , per  le  ragioni  medesime,  ad  altro  espediente 
doviemo  ricorrere,  per  la  costruzione  dcl.piano  tun- 
gi’nlc,clie  tocca  la  superficie  secondo  \a(CT,  et''). 

Ciascun  piano  tangente  nel  punto  ( C , c ) toc-^ 
ca  la  superfìcie  in  tutti  i punti  di  una  delie  ge- 
neratrici pel  centro  : quindi  se  per  lo  punto 
( 7’ , t),  ove  la  ( CjT,  et)  incontra  la  direttri- 
ce ( yiT.V  2^ A , e"'e"  ) conduciamo  una  tangente 
alla  direttrice  medesima  , essa  sarà  sul  piano  tnn- 
gnite  , e la  sua  intersezione  col  piano  secante  sarà 
un  ponto  della  comune  sezione  di  questo  col  piano 
tangente  in  (C,  e),  c pcreiò  sarà  punto  della  tangcn-^ 
te  alla  curva  nel  suo  punto  c.  Per  T adunque  con- 
duciamo" la*  TZ*  parallela  ad  A' A e prolungliiamo 
la  II  : sarà  ( 2'D  td  ) la  tangente  alla  direllrice 
AIA'T' A\e'"e"  ) nel  suo  punto  d’incontro  colla 
(^CT^ct):  e ^D,d)  an  punto  della  tangente  alla  curva 
nel  punto  c,  l\olUngondo  la  Dd-iino  ad  incontrale 
la  IfiI'  prolungata  , aVremo  in  ( D,  d^  )•  un  punto 
dell’  ultra  taugeute  al  punto  c,  Conduccndo  dun- 
que |)cr  d , c c la  retta  de  y e per  d, , e c \a  ret- 
ta r/,0  saranno'  de,  d^e  le  tangenti  alla  curva  nel  suo 
cealro;  le  quali,  come  vedesi  , toccano  e fagliano 
la  curva  nel  centro  medesimo.  La  de  tocca  il  ramo 
. . . f(lc''ce'"d"^l  . . . , c la  d,c  tocca  1'  altro  ramo 
. . . '‘'Jlcl'lc"'d,"\  . . . 
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■jg.  J’er  oUcncre  la  minima  complicazione  nel  T*v.  8. 
disegno  , c la  massima  illusione  , abbiamo  supposto 
die  la  superfìcie  leriniiiasse  a’  piani  LM,  L'M'  pa- 
ralleli all’  orizzontale,  c die  inleiidiumo  rimossi. 

Il  primo  asse  p.irniueiro  è al  dinanzi  del  piano 
secante  pei'  la  sua  metà  {^AC,  nc)  ed  al  didietro  di 
esso  per  r altra  sua  metà  (^CA',ca')  , quindi  la  ac 
è contornata  con  linea  non  interrotta,  e la  ca'  lo  è con 
linea  punteggiata.  Il  semiparametru  (^AC^ac  ) essendo 
al  davanti  del  piano  scc-ante,  le  porzioni  ce",  ce/'  di 
curva  sono  contornate  con  linea  punteggiata;  e poiché 
il  piano  secante  dopo  si  rende  visibile,  lasciando  al 
di  dietro  di  esso  la  superficie  , abbiamo  contornato 
con  linea  continuata  le  parti  , e"cHs  della 

curva  ; e le  generatrici  della  superficie  nei  punti,  e'% 

<f  ; e,"  , cessano  di  essere  contornate  con  tratto  non 
interrotto  d' , e lo  sono  .in  vece  punteggiate.  L’ al-i 
tra  metà  ( CA',  ca')  del. secondo  parametro,  essen- 
do al  di  dietro  del  piano  .Secante  le  porzioni  dello 
projezioni  delle  generatrici  compre.se  tra  le  parti 
cef",  cci'",  della  curva  sono  punteggiate,  e queste  parti 
sono  contornate  con  tratto  non  interrotto:  e ripassando 
poi  superficie  al  davanti  del  piano  secante  la  enr- 
va  è punteggiata  pe’  tratti  ei'"  e"'di"  . 

Le  tangenti  dc^  dic  sono  in  parte  punteggia- 
te ; perche  , trovandosi  sul  piano  secante  , per  quel 
tratto  sono  nascoste  dalla  superficie.  Quanto  agli  a- 
siutoti,  essendo  pur  essi  sul  piano  secante  quello 
è contornato  con  tratto  continuato,  perchè  tutto  vi- 
sibile ; 1’  altro  s,s,> , Io  è punteggiato  in  parte  , 
perche  dalla  superficie  è in  parte  nascosto.  In  fine 
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Tat.  8.  con  un  tialfo  cil  un  punto  sono  conlornalc.lc  lince 
(li  semplice  costruzione;  e con  piccoli  Iraltoliiu 
(juèlle  che  servono  uJ  unire  le  projezioni  di  uu 
medesimo  punto. 

8o.  La  c\n\Si  HA‘SQ..,hN.tK...lI,  è la  tra c- 
cht  'della  superGcie  sul  piauo  orizzontale  di  proj<-zi(>7 
ne:  essa  è un  ellisse  assai  allungata  (t  li);  la  sua  [iurte 
Sd'Q...h  è contornata  con  linea  punteggiala,  giacen^ 
do  al  di  dietro  del  piano  vertieale  dì  projezionc. 

Si.Le  curve  gmd'h,  g'in'dl  h'  sono  le  traece 
della  superficie  sul  p ano  verticale  di  prujeziunc  ; la 
prima  della  foglia  inferiore  di  essa  , la  seconda  deila 
supcriore;  c sono  due  rami  di  una  medesima  curva. 

Il  piano  verticale  di  projezione,  essendo  paralle- 
lo al  pian»  secaute,  c la  curva  prodotta  dalla  sezione 
AT"  avendo  due  rami  asintotici  (70),  ne  segue  die 
i rami  , g'm'd'  /i'  sono  pure  asintotici.  Cqii- 

duccndo  per  yf'  la  A'g  perpendicolare  ad  A A'  , c 
pel  puuto  g ove  incontra  la  LM  conducendo  una 
ietta  perpendicolare  ad  L3I  ottcngliianio  1’  asintoto 
gg'  della  curva  gmd'h g'm'di'h',  clic  serve  a con- 

iugare i suoi  estremi  g , g'.  Un  altro  asintoto  esi- 
ste, il  quale  serve  a conjugare  gli  estteini 
questa  costrnircbLcsi  come  l’  altro  gg'. 

82.  Qui  è da  osservarsi,  che  dando  al  piano  AI 
un  moto  progCessivo  , la  curva 

. . . hd,"e'"ce,"d,'^'  . . Ad'c"cc;"d"f,' . . . , ■ 

si  cambia  nell’  altra 

...  gmd'h  ...  h'di'mig'  ...  ; 
per  modo  che  le  parli  ^idi"e'"c,  ce"d!^  de’ due  ra- 
mi della  sezione  AF,  si  trasformano  nell’ unico 
ramo  gmd'h  della  sezione  L3I  ; c le  altre  due 
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imlì  .i.  *i'd"ci"'c  , ce/'W*'  , nel  ramo  g'm'd'h' Tiy.  8, 

della  sezione  LM  : come  se  si  sciogliesse  il  nodo  e, 
clivcutaiido  ciascuna  delle  Wiiigeiiti  (ìc,d'c,  comune 
a’  due  rami  della  curva  eli’  esse  toccano. 

83. *  La  curva  ...  gimfli  ...  g'm'diìi'  ...  e l’asin- 
talo  gg<  sono  contornati  con  puntini  staccati,  perchè 
nascosti  'dulia  supei  (icic:  se  vi  fosse  segnato  l’ altro 
asintoto,  questo  sarebbe  contornato  cosi  , in  parte 
soltanto  , o non  lo'  sarebbe  aflàlto. 

84.  Dal  fui  qui  detto  intorno  alla  curva,  clic 
atlualiiiente  ci  occupa  ]>ossiamo  dedurne  conseguen- 
ze relative  alla  superficie  ; le  quali  danno  luogo  ad 
interessanti  teoremi , che  altrove  (19)  abbiamo  giù 
per  altra  via  dimostrato;  ma  che  non  pertanto  è 
utile  il  dedurli  da  altri  principii  indipendenti  da 
quelli  : ciò  mostra  quanto  possa  illustrare  la  forma 
della  superficie  Tesarne  di  alcune  delle  sue  sezioni 
piane. 

85.  Nel  costruire  la  curva  della  sezione  di 
cui  si  tratta  , abbiamo  fatto  astrazione  da  qualun- 
que posizione  particolare  del  piano  secante  XV\  per 
la  qual  cosa  le  verità  relative  alla  curva  costrutta  Val- 
goii  pure  per  tutte  le  altre  curve  che  cóstruir  sì 
potessero,,  corrispondenti  a tutte  le  altre  posizioni 
del  piano  XV  passante  pr  la  retta  ( C , »“)•,  po- 
sizioni che  dai  diversi  valori  dell’ angolo' de* 
ri  vano. 

80.  Ciò  posto  può  prima  di  tutto  dedursi  che 
la  superficie  và  alT  infinito  nel  seqso  della  retta  yV. 

Di  fatto  la  curva  costrutta,  e tutte  le  altre  che  co- 
struir si  potessero  colle  condizioni  medesime;  vanno 
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Tàt.  8.  all’  infinito  nel  senso  del  loro  asse  diamelrulc.  »' 
(^4)  ) dunque  la  superficie  deve  aneli’  essa  an  lare' 
all’ iufiuilo  nel  senso  di  una  tal  retta. 

8"j.  Per  un  punto  qualunque  della  ( C , yy'  ) 
imoiaginianio  condotta  una  retta  ad  essa  perpendi- 
colare: una  tal  retta  sarà  una  corda  della  superfi- 
cie. Per  essa,  e per  l’allra  (C,»'),  inten- 
diamo condotta  un  piano  ; questo  taglierà  la  su- 
peificie  secondo  una  curva  della  stessa  natura  del- 
la già  costrutta,  di  cui  la  retta  {C,  »')  u’ è 
asse  diametrale  (70),  c la  retta  che  si  è immaginata 
condotta  jier  la  (C,  yy')  ad  essa  perpeuUicolarc 
n‘,è  un  ordinata  ortogonale.  Abbiamo  ora  detto  che 
questa  è corda  della  superficie;  dunque  tutte  le 
corde  della  superficie  , che  passano  per  la  ret- 
ta (C,  yy'  , e che  sono  ad  essa  perpendicolare  so- 
no da  quest’  ultima  divise  per  metà.  Dunque  ( C,>y), 
è un  asse  diametrale  della  superficie  : e le  rette 
condotte  per  essa  e ad  essa  perpendicolare  tic  sono 
le  ordinate  ortogonali  (*). 

88.  Supponghiamo  che  pel  punto  ( C , c ) sia 
condotta  una  retta  qualunque  , c comunque  inclina- 
ta alla  ( C , yy'):  una  tal  retta  è corda  della  su- 
perficie. Intendiamo  ora  per  questa  e per  l' al- 
tra ( C , yy'  ) condotto  un  piano  ; questo  taglierà 
la  superficie  secondo  una  curva  della  stessa  natura 
della  costrutta,  di.  cui  la  retta  immaginata  condotta 
pel  punto  ( C,  c ) della  ( C , yy  ) è una  corda  , e 

(*)  Questo  ragionamento  « indipendente  da  ciò  che  si  disse  nel  mini. 
19.  CKxk  i coree  dimostrasione  della  proposixione  enunciatiTÌ  : està  è fon- 
<UU  sdUinto  su  di  ciò)  che  le  rette  ^4 , non  iocontrloo  il  piano  aecaute* 
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tirila  quale  ri  puiilo  c n’ è centro  (72).  Qualunque  Tav.  8. 
corda  della  superficie  adunque  (72),  die  passi  pel 
punto  ( C,  c ) è divisa  per  mezzo  in  un  tal  punto. 
Questa  è proprietà  de’  centri.  Dunque  il  punto  (C,  c) 
è càntro  della  superficie  (*). 

8<).  Quantunque  la  curva  della  sezione  di  cui 
si  (ralla  sia  (ale  , quale  da  noi  si  è analizzala  e ta* 
le  nella  sua  generalità  (8!i),  pure  vi  sono  de’  casi 
in  cui  c^sa  prende  una  forma  particolarissima. 

Ove  il  piano  secante,  ferme  le  altre  condizioni, 
passasse  pel  secondo  asse  indefinito  della  superficie, 
la  sezione  da  esso  prodotta  cesserebbe  di  esser  cur- 
va , e si  ridurrebbe  a tre  rette  : le  quali  sareb- 
Lcro  le  rette  di  permutazione  (io)  ed  il  secondi) 
asse  {k-irametro. 

Se  il  piano  A'K  fosse  in  vece,  ferme  le  altre 
condizioni  , perpendicolare  al  secondo  asse  indefi- 
nito , la  curva  di  cui  si  (ratta  si  ridurrebbe  a due 
ulte  : <;sse  sarebbero  le  rette  degli  estremi  degli 
assi  variabili. 

Nel  [Mimo  di  questi  due  casi  la  curva  si  -con- 
fonderebbe (ulta  intera  coi  luii  asintoti  , e cou  una 

I ' 

porzione  di  quell’  asse  diametrale  della  curva,  eh’  è 
ad  essi  perpendicolare.  | 

Nel  secondo  caso  la  curva  si  confonderebbe 
tutta  intera  colle  tangenti  al  suo  punto  di  flesso. 

» 

» 

(*)  Quotia  propriclj  é slat4  già  dimostiah  net  humero  ^9  ; ma  poie« 
diè  U ditnoairaxiune  ora  ri|K>rlal«  èfpoggìala  sull' essere  il  ptinto  c cnitn» 
della  curTa , e liò  è stinto  iitdi|>cndctitcmcolo  dal  miro.  19  diróostrato , df\ 

Te  arersi  q’iest'  uiliroa  diinosti  aaiwie  come  csaUìsMiDii  cd  suiaj  dircUa. 
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P.ili  gli  assi  pnraniciri  della  iuprrfìeic  ; cosIruTrc  la  ciitv.i 
d'  inIcrsczioDC  drila  sua  parie  conoidale  ^ con  ua  piano  pa- 
Fatlelo  a quello  degli  assi  pnramelci. 

90.  Oliimo  scelta  dei  jVinni  di  projeiionc  sarcLbc 
quella  di  due  piani  {>cri)eiidicolal’i  ni  piano  seenn- 
te  : ciò  ci  fornireLbe  .iiumcdialamcnlc  le  projezio- 
ni  della  curva  ; cd  essa  facilmciile  dedurieblicsi 
da  quelle.  Ma  oggetto  pi-incipalissinno  dellu  ricer- 
ca delle  curve  delle  sezioni  piane  della  superli- 
cìc,  essendo  non  solo  la  conoscenza  della  roi  itia  di 
esse,  ma  della  sujicifìcie  ancorn,  iic  segue  clic  1’  ac- 
cennata sedia  dei  piani  di  proiezione  non  sarebbe  la 
migliore  ; essi  deblunio  essere  scelti  iu  'modo,  ebe 
mentre  danno  la  curva  con  facili  c spedile  costru- 
zioni ; faccia  il  discguo  la  migliore  illusione  possi- 
bile, relativamente  alla  supeiTtcie  , cd  al  mudo  co- 
me xssa  esiste  ris|v!llo  al  piano  secante. 

Pare  che  a ciò  assai  bene  si  riesca  scicglien- 
do  per  piano  vellicale  di  |>iojczionc  il  piano  secan- 
te medesimo.  Questo  essendo  parallelo  al  piano  de- 
gli assi  parametri  , sarà  fàcilissima  la  drlcrmi nazio- 
ne delle  rette  deilà  supcilicic  ; conciossiacbc  a’ 
piani  di  ogni  coppia  di  esse,  aventi  un  ]>unto  comu- 
ne, c perpendicolare  la  comune  sezione.  Non  egual- 
mente spedita  sarebbe  la  determinazione  de’  varj  pun- 
ti della  curva,  ma  a ciò  pur  si  riesce  facendo  una 
convenevole- scelta  di  generatrici  rette.'  Noi  scioglie  re- 
mo così  i piani  di  projczionc  ; cd  esporremo  le  po- 
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che  costruzioni  f^tte  per  risolvere  il  problema;  dopo  Tàr.9. 
mostreremo  come  esse  alla  sua  soluzione  conducano. 

gì.  Preso  un  punto  (7,  conduciamo  per  esso  due 
rette  //^,  aa'  perpendicolari  tra  loro;  delle  quali 
la  //,  uguale  al  primo  asse  parametro,  ed  aa'  uguale 
al  secondo  : pel  punto  C preso  sul  proluugameu> 
to  di  //,  conduciamo  la  retta  parallela  ad  aa' 
e ad  essa  uguale  : e conduciamo  una  retta  LM  pu> 
re  alla  aa'  parallela.  £ facile  lo  scorgere  che  LM 
e la  comune  sezione  de’ piani  di  projezione;  (^C.,11,) 
il  primo  asse  parametro  , ( Àji',aa‘  ) il  secondo  , 
e il  centro  della  conoidale. 

Sopra  descriviamo  la  semicirconferenza 

dividiamone  ciascun  quadrante  in  un’ egual 
numero  di  parti  uguali 

e pei  punti  di  divisione  conduciamo  le  rette 
BJ,B'b',B"b",...,B'b\B%" ...  parallele  alla  BJI,: 

Lili  rette  saranno  projezioui  delle  rette  della  su^ier- 
Ccic. 

Col  centro  C e col  raggio  CD  descriviamo  il 
quadi.antcZtS'^^,  e pel  pimloZ^  ove  incontra  la  ytA' 
conduciamo  la  parallela  ad  I^ID  \ e pe' punti* 

1.  /,  cuiidudatuu  le  rette  7$,  7,s,  parallele  ad  aa'  . 

Pel  punto  C,  e pei  punti  6'  , , ....  , A/,  b"  , 

...  ove  le  /«./,«,  incontrano  le  projezioui  delle  ge- 
neratrici conduciamo  delle  rette  : i punti  d'  inter- 

sezione c,c',c"  ...  c'y  c''  ...  colla  proiettati 
rispettivamente  sulle  rette  BC  y B'hf  , B"b"  , ... 
daranno  i punti  </,  d',  <i/*,  rf,"',  ... 

della  curva.  L quindi  d’'d"'d!'d(dtÌ<l‘d"'F‘ -.  ne  sa- 
rà un  ramo,  e ...  H'd,"'d,"d;d,d;d;'d;"Q  ...  ne  sarà 
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T»T-g.  l’altro.  Mostriamo  ora  come  i punti  d,  d\  d",  ... 

...  sono  punti  della  curva  richiesta;  eie 
costi'uzioui  essendo  analoghe  per  tutti  essi  , di  uno 
soltanto  ragioneremo. 

6a.  Roti  il  sistema  intorno  all'asse  {C,Ih)  per* 
correndo  ciascun  suo  punto  uii  quadrante.  £ mani* 
festo  che  il  piano  secante  ZA/ diventerà  perpendico- 
lare al  piano  verticale  di  projezinne  , e che  XV  ne 
sarà  allora  la  projezione  verticale.  Quanto  alle  rette 
della  superficie  esse  si  troveranno^  projettate,  la  C 
in  C,c  , la  B'b'  in  , ...  e la  Z'A'  in  C'c/ , 

B"b,",  in  C'c/', Di  fatto  tutti  i punti  della 

linea  {-dÀ\  aa')  si  troveranno  proi  ettati  in  C,,  ed 
il  punto  (/?',  b' ) della  direttrice  ( ABA\  12)  te- 
nendosi sempre  ugualmente  distante  dalla  (^AA\aa'') 
si  troverà  projcttato,  dopo  la  rotazione,  in  s,  essendo 
ntc.A'B^  = Mc.BB'y  e perciò  Is:^CK=^UB'. 
Quindi  si  scorge  essere  l’ intersezione  d di  C,s  con 
XV  la  proiezione  di  un  punto  della  curva  dopo  la 
rotazione  , e un  tal  punto. 

£ però  si  rende  palese  , che  la  speditezza  del- 
le operazioni  deriva  dall’  essersi  divisi  i quadranti 
AB"B  , A'B"B  ciascuno  in  un  egual  numero  di 
parti  uguali  (*). 


(*)  Dalle  oostnixionì  qui  tcqrra  falle  può  Irani  modo  da  determinare 
«pediUmentc  T equaaioiie  della  curra  di  cui  ai  tratta.  DelmBioianio  adun> 
que  la  reiasione  tra  le  coordinate  di  un  qualsiasi  suo  punto , i paramelr  i 
della  super6cic,  e la  dtsianu  del  piano  secante  dal  piano  de* parametri.’ quin* 
di  é che  per  fissare  le  idee  il  punto  ( D*  ^ tf)  aHisiderervmo. 

Preodiamo  la  retta  ni/  ) per  asse  delle  / , e I'  altra  ( DJJV^ 
per  asse  delle  z : indicliiamo  con  om  il  primo  asse  parametro  delia  super- 
ficie, e con  Qn  il  secondo,  chiamiamo  « la  dislaua  del  piano  secante  dal 
piano  de’  parametri , talché  {^AA\  no'  ) corrisponderebbe  all'  asm  delle  y 
della  superficie. 
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Costrutta  la  curva  richiesta  esaniiuianione  qual-  Tàv.  q. 
che  sua  proprietà. 

93.  Il  piano  condotto  per  C,B  perpendicolar- 
mente ad  {JJ',  aa>)  divide  tutta  la  superficie  in 
due  metà  uguali  e simmetriche  (iQi®)*)»  ® poiché 
il  piiiDO  secante  LM  risulta  normale  ad  un  tal  pia- 
no la  retta  loro  comune  intersezione  , o ciò  eh  e 
lo  stesso  , la  verticale  eretta  per  D divide  la  cur- 
va ili  due  metà  uguali  e simmetriche  : dunque  la 
retta  DL'  è asse  diametrale  della  curva. 

Similmente  un  piano  orizzontale  c.indolto  per 
( aa'  ) dividendo  la  superficie  in  due  parti 

uguali  e simmetriche  , la  comune  sezione  di  esso 
col  piano  halite  ZAf  divide  in  parli  uguali  esim- 
metr  che  la  curva  ; Dunque  la  retta  aa'  perpendico- 
lare all’  altra  L'L"  è asse  diametrale  di  essa. 

E però  la  curva  ha  due  assi  diametrali  orto- 
gonali. Sono  le  rette  L‘L''  , aa  . 

g4-  Prendiamo  a partire  dal  punto  C,  d’in- 
tersezione degli  assi  L'L",  aà',  Ic  rette  C^L'',  C^L' 
uguali  tra  loro;  pe’ punti  Z',  Z-"  conduciamo  le  per- 
pendicolari Z'ZT,  Z"Z’’ad  Z'Z'',  e tiriamo  p’ punti 

Pc’  triangoli  simiU  , C/ii  abbiamo. 

Cfl  : Cfl  : U 

11  piano  del  triangolo  Cfh  fra , prima  del  quarto  di  riroltnione  del 
•islema  , m1  piano  dunque 

Cft%  VD»  ::C,/:  VB> 

per  la  qua!  orna,  et>endo  VB*  ordinata  del  circolo  di  cui 

A A*  é aase  delle  aaciasej^,  Mrà 

X ; a m :V  «*  •— /* 

Di  qui  r eqiiaxicme 

{y*  — n’)  x’  + m’a’  = o 
che  è quella  della  curva. 
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Tat.  i,.  d' incontro  V ^ 77'  di  queste  colle  curva,  e pel 
punto  Cf  le  ielle  VC,  , ftC,.  Essendo  la  reti» 
L*L"  asse  diametrale  della  superdcK  ed  ortogo- 
nale colla  aa\  le  rette  H'V  sono  uguali  ; 

e però  i triangoli  rettangoli  C,L“f^y  C,L'H}  sono 
identici  ; per  la  qual  cosa  l’ ipotenusa  VC^  è ugua- 
le alla  ipotenusa  H'C,  , e 1’  angolo  L^'C,V  uguale 
all'angolo  l!C,W  . Dunque  le  rette  VC,^  H‘C,, 
sono  ugnali  e per  diritto  e però  la  VC,U  , che 
passa  pei  punti  f'’,  C,  , H' , è una  corda  della  cur- 
va , ed  è divisa  in  due  parti  uguali  nel  punto  C,  . 
Lo  stesso  dimostrerebbesi  per  tutti  gli  altri  jiuiiU 
della  curva  corrispondenti  ad  ascisse  uguali.  Dun- 
que il  punto  d' incontro  C,,  degli  a.sat^  diametrali 
ortogonali  Z'7"  , aa'  è centro  della  curva. 

r)5.  Il  piano  secante  dovendo  essere  parallelo 
al  piano  degli  assi  paiiametri  della.superficie;  e que- 
sta avendo  la  sua  parte  conoidale  composta  di  due 
luglio  , che  si  uniscono  {>er  mezzo  del  secondo  asse 
paiameiro  , il  piano  secante  deve  traversarne  una, 
abbandonarla  , c poi  traversare  l’altra  : e di  più 
avendo  le  sue  rette  di  permutazione  parallele  al 
piano  dogli  assi  parametri  , il  piano  secante  uon  può 
incontiaie  tali  rette  che  all’ iniiuito.  La  curva  a- 
diiiique  ha  due  rami  distinti  : de’  quali  , ciascuno 
ha  la  sua  origine  nei  punti  situati  sull’  asse 

tliamolialc  L'L"  ed  equidistanti  dal  punto  ; e 
\à  all’  iiibnitu  da  una  parte  e dall’  altra  , allunta- 
iiaiidosi  dall'  asse  aa!  : e sono  tali  che  nello  spazio- 
compreso  tra  le  perpendicolari  ad  L'L"  condotte 
per  d , </,  non  vi  è curva. 
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()G.  CiHScnii  r.imo  curva  aiKlaiulo  all' iii- 

liiiilu  ila  aml)i  le  parli  può-  muoversi  ilublrio  se 
abliia  o pur  nò  asititoli  rcllì.  Per  vedere  la  qual 
cosa  bisogna  esaminare: 

I .®  Se  tra  le  i elle  generatrici  ve  ne  siano  pa- 
lalleiu-al  piano  secante  ; . 

3.°  Se  i piani  tangenti  alla  superGcic,  ne'  pun- 
ti delle  delle  generatrici  , i cpiali  sono  all’  iuliuito  , 
incunlratio  un  tal  piano. 

Se  queste  cose  lianiio  luogo  Ja  curva  lia  asin- 
toti retti. 

Tra  tulle  le  rette  della  parte  conoidale  della 
siipcriicie  quelle  di  pérutulazione  sultaulo  sono  per- 
pendicolari a’ pialli  delle  dìrcllrici  (io),  e peiciò  pa- 
rallele ni  piano  secante  : quindi  tra  le  rette  gene- 
ratrici della  parte  conoidale  ve  ne  sono  due  ]iaral-' 
tele  ad  un  tal  piano.  E però  se  la  curva  ammette 
asintoti,  retti  , questi  non  potranno  essere  più  di 
quattro;  quattro  essendo  i punti  delle  rette  di  jier- 
mutazione  , li  quali  sono  situati  *alL'  infinito. 

E poicliè  le  rette  di  pormulazlonc  sono  lungo 
degli  estremi  degli  assi  costanti  delle  ellissi  gene- 
ratrici (19,3®)  i piani  langciili  per  esse  condot- 
ti sono  perpctidicolai'i  al  piano  degli  assi  paraiuclii  ; 
e perciò  incontrano  il  piano  sccaiife. 

Dunque  la  curva  costrutta  nmmcltc  asintoti 
retti  ; sono  quattro  , e coincidono  line  a due  ; 
coiiciossiacliè  quattio  sono  i punti  delle  rette  pa- 
rallele al  piano  secante  pei  quali  vanno  condoni  i 
piani  tangenti  , e di  tali  piani  Udii  quelli  cuiidolti 
1>C'  diversi  punti  di  esse  si  confomluno  tra  loro,  l’ci 
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Tis  <j  l;i  quiil  cosa  la  curva  , |>ro|nTarnciitc  |iarl<im!u  , lia 
(lue  asìnlutì  retti  ; e gli  estreuvi  de’  suoi  due  rumi 
suuo  da  essi  coiijugàli  Ira  loro. 

9^.  Per  costruire  cfTeUuuIriteute  gli  asintoti  con- 
duciamo per  À,  A'  le  perpendicolari  Ait^  A'a'  ulla 
A A'  ; tali  rette  sono  le  projeiionl  orizzontali  dei 
]>iaiii  tangenti  alla  superficie  condotti  pei  punti  del- 
le «elle  ( A,  f*/,  ) , ( A',  ) qrarallele  al  [liano 

secnute,  ì quali  sono  situati  all’  infinito.  Quindi  le 
lette  PQyP'Q'  di  loro  intersezione  col  piano  secante 
LM  sono  gli  asintoti  della  curva.  E però  sòdo 
paralleli  al  sno  asse  diametrale  oitogonale  L' e sono 
equidistanti  da  esso  per  quanto  è il  secondo  semias- 
se jwranntro  della  siijierlicie. 

98.  La  posizione  de' punti  d,  d,  dipende  da 
quella  del  piano  secante^;  a misura  die  questo  si 
allontana  dal  piano  A A'  degli  assi  parametri  cie- 
sce  la  CD  , quindi  nel  trianguKi.  Cidc  cresce  il  ca- 
teto de  , c crnsceiido  con  esso  l’altro  cateto  dC,^  i 
punti  </,  d)  si  allontanano  da  C^.  Al  conlivario  il 
jjiano  secante  accostandosi  al  piano  A A'  i punti  </, 
d,  si  accostano  al- punto  Quando  la  'distanza 
CD  fosse  nulla  , quando  cioè  il  piano  secante  coin- 
cidesse col  jiiano 'degli  assi  parametri,  esso  non 
aLbandonei elihe  mai  la  superfìcie  , i due  rami  del- 
la curva  si  l’iunirehbcro  , ed  essa  si  Irasfoi- 
merebbe  in  un  sistema  di  tre  rette  ; 1’  una  per- 
pendicolare ad  JJL"  e condotta  pel  centro  , e le 
altre  due  parallele  all’  asse  L‘  Z",  ciascuna  distanto 
da  esso  per  una  retta  uguale  ad  AC.  La  prima  u 
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ii  -juiino  asse  parametro  della  superficie  , le  altre  ducT»v.  <j. 
souu  le  rette  di  permutazione. 

99.  Questa  sezione  particolare  prodotta  dal  pia- 
no LAI  nel  caso  in  cui  CD  fosse  nulla  , gode  dell.i 
seguente  proprietà.  Tutte  le  sezioui  piane  della  su- 
perficie parallele  al  piano  de’  parametri  riferite  a due 
medesimi  assi  coordinati  ortogonali  sono  abbracciate 
dalla  sezione  pe’  parametri  le  rett^  parallele  della 
quale  sono  asintoti  retti  conjugati  di  tutte  le  altre. 

Ciò  è palese  ; poiché  da  una  parte  le  origini  d,  r/,  de’ 
due  rami  della  curva  serbono  sempre  una  certa  di- 
stanza dal  punto  C,  e dall’ altra  parte,  alle  curve  delle 
sezioni  parallele  alla  LAI  corrispondono  i medesimi 
asintoti  (97) , csscndò  i piani  , A'a!  perpendi- 
colari a quello  degli  assi  parametri. 

100.  È da  porsi  mente  olle  parti  della  super- 
ficie le  quali  sono  visibili  , ed  a quelle  che  non  lo 
sono  ; afline  di  contornare  il  disegno  nel  modo  più 
convenevole.  E noi  considereremo  successivamente 
le  due  proiezioni , 1’  orizzontale  e la  verticale. 

Suppoiigliiamo  che  la  superficie  sia  terminata 
al  piano  orizzontale  di  projezione,  e ad  un  piano 
L'Al'  condotto  parallelamente  ad  LAI  e tanto  di- 
stante dalla  (^AA'  ^ flzz' ) per  quanto  n’ è distante 
l’altro  Z<V.  Le  due  foglie  della  superficie  essendo 
simmetriche  rispetto  al  piano  aa*  la  superiore  non 
lascerà  vedere  l’ inferiore  , e le  lofo  projezioni  si 
confonderanno.  Quindi  le  diverse  linee  della  super- 
ficie saranno  contornate  con  tratto  non  interrotto  in 
projezione  orizzontale  , per  tutta  quella  loro  por- 
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lAf.  <>  zioiic-  compiesti  tra  i piani  c però  ts 

necessario  ilelcrmiuarc  la  liuccia  della  superlicic  coi 
pialli  tucJcsiiiii.;  la  c]uale  vieu  (Jcterininata  da’  pun- 
ii d’ incontro  delle  diverse  sue  rette  col  piano  oriz- 
zontale di  projezione.  Consideriamo  la  retta  d"'  B 
Questa  retta  dopo  il  quarto  di  rÌToluzioiie  del  si- 
sleina  vieti  ^projettata  in  CJl^  essendo  arco. 

= are.  -R/i"  , ’cd  in 'questa  sua  nuova  posizione 
il  suo  punto  d’ iucontro  col  piano  orizzonttde  , si 
troverà  su  qualche  punto  della  indefìiiita  NO  eret- 
ta pel  piriito  N , ove  C',b"  incontra  la  LM  ^ 
j>ei  peiKlicolurmeute  a ipiesta.  Onde  se  descriveremo 
col  centro  C il  quadrante  OH,  e per  II  inalzeremo 
la  IIG  perpendicolare  a C,B  , sarà  HQ  un  luogo 
del  jiunto  d’ incontrò  della  ih'B"'  col  piano  Oriz- 
zontale di  piojczione  ; e però  sarà  G un  tal  pun- 
to. Dunque  la  curva  jl' FGRG' F*yl  è la  metà  del- 
la traccia  della  superficie  su  i piani  Zd/,  L'M'. 

<3ia  tutte  le  projezioni  orizzontali  delle  diver- 
se linee  della  supeifìcic  inieiccttc  tra  la  parte 
FG'RGF  di  curva  ed  LM  essendo  tutte  visibili 
son  conloniatc  con  tratto  nou  iuterrotto.  .Quelle 
non  comprese  tra  esse  non  sono  visibili  ; c perciò 
gli  arebi  AB  A'  , AF  , A'F  sono  punteggiati. 
K così  sarebbe  contornata  l’ altra  mezza  circon- 
l'ureiiza,  corrispondente  alla  ABA' , c l'altra  sc- 
miellisse  corrispondente  alla  AG' RGFA'  ; ma  noi 
non  abbiamo  segnato  queste  lince,  avendo  supposto, 
per  non  rendere  più  complicato  il  disegno  , die  la 
scinisupcrficic  situata  al  davanti  del  piano,  A A'  so- 
Ijiiientc  esistesse. 
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In  projfizionc  vcnticutc  lullc  le  linee  tlclla  su-  Ta.7 
pcilìcic  cum|nese  Ira  la  curva  ricitiesta  soiiu  piiii- 
Icggiiite  , jrerdiè  la  rcUa  A A'  che  è projozione  citi 
scrollilo  asse  paraniolro  è al  ili  «dietro  della  retta 
LM.  Tutte  le  altre  liiioc  della  saperlicie  com|)rose 
Ira  un  iiiedcsiiiio  ramo  della  curva  sono  al  da  vanii 
del  piano  Zd/, 'e  perciò  sono  coiiloriialc  con  trailo 
non-  iiilerrollo. 

Tutte  le  altre  lince  che  sono  contornate  con 
trallolini  staccati  servono  ad  unire  o le  projezioni  di- 
verse di. un  medesimo  punto,  od  indicano  costruzioni 
necessarie  supporsi  fatte  , ma  clic  jiogsono  non  e- 
soguirsi.  Tutte  quelle  lince  contornale  con  un  trat- 
to ed  uik  punto  sono  linee  di  costruzione. 

PROULEMA 

Dati  gli  assi  parametri  della  superficie  : coslriiirc  la  sezim-e 
della  sua  parie  conoidale  con  un  piano'^parallrlo  a (|uellu 
determinalo  da  una  delle  generatrici  pel  centro  , c dal  se- 
condo asse  iudefinito.  ' *■1 

tot.  Assumiamo  il  piano  prizzonlale  di  Jnoje-nv. 
zioiie  perpendicolare  al  primo  asse  iudennito  , ed  tl 
verticale  |ìcrpcudicolarc  al  secondo. 

102.  Siano  ( C,  11'  ),  ( AA'^  c ) gli  assi  para- 
metri della  supcil^ie:  ( C,//*  ) il  primo,  {A A' , c ) ^ 
il  secondo.  Il  piano  secatile,  dovendo  essere  paral- 
lelo ad  un  piano,  elio  passa  pel  secondo  asse  para- 
inotro  c per  una  delle  generatrici -pel  centro,  avrà 
le  sue  tracce  parallele  a quelle  di  uu  tal  piano. 
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Ta».  lidie  gciicialrici  |)cl  centro  è iicccssaiio  ilc- 

, tcnniiiiinic  una.  i 

Per  1 cnijducìamo  la.  ri'  pcrpemUculure  ad 
//',  e lagliuiuo  uguale  ad  ; la  retta  Ci  è 
ima  delle  generatrici  pel  centro  : ed  è pure  traccia 
vellicale,  c projezione  del  piano  condotto  per  essa 
e [lel  secondo  asse  parametro.  Di  fallo  un  tal  pia- 
no è perpendicolare  al  piano  verticale  di  proje- 
lioue  dovendo  passare  per  la  rolla  (^AA\c)  clic 
. al  piano  medesimo  è perpendicolare.  Se  dunque  con- 
diirrcran  la  RQ  |jarallcla  ad  xc,  sarà  RQ  uii  pianò 
elle  Ila  le  condizioni  die  av.er  deve  il  piano  secante, 
lil  pelò  costruiremo  la  curva  d’  intersezione  del  piano 
,QR  colla'  parte  conoidale  della  superficie  : di  cui 
(C./P),  {AA',c)  sono  gli  assi  parametri. 

io3.  Di.'lcrniiiiare  r iiiter.sczioiie  del  [liaiio  QR 
colla  stipcilìcie  iiiiporta  la  ricerca  de’  punti  d’inter- 
sezione delle  sue  genoiìitrici  rette  col  piano  RQ- 
Iff,-  lare  ^ qual  cosa  , è anzi  tutto  necessario  co- 
struirne alcune  : e le  costruiremo  nel  modo  più 
convenevole  , nerciiè  la  determinazione  della  curva 
facile  rip^ca.*  ^ 

• Col  centro  C e col  raggio  CA  descriviamo  la 
ciicohrerenza  AH'A'SA,  per  / tiriamo  la  ss'  per- 
peiidicol.Ke  alla  proiezione  IT  dell’ asse' parametro , 
c^lividiamo  ogni  qiiadrniile  , ASy  SA',  A'S',  S'A 
in  un  ugual<  numero  di  parti  uguali.  Per  uno  di 
tali  punti  di  divisione  D conduciamo  la  DB  per- 
peiidicolaie  ad  A A'  , sarà  DBJia  projezione  oriz- 
zontale di  una  delle  geueralrici;aMa  projezione  ver- 
ticale r otterremo  iualzando  da  D la  pcrpepdicolare 
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del  centro,  col  suo  punto  d’incontro  d con  ss' i 
sarà  ( DB  , de  ) una  delle  generatrici  La  proje- 
iioue  yerticale  del  suo  punto  d’ incontro  col  piano 
QR  è ii  punto  g , punto  xl’  intersezione  della  trac- 
cia QR  colla  deg  ; la  proiezione  del  punto  g so-' 
pra  BD  dà  in  G la  projeztone  orizzontale  del  pun- 
to d’incontro  della  ( 05,  c/c  ) col  piano  ' ^5;  on- 
de il  punto  è punto  della  sezione  richiesta. 

Lsscudo  per  costruzione  1’  arco  SD' , uguale 
all’  anco  SD  , la  rettfc  Dd  condotta'per  D passa  pel 
punto  analogo  di  divisione  D'  dell’  altro  quadrante 
A'S  ; quindi  si  scorge  che  la  eostruzione  medesi- 
ma,, che  ha  dato  il  punto  ( Gjg-),  dà  pure  l’altro 
punto  analogo  (G','g)  della  curva  richiesta. 

In  un  modo  perfettamente  analogo  si  determi- 
nano a due  a due  i diversi  punti  della  curva  ; e però, 
couducendo  una  linea  per  tutti  essi,  sì  ottiene  la  se- 
zione ( ...  FGAOA'G'P ...  , •>‘fg0^gf...f),  eh’ è 
la  cercata. 

I punti  ( M,  m ),  (d/*,  m ) intersezione  del  piano 
secante  RQ  colla  direttrice  (^ASA'S'A  , J/j/)  sono 
pure  punti  della  sezione^  essendo  essa  direttrice  una 
curva  della  superficie. 

io4-  Determinate  le  projezioni  della  curva  co- 
struiamola. 

Immaginiamo  che  il  plano  secante  portando  seco, 
la  curva  roti  intorno  ad  una  retta  , e si  ponga  in 
posizione  parallela  all'  uno  de’ piani  di  projezione. 
Costruendo  le  projezioni  della  curva  in  questa  sua 
QUO  va  posizione,  otterremo,  come  è chiaro,  1’ una 
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Tnr.  io.deIle  sue  due  prójcxioni,  identica  alla  curva  medesi* 
ma.  Quindi  Tarte  consiste  nel  fare  una  convciiéToIe 
scelta  dell’  asse  di  cotazionc.  ' ' - 

£ come  è facile  io<  scorgere  , c come  ac> 
cenneremo  a suo  luogo , pare  che  la  retta  la  quale 
meglio  alia  semplicità  delle  costruzioni  si  presta  , 
sia  quella  d’intersezione  del  piano  degli  assi  varia* 
bili  delle  ellissi  generatrici  col  piano  secante.  Però 
assumeremo  la  retta  ( QR  ) per  asse  di  ro- 
tazione. ' " 

^kntre  il  piano  QR  rota  tatorno  alla  {PN-,QR) 
i diversi  ptfnti  della  curva  descrivono  delle  circonfe- 
renze di  circolo.;  e però  quando  il  piano  secante  avrà 
preso  la  nuova  posizione  parallela  al  piano  verticale 
di  projezione,  i punti  della  curva  serberanno  dalla 
(^PN,QR)la  distanza  medesima,  che  nella  primitiva 
loro  posizione  serbavano.  Ciò  posto  consideriamo  il 
punto  ( G,  g ) : esso  genererà  una  circonferenza  il 
di  cui  piano  è projettato  in  G,G/  ; onde  tagliando 
gG,  = zG  otterremo  un  punto  G^  della  curva  : e ta- 
gliando gGi'  = zG'  un  altro  G/  nc  otterremo. 

Con  operazioni  analoghe  del  tutto  gli  altri  punti 
della  curva  costruiremo;  ùà  ...  ... 

è la  curva  della  sezione  richiesta. 

io5.  La  scelta  della  retta  intorno  la  quale  .ab- 
biamo fatto  rotare  il -piano  secante,  eia  divisione 
in  parti  uguali  de’ qualtro  quadranti  della  projezione 
orizzontale  delle  direttrici,  ci  mette  al  caso  di  co- 
struire la  curva  senza  prima  costruirne  le  projezioni." 
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• Condotta  la  QR  nel  modo  accennato  (ioa),  cTìv.  i»i 
determinata  una  retta  (DG^dg)  della  supeiEcie  ; il 
punto  g resta  determinato.  Inalzando  per  g una  per- 
pendicolare a QR,  e tagliando  sudi  esso,  ed  a par- 
tire da  g due  parli,  ciascuna  uguale  F"D  , si  otter- 
rebbero iminedialamcute  i due  punti,  6, , G'y  del- 
la curva.  ' 

Noi  ne  abbiamp  costruitele  projezioui , per  fa- 
re al  miglior  modo  conoscere  la  situazione  del  piano 
lispetto  alla  superfìcie,  e la  lorma  di  quest' ul- 
tima ; essendo  questo  l’oggetto  principalissima  che 
ella  costruzione  delle  sezioni  piane  che  qui  consi- 
deriamo ci  ha  determinati.  Avremmo  potuto  scegliere 
r uno  de’  due  piani  di  projezione  parallelo  al  piano 
secante  ; ma  in  tal  caso'la  determinazione  delle  rette 
della  superfìcie  , e per  esse  della  curva,  sarebbe  stata  ' 
meno  semplice. 

io6.  Nel  disegno  abbiamo  supposto,  che  la  super- 
fìcie terminasse  ni  piani  LM,  L'M>  equidistanti  dal 
centro  (C,c)  e paralleli  a’  piani  delle  direttrici:  i quali 
piani  sup{)onghiamo  rimossi.  £ supponghiamo  pure 
che  il  piano  secante  sin  terminato  a’  piani  mede«- 
sirai.  La  curva  PE' A' JP N FAE P è là  traccia  della_ 
superfìcie  sul  piano  orizzontale  di  projezione  , ed  è 
pure  sua  intersezióne  col  piano  L'M'\  e perciò  c deli- 
neata con  tratto  noni  interrotto  . FP  è la  projezione 
della  retta  d’ intersezione  del  piano  secante  coll’  altro 
Z'A/',  ed  è perciò  pure  delineata  forte.  A sinistra  della 
( FP,,  j)  la  superficie  non  è tutta  veduta  in  pro- 
iezione orizzontale  ; la  foglia  inferiore  è nascosta 
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t>t.  ladalla  supciiorc,  cfjucsla  lo  c in  parte  dai  piano  se- 
cante.: Quindi  ogni  retti!  generatrice  è in  parte  deli- 
neata con  tratto  non  interrotto,  cd  in  parte  è pun- 
teggiata; cos'ideila  ( DBG^dcg  ) la  parte  GH  è deli<- 
ucata  con  tratto  non  interrotto  , perchè  al  disopra 
del  piano  secante  , ed  il  resto  è punteggiata  ; e della 
r/'c)  la  porzione  EKh  delineata  contrat- 
to non  interrotto,  perchè)  al  disopra  del  piano  secan- 
te , cd  il  restO'C  punteggiata.  Delle  direttrici  , la 
proiezione  appartenente  a quella  dqlla  foglia  inferiore 
.sarebbe  tutta  punteggiala  , e quella  della  Superiore 
lo  è in  parte  come  si  vede  ; 1’  arco  MASA'M'  è 
delineato  con  tratto  non  interrotto,  perchè  al  disopra 
del  piano  secante  ; 1’  arco  d/5'd/' è punteggiato  per- 
chè a cominciare  da  ed  A/'  è al  di  sotto  dì  e^so. 
La  projczioqc  AA'  del  secondo  asse  parametro  è 
pur  punteggiata,  perchè  al  disotto  del  piano  me- 
desimo. 

Quanto  alla  projcziooc  verticale,  meno  la  por- 
zione* CO, della  curva,  tutto  il  resto  è delineato 
con  tratto  non  interrotto;  c la  ragione  si  è che  tutto  è 
visibile  ad  eccezione  della  detta  porzione  , la  qua- 
' le,  trovandosi  sul  piano  PN  che  passa  pel  primo  asse 
indefinito,  è nascosta  dalla  parte  anteriore  della 
foglia  superiore  della  supeificie. 

Esaminiamo  qualche  proprietà  della  curva. co- 
strutta. 

107.  Essendosi  da  noi  divisi  i quadranti  AS, 
SA\  A'S\  S'A,  ciascuno  in  un  cgual  numero  di 
parti  uguali  (io3),  è 1’  arco  SD  uguale  all’ arco  iS"/?'; 
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onde  le  rclle  D'G'  sono  ('r[uidistiiiiti  dalla  PjY ,Tàt.  ««■ 
e perciò  i punti  G^G^',  cquidistanli  da  QR.  Quindi  la 
retta  QR  divide  per  mezzo  1’ ordinata  G^G/  ad  essa 
ortogonale.  • , 

Ciò  clic  abbiam  detto  de’  punti  G' , G/,  di  ogni 
altra  coppia  di  punti  della  curva  potendosi  pur  dire, 
ne  segue  die  la  retta  QR  è asse  diametrale  ortogo- 
nale della  curva  ...  FiG,JiOi/ii'Gi'Fi' ...  Dunque  la 
curva  della  sezione  di  cui  si  tratta  ha  un  asse  diame- 
trale ortogonale. 

io8.  Il  piano  secatite  QR  essendo  parallelo  ad 
una  delle  generatrici  pel  centro  , non  potrà  incon- 
trarla clic  all’  infinito  , nè.  ambe  le  foglie  della  su'- 
perfide,  potrà  incontrare.  Dunque  la  curva  si  com- 
]K)ne'di  un  sol  ramo,  che  và  all' infinito. 

loQ.  Quest’ ultima  propos'zione  ci  conduce  natu- 
ralmente ad  esaminare  se  la  curva  abbia  o pur  nè  a- 
sintoti  retti.  Perciò  condurremo  per  ciascuno  dei  due 
punti  della  G , se)  situati  all’  infinito  dal  punto 
( C,c)  un  piano  tangente  alla  superficie  ; se  tali 
piani  non  incontrano  il  piano  secante  la  curva  non  . 
ammette  asintoti  retti;  se  lo  iucontiano  essa  ne  avrà. 

E poiché  due  sono  i punti  della  ( SC,  se  ) situati 
all’ infinito  da  (G,c)  la  curva  di  cui  si  tratta,  se 
ha  asintoti  retti,  non  può  averne  più  di  due. 

Consideriarno  quel  punto  della  ( SC,sc  ) situato 
all’ infinito,  il  quale  è al  disopra  della  (^ÀA\e). 

E poiché  per  un  tal  punto  dobbiamo  condurre  il 
piatio  tangentè  alla  superficie  , la  generatrice  ellit- 
tica della  parte  conoidale  c che  passa  per  esso  de- 
termineremo (55). 
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T*t.  iu.  La  retta  ^<SC,cj)  è luogo  degli  estremi  degli  assi 
variabili  delle  ellissi  generatrici  (19,10®  ).  Dunque 
la  perpendicolare  calata  da  un  suo  punto  sul  primo 
asse  indeiìnito  della  superfìcie  dà-,  nella  sua  parte 
intercetta  tra  queste  due  rette,  uno.  de’ semiassi  del- 
la ellisse  generatrice  che  passa  per.quel  punto:  essen- 
done r altro  uguale  al  secondo  semiasse  parametro 
della,  superfìcie.  Nel  caso  attuale,i.la  rètta  ( iSC,5C  ) 
andandosi  sempre  allontanando  dal  primo-  asse  in- 
defìnilo  , la  perpendicolare  abbassata  su  di  questo 
da  quel  suo  punto  situato  all’  infinito  da  ( C,  n ) b 
tale,  che  la^sua  parte  tra  tali  rette  intercetta  è in- 
finitamente lunga.  Dunque  la  sezione  ellittica  di 
cui  si  tratta  ha  per  semiassi  , una  retta  ( 
che  ha  un  valore  finito  ed  un’  altra  che  ha  un  va- 
lore infinita.  È noto  che  quando  uno  de’  semiassi  è 
infinito  r ellisse  riducesi  a due  retto  all'  asse  di  va- 
lore -infinito  parallele  , e ciascuna  distante  da  esso 
pel  semiasse  dr  Valore  finito;  dunque  la  geueratrìce 
ellittica  che  passa  pel  punto  di  cui  si  trutta  è costitui- 
ta di  due  rette  .p;i.rallele,  e distanti  tra  loro  pel  se- 
condo asse  parametro  della  superficie, 

. ; Nel  caso  in  cui  1’  ellisse  riducesi  a due  rette 

parallele,  una- retta  ad  essa  tangente  iti  uii  suo'  punto, 
deve  di  necessità  per  tutta  la  lunghezza  di  una  di 
quelle  due  rette  toccarla.  E nel  nostro  raso^  doven- 
dosi menare  una  tangente  all’  ellisse  (55),  per  quel  suo 
punto  che  è pure  estremo  del  suo  asse  maggiore  , 
questa  tangente  non  può  essere  che  1'  asse  medesi- 
mo ; di  fatto  questa  sola  incontra  quelle  che  hanno 
sostituito  r ellisse,  in  quel  puuto  che  ne  sarebbe  ver- 
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tice,  cd  è la  sola  cbe  eoo  ciascuua  di  esse  si  confoo>TAT.  low 
de  all’  ioBoilo.  Da  tutto  tiò  risulta  che  il  piano-tao* 
gente  alla  superficie,  condotto  per  quel  punto  del- 
la (SCf^sc)  , il  quale  è situato  al  djsoprA  di 
(C,  c)  ed  iufiuitameote  lontano  da  esso  , è il  pia- 
no PJV  perpeudicolarq  al  sccoudo  asse  parametro^ 
c che  passa  j)cl  centro. 

Dunque  la  curva  ainmette  nn  oslntoto  retto  ^ 
poiché  il  piano  PN  incontra  il  piano  secante. 

E poiché -quest' ultimo  é incontrato  dal  pian» 

PN  , secondo  la,  retta  {PN  , QR  ) T asse- diame- 
trale QR  della  curva  n’  é pui-e  suo  asìntoto. 

110.  L’asse  diametrale  della  curva  essendone 
asìntoto  (109^,  essa  deve  toccarlo  all’ infinito;  e però 
la  curva  va  all’ infinito,  cd  ivi  si  cliiudc  mediante  un 
acuspide  0 punto  di  regresso. 

1 1 1.  L'  ordinata  della  curva  all’  origine  del  suo 

corso  é zero,  cd  é zero  pure  nel  punto  ove  si  chiu- 
de (no).  Dunque  tra  questi  due  punti,  deve  es- 
scrvene  uno  almeno  , di  cui  1’  ordinala  corrìspon- 
dante  è un  massimo.  Le  costruzioni  fatte  ci  por- 
gono il  mezzo  da  determinarla  ; . c ci  fanno’  cono- 
scere pure  die  la  curva  ha  una  sola  ordinata  mas- 
sima. Di  fatto  essa  non  può  essere  che  la  retta  c- 
sprimente  la  massima  distanza  de’  punti  della  super- 
ficie dal  piano  diametrale  PN^  essendo  l’interse- 
zione di  questo  col  piano  secante  l’asse  diametrale 
ortogonale  della  curva.-  I piani  projéttati  secondo  le 
rette  A'T'  perpendicolari  alla  limitan» 

la  superficie  nel  senso  parallelo  al  piano  diametrale 
■PCN  : quindi  si  rende  palese,  che  U secondo  asse 
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Tiv.  iu.parametro  della  supcrficiq  è il  valore  dell’ ordinata 
massima  della  curva  , c clic  essa  ubn  può  averne 
altra  che  questa  ; couciossiucliè  } piani  A'F , A'’P 
toccano  la  superficie  secondo  le  rette  dì  permùta- 
zionq  A , A' . E però,  come  dalle  falle  costruzioni 
(io3) 'risulta,  la  retta  Ofi  è 1’ ascissa  corrispondente 
all’  ordinala  massima  , la  AA^  una  tale  ordiuata  , 
ed  i,  punti  A^ , A^  , sono  quelli  della  curva  a’  quali 
r ordinata  massima  corrisponde. 

■ Ila.  I punti  A ^ A'  corrispondenda  all’or^ 
dinata  massima  (ni),  la  curva  deve  nei  punti 
medesimi  toccare  due  ijelte  condotte  per  essi  pa- 
rallelamente all’  asse  QR  ; deve  toccar  pure  la 
QR  (no)  ; dunque  al  di  là  de’ punti  A , A' ^ e 
nel  verso  O^R  la  curva  deve  avere  da  ciascuna 
parte  di  QR  un  punto  di  flesso. 

ii3.  Nella  ricerca  dell' asintoto  ahhiamar  con- 
sideralo ( log  ) , de’  due  punti  della  retta  {SCy  cs) 
situati  all’ infinito  y quello,  al  di  sopra  di  ( C,  c ) 
soltanto  ; se  l’altro  di  questi  due  suoi  punti  con* 
sìderassimo  avremmo  l’ asintoto,  medesimo  di  pri- 
ma. Dunque  , potrebbe  cuncbiudersi , la  curva  toc- 
ca l’asintoto  QR  all' infinito  anche  usi  senso  0,Q, 
la  qual  cosa  pare  contraddilloria  , non  esìstendo 
curva  al  di  là  dell'  origine  C>  e nel  senso  O^Q  : 
ma  ciò  può'  assai  licnc  , nel  modo  seguente  iuter- 
petrarsi.  Il  piano  secante  incontra  la  foglia  su- 
periore della  superfìcie  secondo  tutte  le  sue  g<- 
iieratrici  rette,  tra  le  quali  è la  (NC,  re)  che 
rincontra  all’infinito;  della  foglia  inferiore  poi  il 
piano'  secante  non  incontra  che  la  sola  generatrice 
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( C*S,  ) , e rincollila  airiiifinito.  E però  unT*v.u. 
tal  punto  d’  inooiilro  , deve  aversi  come  uu  punto 
isolato  della  curva  di  cui  si  tratta  ; il  quale,  come 
se  fosse  un  altro  suo  ramo,  è coiijugalo  alla  cuì  va 
per  mezzo  deli’  asintoto  QR'^  e nou  altrimepli,  pos- 
sono aver  luogo  i due  asintoti  suddetti , i quali  si 
confondono  tra  loro,  toccano  ciascuno  la  curvatiti 
due  suoi  punti' situati  all’ iufìiiilo,  e 1’ uno  da  uua 
parte,  e l’ altro  dall’ altra  dell’origine  O,. 

Quindi  è die  la  curva  ha  un  punto  isolato  , 
c ad  essa  conjugato , mediante  1’  asintoto.  ^ 

■ * 

xi4.  Per  trovare  (rog)  1’ asintoto  QR  della 
curva  abbiamo  condollo  il  piano  PCN  tangente 
alla  superficie,  per  quel' punto  della  generatrice 
pel  centro  {SC  , se),  il  quale  è situalo  al  di 
sopra  del  punto  (C,c)ed  infinitamente  lontano 
da  esso  ; ora  faremo  osservare  die  questo  piano  c 
piano  asintoto  della  superficie';  poiché  , quantun- 
que la  seca,  nou  arriva^ mai  a toccarla  iu  .quel 
punto',  die  punto  di  contatto  ile  sarebbe  : c di 
iàlto  onde  dò  potesse  aver  luogo  bisognerebbe  che 
le  due  rette  parallele  che  tengono  luogo  di  se^ 
zione  ellittica  , s’  incontrassero  , oppure  . in  una 
sola  si  riducessero.  • • - ■ • 
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PROBLEMA  8."  ; 

Dall  gli  Ms!  paramciri  della  superficie  : costruire  la  iater- 
sezione  della  sua  parte  conoidale  , Con  uu  piano  parallelo 
al  seconda  asse  iudefiuiio  ed  iucliualo  alle  generatrici  pel 
centro.'  ' ' ■ 

ii5.  Questo  probfema  comprende  due  casi,  po« 
tendo'  il  piano  secante  od  incontrare  ambe  le  fo> 
glie  della  conoidale  , od  una  sola  : nel  primo  caso 
la  curva  avrà  due  rami,  c nel  secondo  nu  solo;  ed 
è facile  lo  scorgere  , clic  nel  primo  caso  ha  rami 
infiniti , e nel  secondo  è chiusa.  Noi  costruiremo 
successivamente  le  curve  corrispondenti  a questi  due 
casi  : cd  incomÌBCiàado  dal  primo. 

C A S 0 I .• 

• ‘ • r • r 

Tir.  II.  !>(>■  Assumiamo  il  piano  orizzontale  di  proie- 
zione perpendicolare  al  primo  asse  indefinito  della 
superficie.,  ed  il  verticale  perpendicolare  al  secondo. 

Il 7.  Siano  ( Cy  //' ) il  primo  asse  parametro 
della  superficie  , {^AA*y  c ) il  secondo.  Dovendo  il 
piano  secante  essere'  parallelo 'al  secondo  asse  para- 
metro , la  sua  traccia  verticale  ue  sarà  pure  proie- 
zione : c però  una  retta  QR  condotta  in  modo  da 
incontrare  le  due  foglie  della  superficie  , sarà  la 
proiezione  verticale  del  piano  secante. 

Per  .condurre  mìa 'tal  retta  nel  modo  anzidetto, 
è necessario  conoscere  i limiti  della  projezione  verti- 
cale della  superficie.  Conduciamo  dunque  per  1’  e- 
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stremo  I della  projezioiie  verticale  del  primo  asscT*»- ”• 
])urametro  , la- ad  essa  perpendicolare  ; taglia- 
mo Is  =z  Is' A O 1 e tiriamo  per  s,s',cc,  puti- 
'to  di  mezzo  della  le  sc^s'c  : saranno  tali  ret- 
te i limiti  della  projezioiie  verticale  ^della  superfir 
eie.  E però  la  QR  dovrà  esser  condotta  in  modo  da 
incontrare  le  sc,siCi  ' 

1 18.  La  QR  ess<*ndo  projezione  del  piano  se- 
cante è ad  un  tempo ‘projezione  della  curva  richie- 
sta : e la  projezione  di  un  individnato  suo  puntò 
sarif  data  dall’ intersezione  della  colla  projezione 
verticale  di  una  individuata  retta  della  superficie 
quiudi  è necessario  costruire  le  projezioni  di  tali  ret- 
te. Costruiamo  adunque  sopra  AA'  la  circonferenza 
ASA'S'A  y dividiooio  ciascun  suo  quadrante  in  aiu 
egual  numero  di  |iarti  eguali , pe’  punti  di  divi- 
sione inalziamo  delle  jierpendicolari  alla  comune  se-  i 

zionc,  e pei  punti  ove  queste  incontrano  le  ])crpcndi- 
colali,  ss'y  s^s'iy  e per  c conduciamo  delle  rette;  que- 
ste saranno  projezioni  verticali  delle  rette  della  su- 
perficie. Così  pel  punto  A eretta  la  As,  e pel  pun- 
to c e’pei‘*ove  essa  incontra  la  „ condotta  la 
c^,  si 'ottiene  in  la  projezione'  verticale  di  una 
individuata  retta  della  su}>erficie.  Onde  il  punto  d’in- 
contro d della  et  colla  QR  è' la  prajczionc  di  un  iu- 
dividuato  punto  della  curva  ricliiestu  : anzi  la  Aa 
passando  pure  pel  punto  di  divisione  A'  dell’altro 
quadrante  SA‘  dà  in  d la  projezione  verticale  di  una 
individuata  coppia  di  punti.  / 

Determinata  la  projezione  verticale  di  ciascuna 
coppia  dì  punti,  può  facilmente  costruirsi  la  curva.Per 
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Tav.  1 i la  qu.il  cosa  faremo  rotare  il  piano  secaoté  colla  curva 
iuloriio  ad  una  retta  , finché  non  si  -ponga  parallelo 
al  piano  verticale  di  projezione  , e poi,  la  proj^iio- 
iie  verticale  della  curVa  in  qiresta  sua  nuova  posi* 
£Ìone  costruiremo  ; la  quale  projezione  alla  curva 
essendo  identica  la, sua  costruzione  a quella  della 
- curva  riducesi.  E poiché  il  piano  SS'  é piano  dia- 
metrale della  superficie  ^ iutorno  all’  intersezione  di 
un  tal  piano  col  secante  Qll  faremo  rotare  quc« 
st’  ultimo.  ■ • ' ' 

Rolando  il  piano  secante , ogni  punto  della 
curva  genera  una  circonferenza  di  circolo  , avente 
per  raggio  la  distanza,  di  quel  punto  dall’  asse  ili 
l'otazione.  Ma  una  tal  distanza  é uguale  a quella  del 
dotto  punto  dal  piano  diametrale» della  superficie,  la 
quale  alla  distanza  della  generaliice  retta  su  cui  quel 
punto  si  tiova  dal  piano  medesimo  é pure  uguale; 
dunque  inalzando  per  d una  perpendicolare  DP!  al- 
la QRi  c tagliando  le  dD/  uguali  alla  distanza 

del  punto  ùk  dalla  SS' , ottonghiamo  la  coppia  J9,,  D‘, 
dei  punti  della  superficie.  Ri  fatto  la  distanza  di  A 
da  SS'  è per  lo  appunto  uguale  alla  distanza  della 
generatrice  retta*,  che  passa  pel  punto  projellato  in 
d dal  piano  diametrale  SS'  ; conciossiaché  le  proje- 
zioui  orizzontali  delle  generatrici  rette  sono  a quella 
del  piano  diametrale  SS'  parallele. 

.In  un  modo  analogo  costruendo  diversi  punii 
della  curva  , si  ottiene  la 

...  e;d!j'b!o;bpp,e,  ...  Fiippp;H;p; ... 
che  é per  lo  appunto  la  curva  d’ intersezione  della 
parte  conoidale  della  superficie  de’ parametri  {CpJ'), 
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( ) , Gol  piano  QR  parallelo  al  secondo  asscTAv.  1 

pui'uinelro  cd  inclinato  alle  gcncrulrici  pel  centro. 

» 

Costrutt.a  la  curva  , esaminiamo  alcune  delle 
sue  proprict.’i . 

119.  È notissimo  die  due  rctte'^  non  possono 
incontrarsi  die  in  un  sol  punto;  quindi  c che  la  QR 
incontrando  la  nel  punto  , appartenente  alla 
proiezione  della  foglia  iuferioré  , non  può  incontrarla 
in  iiiun  puntò  che  alla  superiore  appartenesse  , ed  in- 
contrando la  SCSi  nel  punto  O,  , die  alla  projezione 
della  foglia  supcriore  appartiene  , in  niun  altro  pun- 
to della  inferiore  può  incontrai  la.  £ però  la  curva 
si  compone  di  due  rami  iiifìniti  $ conciossiachc  onde 
diversamente  accadesse,  dovrebbe  il  piano  secante  in- 
contrare tutte  io  rette  della  superfìcie  in  una  sua 
medesima  foglia;  la  qual  cosa  non  può  aver  luogo. 

130.  I due  rami  della  parva  essendo  iniiuiti  , 
la  ricerca  de’  suoi  asintoti  retti  naturalissima  si  prc-. 
senta  : e prima  di  tutto  vedremo  se  essa  ne  abbia 
o pur  nò.  , 

Ogni  piano  condotto  pel  secondo  asse  parame- 
tro della  superfìcie,  in  modo  da  secarne  le  sue  due 
foglie  è un  piano  tangente  (55);  e però,  essendo  sim- 
metrica la  superfìcie  intorno  al  piano  SS',  quel  piano 
comprende  due  rette  di  essa.  Per  la  qual  cosa  esscu- 
do  sempre,  possibile  condurre  pel  secondo  asse  pa- 
rametro un  piano  parallelo  al  piano  secante  ^R, 
ne  segue,  che  qualunque  sla  il  piano  secante  QR  e- 
sistono  sempre  due  rette  della  superfìcie  che  gli  so- 
no parallele.  £ poiché  i piani  tdugenti  alla  superfì- 
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Tat. ii.cie  pei  punti  delle  sue  reUe  situati  airiuRiiito  sono 
normali  al  piano  degli  assi  parametri,  per  le  ragioni 
altrove  dette  (109),  ne  segne  elicla  curva  ammelfe 
asintoti  retti;  incontrando  tali  piani  il  piano  secante: 
ed  essi  sono  quattro  in  generale  , quattro  essendo  i 
punti  pòi  quali  i piani  tangenti  alla  superficie  ne’ 
punti  situati  all’  infinito  , delle  sue  generatrici  pa- 
rallele al  piano  secante  , si  conducono. 

Per  costruire  adunque  gli  asintoti  retti  condu- 
ciamo per  c la  PT  parallela  a QR  , ed  ottengliia- 
1110  la  proiezione  verticale  d^l  piano  parallelo  al 
piano  secante  , e che  passa  pel  secondo  asse  inde- 
finito {AA' ) : pe’  punti  y,  y ove  la  PT  incontra 
le  proiezioni  ss\  sls,  delle  direttrici  conduciamo  le 
y7'’,y'jP  perpendicolari  ad  ZAf,  e pe’  punti  F';  F,, 
F^',  ove  incontrano  la  ASA'S'A  conduciamo  le  KNy 
JCN'  parallele  ad  SS':  saranno(Z:iV,.^') 
le  generatrici  rette  della  superficie  parallele  al  piano 
secante  QR.  E però  le  rette  (ZCiV,  QR)  (K N' ,QR), 
sono  gli  asintoti  della  curva.  Per  la  qual  cosa  otter- 
remo gli  asintoti  retti  della  curva  costrutta  conducen- 
do  le  kìi,  k'n'  parallele  a QR  , e tanto  distanti  da 
essa  per  quanto  lo  h il  punto  P'  dalla  retta  SS'. 

lai.  Dalle  costruzioni  fatte  si  scorge,  che  quan- 
tunque gli  asintoti  retti  fossero  quattro  , 'geometri- 
camente parlando  (i!>o),  pure  essi  di  fatto  non  sono 
che  due,  confondendosi  a due  a due  tra  loro  ; poiché 
egli  è uno  stesso  piano  che  tocca  la  superficie  ne’  due 
punti  estremi  della  ( KN  , fp  );  ed  un  medesimo 
piano  la  tocca  pure  ne’pnnti  estremi  della  (K'N* .,ff'). 
Dunque  i quattro  estremi  de’ due  rami  infiniti  della 
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curva  sono  confugnti  tra  loro  da  due  asiiili^  retti.  Tav.  1 1. 

1^3.  Dei  due  rami  deila  curva  1’  uno  %<om- 
preso  dagli  asintoti  , e l’ altro  è da  essi  secato  ; c 
ciò  ha  sempre  luogo,  qualunque  sia 'la  posizione  del 
piano  secante.  E di  fatto  ammeno  che  il  piano  QR 
non  fosse  parallelo  al  piano  degli  assi  parametri,  la 
retta  PT  incontra  le  , Jf/  in  due  punti  diversi 
dai  punti  /,  c perciò  il  piano  tangente  alla  su- 
perficie ne’punli  estremi  di  ciascuna  sua  retta  per  cui 
passa  il  piano  projettato  in  PT  è sempre  compreso 
tra  i piani  limiti  di  essa.  D’altronde  la  incon- 
trando rindcGnita  //,  i,ncontra  le  l'ette  di  permu- 
tazione. Dunque  la  curva  passa  al  *^li  fuori  degli 
asintoti  : la  qual  cosa  in  un  sol  suo  ramo  può  aver 
luogo  , non  potendo , il  piano  secante , incontrare 
più  di  una  volta  le  rette  di  permutazione. 

133.  Quindi  si  rende  palese  che  i due  rami 
della  curva,  non  hanno  la  medesima  forma  ; e che 
le  ordinate  dell’  uno  vanno  sempre  crescendo  , men- 
tre quelle  dell’  altro  sino  ad  un  certo  stato  di  gran- 
dezza crescono,  c poi  decrescono.  Il  ramo  risultante 
dalla  foglia  , in  cui  il  piano  secante  non  incontra  le 
rette  di  permutazione  ha  le  sue  ordinate  sempre  cre- 
scenti; l’altro  che  risulta  dalla  foglia  in  cui  il  pia- 
no secante  incontra  le  rette  di  permutazione  ha  le 
sue  ordinate  crescenti  sino  ad  un  certo  segno,  e poi 
decrescenti.  Però  quest’ ulliino  ramo  deve  'avere 
un  ordinata  massima,  ed  al  di  là  di  questa  un  punto 
di  flesso.  £ quanto  all’ordinata  massima  è chiaro 
esser  essa  uguale  al  secondo  asse  parametro  , éd  ap- 
partenere a quei  punti  della  curva  , che  dall’  in- 
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Tiv.  ii.tcrsczio^  del  piano  secante  colle  rette  di  pcrRiula< 
zione  Insultano  ; ed  è chiaro  pure  non  avere  la  curva 
che  questa  sola  ordinata  massima  , essendo  tulle  le 
altre  rette  della  superfìcie  , a partire  da  quelle  di 
permutazione,  sempre  più  vicine  al  piano  diame- 
trale SS'. 

I34-  Dicemmo  nel  prohlcma  precedente,  che  il 
piano  diametrale  SS'  è piano  asintoto  della  par- 
te conoidale  della  superfìcie  ; la  qual  proposizio- 
ne con  ragionamenti  ibndajti  su  quelli  relativi  alla 
costruzione  degli  asintoti  di  qnctla  curva  deducem- 
mo ; per  la  qual  cosa  essendo  quei  ragionamenti 
applicahili  pure  al  caso  attuale,  potremmo  conchiu- 
dere 'che  i piani  KN,  K'N',  sono  piani  asintoti  del- 
la superfìcie  ; e che  quindi  essa,  ammette  infiniti 
piani  asintoti  , ciascun  de’  quali  è fissato  da  cia- 
scuna coppia  di  generatrici  appartenenti  alla  prima 
giacitura  di  esse  (8)  , e che  perciò  tutti  paralleli  al 
piano  direttore.  Ma  1’  esame  delle  variazioni  della 
curva,  per  le  variazioni  dc'suoi  parametri  ci  m^tte 
al  coso  di  mostrare  queste  cose  in  miglior  modo,  e 
con  maggiore  chiarezza. 

125.  I parametri  della  curva,  sono  , oltre  quelli 
della  superfìcie  , che  gli  sono  comuni , la  distanza 
del  piano  secante  dal  secondo  asse  parametro  della 
superfìcie  , c l'angolo  della  ^ua  inclinazione  all’una 
delle  generatrici  pel  centro  , o ciò  che  torna  lo  stes- 
so al  piano  degli  assi  parametri  della  superficie.’ 

Sup]X)iighiamo  che  vari  la  distanza  del  piano 
secante  dal  secondo  asse  parametro , restando  ferme 
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hitte  le  altre  cose.  I piani  <li  tutte  le  curve  corri-TiT. 
spondenti,  avranno  per  projciioui  verticali  una  serie 
di  rette  parallele  tutte  a e però,  il  piano  PT 

restando  sempre  lo  stesso  (lao),  gli  asintoti  retti  di 
ciascuna  curva  serberanno  tutti  le  medesime  distanze 
dall’asse  di  essa.  Quindi  è ebe  se  si  muova  il  pia- 
no QR  parallciaroente  a se  stesso  , trascinando  seco 
la  curva,  che  variasse  come  si  conviene  pei  variare 
della  distanza  dej  piano  OR  dalla  , e pure  i 

suoi  asintoti  trascinasse,  questi  genererebbouo  due 
piani  paralleli  al  dii>eltore,  e la  curva  la  superficie: 
ed  i due  piani  generati  sareblinuo  tali  , che  nel  senso 
QR  si  accosti-rebbero  sempre  più  alla  parte  conoi- 
dale della  superficie  senza  mai  mettersici  insieme, 
senza  mai.  toccarla.  Quindi  sarebbero  èssi  piani  asin- 
toti della  supeificie^. 

Supponghiamo  ora  che  vari  l'altro  parametro 
della  curva  , vogliam  dire  l’angolo  d’inclinazione 
del  piano  secante  col  piano  degli  assi 'parametri.  A 
ciascuna  di  queste  nuove  posizioni  corrisponderà  una 
retta  diversa,  analoga  alla /*7' (i  no):  e però  il  piano 
di  cui  è pnojpzione  secherà  là  superficie,  per  ogni  po- 
sizione del  piano  QR^  secondo  due  rette  diverse;,  lo 
quali,  essendo  a due  a due  diversament»  lontaua 
dal  piano  SS>-,  daranno  per  ciascuna  curva  asin- 
toti diversi  di  posizione  rispetto  all’  asse  di  essa. 

Facendo  poi  muovere  ciascuno  di  questi  piani 
parallelamente  a se  stesso,  come  abbiamo  fatto  muo- 
yere  il  piano  QR^  verranno  a generarsi  altreltaaù 
piani  , dia  godendo  tutti  delle  proprietà  medesi- 
me che  quelli  generalv^dalle  rette  ( KN  , QR  ) , 
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Tat.  ii.(  K’N> , QR  ) saranao  tutti  piani  asintoti  delta 
parte  conoidale  della  super6cie. 

Dunque  la  conoidale  di  cui  si  tratta  ba  infiniti 

piani  asintoti , tutti  paralleli  al  piano  direttore. 

« 

ia6.  Per  la  fatta  scelta  de’  piani  di  projpzione, 
e pel  modo  come  abbiamo  divisa  la  circonferenza 
ASA'S'A  siamo  riusciti  a costruire  la  curva  senza 
costruirne  la  projezione  orizzontale  (118),  ma  quan- 
do la  maniera  di  esistere  della  superficie  rispetto 
al  piano  secante  e la  sua  fórma  si  voglia  cono- 
scere h utile  il  costruirla.  Nel  disegno  che  presen- 
tiamo 1’  abbiamo  costrutta  ; ed  è la  curva. 

...  EDAO'A'D'E'  ...  F<H>G<OGHF  ...  composta 
pur  essa  di  due  rami  infiniti  ed  asintotici  : e cbe 
gode  delle  proprietà  medesime  di  cui  gode  la  richie- 
sta. Gli  asintoti  di  essa  sono  le  rette  KN  , K!N^. 

irj.  Abbianno  supposto  che  tanto  la  superficie 
quanto  il  piano  secante  fossero  terminati  a’  due  pia- 
ni LMy  L'M'  paralleli  tra  lóro  ed  orizzontali.  Quin- 
di è fàcile  il  rilevare  quali  parti  del  disegno  vada- 
no contornate  con  linee  non  ioterrolte  , e quali  con 
linee  punteggiate. 

I a8.  Pel  punto  R eonducende  la  RR'E  perpen- 
dicolare alla  LMy  sarà  R'E  la  proiezione  del  limite 
del  piano  secante  ; onde  a destra  della  RE  le  pr  o- 
iezioni orizzontali  delle  rette  appartenenti  alla  fo- 
glia superiore  sono  cootornate  con  tratto  non  interrot- 
to : le  loro  parti  iutercette  trala£'£  ed  il  ramo 
EDAO'A'DE*  sono  pantiggiate-,  e le  rimanenti 
_ porzioni  noa  lo  sono.  I punti  (D,  <f)  , (Z?» , <f) 
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sono  i punti  d’ intersezione  del  piano  secaute  collal^Ar.  n. 
direttrice  ( ASJ'S'A  , ss'  ),  di  cui  la  parte 
(^DAS'A'D'  , s^d'  ) è al  di  sopra  del  piano  QR  ; 
onde  r arco  DAS'A'iy  è delineato  con  tratto  non 
interrotto,  e l'arco  D'SD  lo  è con  tratto  punteg- 
giato. Il  piano  secante  taglia  la  superGcie,  ed  a si- 
nistra dell’arco  (^A'0'A,aOi)  h ai  di  sotto  della  fo- 
glia superiore  della  conoidale  ; onde  il  ramo 
yHGOG'IFF^  della  projezione  della  curva  è pun- 
teggiato : e per  le  ragioni  medesime  le  porzioni 
QV' , Vn  della  traccia  orrizzontale  del  piano  se- 
cante sono  delineate  con  tralto  non  interi-olio  , e 
la  porzione  lo  è con  tratto  punteggiato. 

Gli  asintoti  , essendo  sul  piano  secante  , he  loro 
parti  , (»'«/  , sono  delineate  con  tratto  non  inter- 
rotto , e le  rimanenti  parti  ••K , sono  puu- 

leggiate. 

139.  In  projezione  verticale  la  parte  anteriore 
delle  duo  foglie  della  superficie  è tutta  visibile  , e 
nasconde  la  parte  del  piano  SS'  compresa  tra  le 
rette  . (.95' , jc  ) , (SS'  ^ j'c')  . Quindi  la'  curva 

...e,'d;a;b!0;R,a,d,e,  ,..yH'G'o;G;H>F;.,. 

trovandosi  sul  piano  SS'  è in  parte  veduta , ed  in 
parte  nascosta  dalla  superficie  ; e però  gli  archi 
E,'^  , jB/0,  , cB^Afiiip  , O!  ClHIff'  sono  contornati 
con  tratto  non  interrotto,  e gli  archi  ^'D’A IB^^  Op 
E<P^  sono  punteggiati.  L’arco  , 

non  è nascosto  dalla  superficie,  ma  è pure  punteg- 
giato , perchè  nascosto  dal  piano  orizzontale  di  pro- 
iezione, eh’ è abbattuto. 

Per  le  ragioni  medesime  le  projeziòni  yy',  y,r/, 
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TiT<ii0'^/  degli  asintoti  sono  delineate  con  tratto  non  ìeh 
terrotto,  e le  rimanenti  porsioni  sono  punteggiate. 

i3o.  Tutte  le  linee  contornate  con  un  tratto 
ed  un  pnnto  sono  linee  di  sempliei  costruzioni  ; 
quelle  contornate  con  piccoli  trattolini  legano  le 
proiezioni  di  un  medesimo  punto. 

CASO  ».® 

**,  i3i.  Prendiamo  i piani  di  proiezione  come  nel 
caso  precedente  (i  i6)  ; e sia  (^AA'^c)  il  primo  asse 
parametro  , e il  secondo. 

i3a.  Per /,/' innalziamo  le  r'f,  j/ì;  perpendi- 
colari ad  ir,  tagliamo  Is  = Js>=  l's,  = AC 

e tiriamo  le  cs , cs, . 

Il  piano  secante  dovendo  essere  parallelo  al 
secondo  asse  parametro  e dovendo  incontrare  le  ge- 
neratrici pel  centro  in  una  medesima  foglia  della  co- 
uoidaIe(»t5),  prendiamo  sulla  snr,'  un  punto  O, , ed 
un  altro  punto  R sulla  j’cr,,  econducjaHO  per  0,,R 
la  QR  : sarà  QR  la  traccia  e la  projezione  verti-  * 
cale  del  piano  secante.  £ péro,  trallasi  di  costrui- 
re r intersezione  dell»  parte  conoidale  delia  su- 
perficie de’  parametri  {AA',e),  (C,  //')  , col  pia- 
no QR. 

i33.  Sopra  AA'  descriviamo  la  circonferenza 
AS'A'SA  ; dividiamo  i quadranti  AS,  SA',A‘S‘, 
S'A  ciasenno  in  un  egual  numero  di  parti  uguali;  e 
costruiamo  le  generatrici  rette,  che  passano  per  tali 
punti  di  divisione. 

I punti  è , a , , c , g , A",  sono  proje- 
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zLoni  verticali  de’dÌTcrsi  punti  (leDa  curvai  i rjuali,Ttr  t2. 
esseudo  rispettivamepte  punti  delle  generatrici,  sono 
tanto  distanti  dal  piano  diametrale  SS'  per  quanto 
lo  sono  queste  ultime.  £ però  inalzando  pei  punti 
b,  a,  d,  f,  g,  h delle  perpendicolari  a QR , e 
tagliando  da  una  parte  e dall’  altra  di  QR  le  bB^  , 


bBl,  aA!,  dD„  dD;,  cE„  eElJFJF;,  gG„ 

gG^,  hH, , hH!  rispettivamente  uguali  alle  di- 
stanze- delle  generatrici  cui  appartengono  i punti 
proiettati  in  6 , <z  , d^e^fyg^  h dal  piano  SS'  ^ 
otterremo  i diversi  punti  B ^ B',  A/  , 

E^,  E^,  Fi,  F',  G,,  G^,  H'i,  H'i  , che  alla  projez^one 
della  curva  richiesta  appartengono,  dopo  che  il  pia- 
no secante  , rotando  intorno  alla  retta  {SS' , Q R) 
si  è messo,  insieme  colla  curva , in  posizione  pa- 
rallela al  piano  verticale  di  p'rojezìone.  E però 

a B,  A,  D,  E,F,  G,  H,R  h.'g;  f;  E;  d;a;  b;  o, 


è la  curva  richiesta. 


i34<£a  retta  QR  incontrando  le  due  se,  s'c  ne’ 
punti  Op,  R,  e le  proiezioni  verticali  di'  tutte  le  al- 
tre rette  della  conoidale  essendo  comprese  nelP  an- 
golo Si'cs,,  saranno  incontrate  tutte  dalla  QR.  Dun- 
que il  piano  secante  QR  incontra  tutte  le  genera-* 
trici  rette  della  superficie';  e le  incóntra  in  una  sua 
medesima  foglia.  Quindi  la  curva  di  cui  si  tratta  è 
chiusa,  ed  ha  un  sol  ramo. 

i35.  £ poiché  la  curva  ha  ordinate  zero  nei 
punti  O,.  ed  R,  essa  avrà  ainmeiio  un’ordinata  nins- 
sima.  Questa  è la  AiAt'  ; e non  può  àvCrne  allni,  . 
poiché  di  tutte  Jc  rette  della  superficie,  quelle  di  per- 
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Tàt.  la-mutaxioae  sodo  le  più  loutaoe  tra  loro , e le  altre 
si  TauDo  contiauamente  accostando  al  piano  SS'. 

1 36.  Quantunque  per  la  costruxione  della  curve 
di  cui  si  tratta,  non  sia  necessario  il  costruirne  la 
projeziooe  orizzontale  (,i33) , noi  L’ ablnamo  pur 
non  di  meno  costrutta , per  mostrare  meglio  la 
posizione  rispettiva  del  piano  secante  , e della  su- 
perficie ; e per  meglio  farue  conoscere  la  forma. 

iZ'j.  La  ( proiezione  orizzontale  della  curva  è 
delineata  con  tratto  non  interrotto  , perchè  non  è 
nascosta.  Delle  projezioai  orizzontali  delle  gene- 
ratrici , le  parti  intercette  tra  la  curva  sono  pun- 
teggiate , percltè  al  di  sotto  del  piano  secante  ; io 
rimanenti  porzioni  sono  contornate  con  tratto  uou 
interrotto  , perchè  al  disopra  del  piano  medesimo. 
Della  proiezione  orizzontale  delle  direttrici  la  parte 
•AS'A'^  è contornata  con  tratto  non  interrotto , per- 
chè al  di  sopra  del  piano  secante;  il  rimanente  è.  pun- 
teggiato , perchè  al  di  sotto  : i punti  j si  ot- 
tengono proiettando  sopra  AS'A'SA  il  punto  «,  ove- 
la  QR  incontra  la 

La  curva  VKAENN'E'A'ICy  è traccia  della- 
conoidale  sul  piano  orizzontale  di  projezione  ; ed  è 
pure  projezione  dell’  intersezione  di  essa  col  piana 
L'M'y  tanto  distante  da  ( A A',  c),  per  quanto  n’  è 
distante  £AT,  e che  intendiamo  rimosso:  una  tal 
curva  è visibile,  e perciò  è delineata  con  tratto  non 
interrotto. 

i38.  ,La  projezione  ver6cale  è tutta  delineata 
eoa  tratto  uou  iutcrrolto  ad  ecce%zioaj|  delle  porziooi 


Di 
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àeWa.  corra,  perchè , tro- Tiria. 
vandosi  essa  sui  piauo  SS'  essa  sola  può  esser  nasco- 
sta ; e lo  è dalla  I metà  della  conoidale  , aateriore  al 
piano  diametrale  SS'. 

Dopo  tutto  ciò  che  iìu  qui  abbiam  detto  c im- 
portante r osservare  , come  le  curve  delle  conside- 
rate seziodi  piane  si  trasfbrraino  1’  Una  nell’  altra  ; 
e come  ne  variino  le  forme  al  variar  de'  piani  che 
rispettivamente  le  determinano.  Queste  osservazioni 
faranno  il  soggetto  dell’  Articolo  seguente  ; ed  esse 
porranno  fine  a questa  prima  parte. 

ì 

ARTICOLO  VI. 

u 

' Scolio  intorno  alle  costrutte  sedani  piane. 

139.  Roti  il  piano  secante  QR  intorno  alla  rcUaTir.ti. 
O,;  ed  in  modo  che  l'nltra  sur  retta  Q vada  salendo. 

Il  piano  PT  (laoj  farà  successivamente  angoli  più 
grandi  col  piano  de’  parametri,  ed  i due  punti  F^F'; 

F,  F,  di  sua  intersezione  colle  circonferenze  direttrici 
si  avvicineranno  sempre  più  tra  essi  ; lino  ad  incon- 
trarsi nel  punti  S^S'.  Dunque  gli  asintoti  si  avvicina- 
no continuamente  Uno  a confondersi  in  ,RQ.  E con- 
temporaneamente restando  lo  stesso  f angolo  OlcI'\, 
e crescendo  1’ angolo  Oi'ac  la  retta  O/O,  cresce,  e 
la  0,a  decresce  ; e la  O/O,  cresce  rapidamen- 
te sino  a diventare  infinita  , e la  0,a  decresce 
lentamente  e sino  ad  un  certo  stato  di  grandezza. 
Dunque  mentre  il  piauo  QR  rota  intorno  alia  retta 
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Tìt.ii.  o,  il  ramo  si  và  continuameli* 

te  impiccolendo  ; imperocché  si  avvicinano  le  sue  due 
metà  yjH,G,0,\  e si  allontana  rapida- 

mente la  sua  origine  0/  dal  punto  O,;  gli  estremi 
dell’altro  ramo  E ,D fi ,0^3^' A D/E si  avvicinano 
continuamente , i)  segmento  Afi,Ofi\AI  s’ impic- 
colisce , cd  i punti  A\ , A,'  si  tengono  sempre  ad 
egual  distanza  dall’  ^se.  Quando  il  piano  QR  si 
mette  parallelo  alla  retta  (^SS',^cs,)  della  superficie 
le  due  metà  rH,G,0,\  r/H/GlO/  del  ramo 
y,HfiiOlG'^H'yi  coìxionAeuAosx  tra  loro,  ed  il  punto 
0/  trovandosi  infinitamente  lontano  dal  punto  O,  il 
ramo  VHfifilG/H'^Vl  della  curva  si  trasforma 
in  un  punto  esistente  sul  suo  asse , ed  infini- 
tamente lontano  dal  punto  O,:  d’ altra  parte  quando 
il  piano  QR  si  mette  parallelo  alla  retta  ( 55',  j'cs;), 
i punti  F„F,'  coincidendo  in  5,  gli  asintoti  si  con- 
fondono, le  due  metà  E,D,AfiO^,  Ei'DiA'filO,  dell’ 
altro  ramo  EfififififilAIDlEl  si  toccano  ne’  loro 
estremi,  un  tal  ramo  si  chiude  all’  infinito  e si  tra- 

Tiv.io.  sforma  nella  curva  FfitA,OA',G^F,>  {probi.  ’j°  ). 
Ora  si  comprende  assai  meglio  1’  esistenza  di  un 
punto  isolato  e conjug^to  a quest’ ultima  curva,  come 
altrove  (ii3)  si  disse. 

Tìt.u.  i4o.  Continui  a rotare  il  piano  QR  e nel  verso 
medesimo.  Il  piano  P7’(t  ao)  non  incontrerà  piu  le  di- 
rettrici, i punti  F,Fi'i  F,F,  non  esisteranno  più,  e 
gli  asintoti  nemmeno.  Il  ramo  FfififilGIff/F/  di- 
' venterà  immaginario  ; e gli  estremi  delle  due  metà 
E fi, A fi, 0„  E/D''A'B;0,  dei  ramo 
Efififi,0,B,'A>D,'EI  non  si  toccheranno  più,  ma 
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sibbend  si  terranno  congiunti  trasformandosi  il  loroT*»-”- 
scambievole  punto  di  contatto  in  iemplice  rac- 
cordamento  ('probi.  S.”  caso  a.”  );  talché  il  ramo 
EiD^,BiO^BI/4/DIEI  si  trasformerà  nel  ramo 
RHfiF^E,Ap‘AlEIFIGlH'^R  ; e questo  solp  so-Tiv.n. 
stiluirà  l’intera  curva 

. . . e,d,a,op;d;e,.  . ..v:hig\oig,h,v,  .. 

essendo  diventato  immaginario  l’altro  ramo  della 
curva  medesima. 

i4i.  Proseguendo  la  rotazione  del  piano 
e nel  senso  medesimo  , l’ angolo  OpR  resterà  lo 
stesso  , l’  angolo  cO,R  diminuirà;  e però  il^nintoil 
si  avvicinerà  al  punto  O,;  similmente  l’angolo  0,ca 
restando  lo  stesso,  diminuirà  pure  la  retta  Ofli  ma 
la  retta  aR  decrescerà  più  rapidamente  che  l’ altra 
aO,.  Mentre  la  RO,  decresce  ,^'deaescouo  pure  le 
sue  parti  Rii,  hg,  gf,  fe,  ed,  da,  ab  j..,  ed  i punti 
ff/;  G„  G/;  F„  F,';  E,,  E',;  D„  /?/;  si  avvi- 
cinono  alla  perpendicolare  a QR  eretta  per  0, 
percorrendo  delle  rette  ; per  modo  , che  la^  curva  va 
cambiando  di  forma , e tende  a cangiare  la  sua 
lunghezza  m larghezza  e viceversa^  Quando  il  pia* 
no  QR  è giunto  in  posizione  orizzontale  le  parti 

ad,  <70,..., <z/l  divengono  uguali  alle  rispettive  ab, 
...,aOi  delia  stessa  QR  messe  dall’  altra  parte  del 

'Spiano'  IR  ; ed  allora  la  curva 
RHp  p p,AiR  ,0  ! A I D'iEi'  G ! IF  R §i  trasforma  in 
un  ellisse  (i^)di  cui  A'A',  sarà  un  asse:  e di  cui 
ciascun  quadrante  risulta  rispettivamente  dagli  archi 

o, b,a,,a,de,fgr,r,/i;g;f;e;j};a;,a,'r;o;. 

• 143.  La  rotazione  del  piano  QR  continuando 

sempre  nel  medesimo  senso  , l'ellisse  si  cambierebbe 
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Tav.ii.  in  una  curva  simile  alla  RG,E ,0 fE R «he 
l’ellisse  ha  prodotta';  se  tioa  che  la  semiellisse  pro- 
dotta AaV^BiTcoA^Ffl^RH'F'A^  della  curva  (i4o)  • 
produrrà  nella  nuova  un  arco  analogo  a quello 
della  curva  primitiva,  e viceversa  , e la 
semiellisse  prodotta  dall’arco  AJBiO,B'AI  si  trasfor- 
merà in  un  arco  della  nuova  curva  simile  a quello 
A^FfìfiGi'F'^A'  della  primitiva.  A misura  che  con- 
tinua a rotare,  il  piano  QR  la  nuova  curva  si  va 
sempre  stringendo  ; finche.,  essendo  l’angolo  QO^/ 
uguale  a zero  li  due  semiperimetri  della  curva,  car- 
rispnndcnli  agli  ardii  RG^A^B,0^,  RGIA'B^O^  si 
confonderanno  tra  loro  e la  curva  si  trasformerà  in 
due  linee  rette  : il  secondo  asse  parametro  ed  una 
delle  generatrici  pel^  centro. 

Tav.  II.  143.  Seguitandola  rotazione  del  piano  la 
ciirva  E,D,A,Bp,B\A'p\El ...  F;ii;G;OfGp,V, 
ricomparirebbe.  Ma  in  questo  caso  il  piano  QR  in- 
contrando le  rette  di  permutazione  nella  foglia  infe- 
riore della  superficie,  il  ràmo  E,t>iA,B,OBplDIEI 
della  curva  trovasi  trasformato  nell’ altro  suo  ra- 
mo  VpfiPlGlIVr]  , e viceversa.'  Quindi  è pa- 
lese che  tanto  sarebbe  il  continuare  a considerare 
il  piano  QR  come  rotante  nello  stesso  verso  , ed 
intorno  al  medesimo  asse;  che  considerarlo  , come 
rotante  in  senso  contrario  ed  intorno  alla  retta  O/; 
ma  supponendo  che  quel  che  accade  nella  foglia 
superiore  nella  inferiore  accadesse , e viceversa. 

' i44-  Rivolgendosi  il  piano  QR  intorno  alla 

retta  0/  eJ  in  modo  , che  la  retta  R salga,  e l’al- 
tra  Q discenda  , 1’  angolo  l'aR  diminuirà  , fi  con 
esso  diminuirà  pure  l’ angolo  l'cf*  del  piano  PT 


Digiliz.  ! . GtìOgle 


CONSIDERAZIONI  GEOMETRICHE. 


107 

•Oli  quello  degli  assi  parametri  (i3o).  Quindi  i punti  Tit-i 
si  nuderanno  accostando  a’ punti  .e/, ; e per- 
ciò gli  asintoti  si  anderanuo  allontanando;  o con  essi 
gli  estremi  di  ciascuno  de'  due  rami  della  curva  si 
al  lontaneranno  pure.  Contemporaneamente  l'angolo 
rtO'c  va  crescendo;  e diminuendo  l’altro  caO*  cre- 
scerà rapidamente  la  Oia;  e poidiè  l'angolo  OVOfi 
e maggiore  dell’angolo  O/ac  la  O/i  crescerà  assai 
più  rapidamente  della  O/O, . E però  mentre  si  al- 
lontanano gli  asintoti  i punti  Al  si  aUootanano 
rapidamente  dalla  perpendicolare- a Q/t  eretta  per  Oi. 
Quando  i punti  JP,  coincidono  coi  punti 
gli  asintoti  avranno  la  massima  distanza,  tocche- 
ranno- il  ramo  E ^A ^Al D ! K!  delia  curva  nei 
puHli  Ai,Af  ; e questi  punti  auderanno  all’  in- 
finito : e però  un  tal  ramo  di  curva  sarà  pur  esso 
compreso  tra  gli  asintoti.  £ che  i punti  A\A{  va- 
dano iu  questo  caso  all’ infinito  è,  per  le  cose  ora 
dette,^  manifesto  ;.  di  fatto  , perchè  i punti*  P,  FI 
coincidessero  con  A, A*  deve  essere  QR  parallelo  al 
piano  de’ parametri  , nel  qual  caso  r angola  Olae, 
essendo  uguale  a zero-  la  retta  OfU  è infinitamente 
lunga  ; .per  la-  qual  cosa  i punti  Al  andando 
all' infinito,  c- le  ordinate  dell’’  ureo  della  curva  com- 
preso Ira  il  punto  O,  e l’ordinata  A^,  y// csscikIo  mi- 
nori della  A^Al  è tutta  la  curva  tra  gli  asintoti  conte- 
nuta. In  questo  «aso  l’ angolo  cOpi  essendo  uguale  al- 
l’ angolo  Ópic  si  hanno  pei  due  rami  delia  curva  ascis- 
se uguali  corrispondenti  ad  ordinate  uguali  (probi.  C"): 
i due  rami  della  curva  diventouo  identici,  e la  curva 

...  E>D>A,B,OiB,'J,'Vi'El ... ,FlJJ,^C!0,C,lI,V, ... 
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Tat.  9.  si  trasforma  BeH’allra  .. 

...  ii>d;''d;'d;dd;d!"d'',Q...Fd‘'d"dd"d^^^  ... 

Tav.ii.  i4^>  II  piano-  QR  continuando  a rotare  inter- 
no alla  retta  0/  e nell'  ultima  maniera  ; incontrerà 
le  rette  di  permutazione  nella  foglia  inferiore  della 
superficie  : onde  di  nuovo  i rami  della  curva  si 
scambieranno.  £ poiché  dopo  essersi  ridotta  la  curva 
a due  rette  (i43)  abbiamo  detto  che  ciò  che  in  ordine 
alla  foglia,  inferiore  della  superficie  si  'diceva,  in- 
torno alla  superiore  dovevasi  intender  come  detto , 
si  rende  palese  che  continuando  la  rotazione  del 
piano  la  curva  và  soggetta  alle  medesime  fasi 
già  considerate.  , , 

146.  Intanto  dalle  anzidetto  cose  risulta  che  ì 
due  rami  delia  curva 

scambiarsi  l’ uno  nell’  altro  in  due  modi  diversi  : 
o passando  la  curva  per  la  sezione  parallela  al  piano 
de’  |iarametri  ; o passando  successivamente  per  la 
sezione  parallela  al  piano  del  secondo  asse  parametro 
c della  geiicriftrice  pel  centro  , per  quella  inclinata 
al  piano  de’  parametri  in  modo  da  secare  una  sola 
foglia  della  su pcificie,  per  i’ ellisse  , [|<er  quella  pre- 
cedente a questa,  c per  due  rette. 

147.  Se  il  piano  QR  passasse  per  la  retta  s/ 
ed  intorno  di  essa  rotasse  le  cose  medesime  avreb- 
]>ero  luogo  ; con  questa  sola  difierenza  , che  quan- 
do uu  tal  piano  sarebbe  orizzontale  in  luogo  del- 
l’ellisse avrebbesi  una  circonrereiiza  di  circolo;  con 
ciò  di  singolare  eh’  essa  sarebbe  caso  particolare 
di  una  curva  dall’  ellisse  diversissima.  Ma  ò da  os- 
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serrarsi  che  quantunque  la  circonferenza  non  prov-Tir.  n. 
viene  da  una  ellisse  , essa  però  ne  ticn  luogo. 

i4S.  Se  il  piano  secante  non  incontrasse  iit 
nessun  punto  le  circonferenze  direttrici  , 1’  ellisse 
corrispondente  alla  sua  posizione  orizzontale  avreb* 
be  l’asse  minore  uguale  AjÀf  (ig,n®)  in  vece 
di  avere  ad  esso  uguale  il  maggiore  , come  nel  caso 
considerato  (i4i);ma  ciò  non  ostante,  le  altre  curve 
riterieblrero  la  medesima  figura , e avrebbero  la 
lunghezza  nel  medesimo  verso;  conciossiachè  esse 
avrebbero  sempre  una  ordinata  massima  uguale 
ed  il  piano  PT  esisterebbe  sempre  , come  esisteva 
quando  QR  tagliava  le  direttrici  (lao). 

149.  Roti  ora  il  piano  ZAf  intorno  alla  retta  Z?Tit.  ^ 
in  modo  che  la  sua  retta  L venga  innanzi  e l’altra 
M vada  in  dietro.  La  parte  DF^  intercetta  tra  il 
punto  Z?  e la  traccia  ...  F'G'RGF  ...  anderò,  per 
la  natura  dell' ellisse,  crescendo,  e crescendo  an« 
derà  pure  e per  le  ragioni  medesime  la  DFi 
e le  parti  iutercette  tra  la  retta  Z>  e la  conoidale 
di  tutte  le  orizzontali  menate  sul  piano.  ZMal  di 
sotto  di  is  ed  al  di  sopra  di  anderanno  cre- 
Keudo  nel  modo  stesso  che  le  , PF  ; imper- 
ciocché tutte  le  sezioni  orizzontali  della  superfi- 

. . --sr-z.  V ! 

eie  al  di  sotto  di  ss,  ed  al  disopra  di  sono  ellis- 
si similmente  poste  , cioè  avente  tutte  1’  asse  mino- 
re sul  piano  ÀA'  (<7).  Air  incontro  le  sezioni 
orizzontali  comprese  tra  sa  , > s,  , avendo  i lo- 
ro assi  maggiori  sul  medesimo  piano  sul  quale  le 
predette  ellissi  hanno  il  minore  (19,11°)  , di  tutte 
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Tat.  9-  le  orizEontali  condotte  sul  piano  LM  per  la  rètta 
Z7. , le  c|uali  sono  tra  t piani  ss,  {,3,  le  analoghe 
alla  DP  diminuiranno  e le  altre  aualoghe  alla  DF 
cresceranno  ; e lo  stesso  succederà  in  ordine  alla 
retta  intersezione  del  piano  LM  con  quello  di  eia* 
Senna  direttrice.  Quindi  n’  emerge  che  le  ordinate 
delle  due  metà  de’  due  rami 

della  curva  vanno  tutte  crescendo,  e quelle  delle 
altre  due  metà  non  tutte  , ma  alcune  crescono  e<l 
altre  decrescono.  Quindi  pare  potersi  conrhiudeie 
che  tra  tutte  le  ordinate  dell’ arco  F'd^tF'd'd  deli- 
ba esscrvene  una,  la  quale  , rotando  il  piano,  sem- 
pre il  medesimo  valore  ritenesse  : ma  ciò  non  può. 
succedere  ; e di  fatto  un  individuato  punto  della 
curva  , rotaudq  il  piano  LM  intorno  alla  retta  D, 
deve  generare  una  ellisse  od  un  circolo  (12,17)  i 
di  cui  punti  non  sono  ugualmente  distanti  dal  pie- 
de dell’  ordinata  di  quell'  individuato  punto.  Deve 
bensì  'in  ogni  curva  corrispondente  ad  una  deter- 
minala posizione  del  piano  LM  esservi  una  ordina- 
ta che  ne  uguaglia  una  iudividuata  di  ciascuna  curva 
di  quelle  corrispundenti  a tulle  te  altie  posizioni  di 
quel  piano.  Intanto  poiché  i ponti  delle  diverse  curve 
corrispondenti  alle  diverse  posizioni  del  plano  LM , li 
quali  hanno  ordinate  uguali  debbon  essere  equidistanti 
dall’asse  di  rotazione  D,  si  scorge  che  essi  saranno 
su  di  un  cilindro  di  rivoluzione  avente  D per  asse  e 
quell’ordinata  per  paraiiielro:  per  modo  che  l’ interse- 
zione di  quel  cilindro  colla  supeifìcie  sarà  il  luogo 
geometrico  di  tutti  i punti  delle  diverse  curve  prodot- 
te dalle  diverse  posizioni  del  piano  secante  Zilf,  li 
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qntJi  Iianuo  ordinata  uguale.  Così  per  esempio  se 
si  volessero  tutt’  i punti  delle  diverse  curve  di  cui 
si  tratta,  li  quali  hanno  una  ordinata  uguale  a quel- 
la del  punto  (Z?"',  df”)  : col  centro  D ed  il  rag- 
gio z'et"  descriverebhesi  la  circonferenza 
ed  assunta  questa  per  base  dì  un  cilindro  di  rivolu- 
zione costruirebbesi  1’  intersezione  di  questo  colla  su- 
perficie; ed  in  una  tal  linea  d’intersezione  starebbero 
tutt’i  punti  delle  diverse  lìnee  di  cui  si  tratta  , li 
<|aéli  punti  hanno  1’  ordinata  di  uguale  grandezza. 

' tSo.  Volendosi  costruire  i'  intersezione  del  ci- 
lindro colla  conoidale,  possono  valere  le  co- 

struzioni già  fatte  (91);  e riesce  elegantissima  la  de- 
4erminazione  della  projpzioiie  verticale  della  curva 
d’ iutersezione.  Di  fatto  intendiamo  condotti  de’piani 
paralleli  al  piano  direttore;  . essi  secheranno  la  conoi- ' 
dale  secondo  le  sue  rette,  e cosi  taglieranno  pure  il  ci- 
lindro; facendo  rotare  il  sistema  intorno  alla  retta  C, 
le  ottenute  rette  della  conoidale  prenderanno,  dopo 
un  quarto  di  rivoluzione  (93),  le  posizioni  C,c,  Cf  , 
C/c\  C,c!  , Cfì"...  , e le  ottenute  rette  del 

cìliadro  si  troveranno  situate  ciascuua  parallelamente 
a C,D  e tanto  distante  da  essa  per  quanto  il  punto 
della  circonlèreiiza  che  n’  è projezione  oriz- 

zontale è distante  dalla  ; quindi  i punti  d’inter- 
sezione di  quelle  di  tali  rette,  ch’erano  prima  della  ro- 
tazione su  di  un  medesimo  piano , projellati  sopra  le 
primitive  posizioni  delle  rette,  daraono  i vari  punti 
della  curvai  d’ intersezione  del  cilindro  D"'^D/"'  col- 
la superficie.  La  quale  curva  d’  intersezione  è il 
Luogo  geometrico  di  tutti  i punti  delle  diverse  curve 
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prodotte  da  piani  clic  paesano  per  27,  li  quali  liatvio 
1’  ordinata  uguale  d"z’.  Ed  è così  che  sono  costrutti 
i punti  (T',  if) , (7*,  i')  di  un  tal  Luogo,  che  eoo 
un  tratto  e due  punti  tutto  intero  è delineato. 

i5i.  Vogliasi  ora  quel  punto  di  questa  curva, 
il  quale,  appartiene  alla  intersezione  di  un  indi* 
viduato  piano  che  passa  per  la  retta  D colla  super- 
ficie: per  esempio  alla  curva  del  piano  G'D.  La  pro- 
iezione orizzontale  di  un  tal  punto  deve  Covarsi  ad 
un  tempo  sulla  retta  27G^,  perchè  projezione  della 
curva  , e sulla  circonferenza  , perchè  pro- 

iezione del  cilindro  ; per  la  qnal  cosa  T è la  pro- 
iezione orizzontale  del  punto  richiesto,  e {T^i)  uno' 
di  tali  punti.  Tre  altri  punti  che  godrebbero  della ^ 
medesima  proprietà  si  otterrebbero  : 1’  uno  .corri- 
S{K)nderebbe  al  medesimo  ramo  di  curva*  e dall’al- 
ira  banda  del  suo  asse  , e gli  altri  due  corrispon- 
derebbero all’  altro  ramo,  e di  questi  uno  è il  pun- 
16  (7*,  t')  che  ha  il  medesimo  punto  T per  proie- 
zione orizzontale.  “ r 

i5a.  Dopo  ciò  che  abbiara  detto  in  ordine  al- 
l’intersezione  del  cilindro  Z7"'^27^'"  colla  superficie  è 
ficilè  il  persuadersi  che  la  costruzione  di  nn  sufll- 
ti  cute  numero  di  queste  curve  ^ le  quali  per  alU-0 
sT  costruiscono  tutte  aggiungendo  poche  linee  alla 
già'déì^tcnti  , ci  mette  al  caso  di  costruire  tutte  le 
curve ’imniagiiiahili  prodotte  da  piani  che'' passano 
Tav.  i3.pè^  la'ìreltà  D o qualsiasi  di  esse.  Di  tutto  ciò  pre- 
sentianu  un  saggio  nella  tavola  decimaterza , e del 
quale  disegno  non  diamo  spiegazione  , per  non  troppo 
diHingà'rcÌ:’'àvVertiamo  soltanto  che  vi  abbiamo^snpr 
posto  essere  trasparenti  i diversi  piani  secanti. 
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iS3.  Dal  fili  qui  detto  si  vede,  che  rotando 
piano  LM  nel  modo  indicato  (i4o)  t curva 

...  Pc^  ^'d"dd“d!"d''F  ...  Qd^d;d,d;d;"H' ... 
va  cambiando  di  forma  : i punti  d,  d,  ritengono 
sempre  la  stessa  distanza  dal  punto  Cn  ed  i diversi  ' 
punti  degli  archi  a sinistra  della  ^ retta  D si  van> 
no  abbassando,  mentre  quelli  degli  altri  a destra 
della  retta  medesima  si  vanno  inalzando  ed  avvici- 
nando alia  retta  aa!.  Quando  il  piano  LM  si  tro- 
verà avere  una  posiziona:  (ale  da  passare  per  la  ret- 
ta jdt  gli  ardii  a destra  della  retta  D si  congiuuge- 
rauno  pei  loro  estremiW,  d,  ; in  un  tal  punto  di 
congiungimento  vi  sarà  raccordamuutu,  ed  i due  ra- 
mi di  curva  si  trasformeranno  in  un  solo  ; ia 
questo  caso  1'  asintoto  più  non  esiste  , ma  di- 
venta in  vece  tangente  alla  curva  nel  punto  di  rac- 
cordamento  ; imperocché  allora  (g€,  97)  il  piano 
secante  ed  il  piano  tangente  alia  superficie  lungo 
la  sua  ietta  di  permutazione  ji'  , che  è parallela  al 
piano  secaute,  s’ intersecano  secondo  la  retta  di  per- 
mutazione medesima. 

i54-  Continuando  a rotare  il  piano  LMìa  cur- 
va avrà  di  nuovo  due  rami  , i quali  si  secheranno 
nel  punto  che  dall’  intersezione  della  ( aa'  ) 
col  piano  secante  si  ottiene  ; conciossiachè  la  retta 
a<J)  è linea  doppia  della  ruperficie  (19,9"). 
Questa  curva  sarebbe  la  stessa  che  quella,  la  quale  Ter.  8. 
dal  movimento  del  piano  secante  parallelamente 
a se  stesso  si  otterrebbe,  ma  quando  non  oltrepas- 
sasse il  punto  e però  essa  avrebbe  presso  a poco 
( probi.  5”  ) la  forma  della  curva 
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Tav'  8.  . . . . . . S(l'c"cei"'(l"s,'  ...  se  non 

che  questa  è siimueliicu  iiituruo  a’  suoi  due  assi 
ortoguuali  )’>',««' , e quella  iutoruo  a quest’  ultimo 
soltanto  lo  sarehhe. 

i55.  Quando  il  piano  secante  avrà  fatto  un 
quarto  di  rivoluzione  , la  curva  si  trasformerà  nel 
sistema  di  due  rette  concorrenti , le  quali  sono  ret- 
to ( 19,  10°  y luogo  degli  estremi  degli  assi  varia- 
Lili  delle  ellissi  generatrici  della  conoidale. 

7at.  9.  i56.  Continuando  la  rotazione  del  piano  se- 

cante LM  , la  curva  di  sua  intersezione  colla  su- 
perfìcie subLirebbe  le  medesime  fasi  già  subite, 
ma  in  ordine  inverso. 

157.  Se  il  piano  ZibT  fosse  al  di  quà  delle  di- 
rettrici; voglidui  dire  se  non  le  incontrasse,  allora, 
ne'  primi  istanti  di  rotazione  esso  non  incontre- 
rebbe le  ellissi  comprese  tra  le  direttrici  ; e però 
nessuna  delle  ordinate  della  curva,  corrispondenti  alia 
medesima  ascissa  andrebbe  diminuendo  (<49)  • 

I’at.  8.  tutte  andeiebbono  aescendo.  La  curva  sarebbe  la 
...  gmd'h  ...  hi'di'm'g' ...  i di  cui  punti  (/,  corri- 
sponderebbero a’  punti  Ciò  avrebbe  luogo  fin- 

Tiv.  g.  che  il  piano  LM  non  incontrasse  le  direttrici  : in- 
contrandole le  ordinate  corrispondenti  alla  medesima 
ascissa  non  tutte  crescci'cbliero , ma  alcune  dimi- 
nuirebbero: e ciò  comincerebbe  a succedere  quando 
la  retta  analoga  alla  LM  toccasse  la  periferia 

« 

158.  Da  tutto  ciò  che  abbiara  detto  in  questo 
articolo  si  rileva  , che  le  curve  di  tutte  le  seri  iui 
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INTONRO  AD  UNA  INFERRIATA 

RIGUARDATA  COME  SUPERFICIE. 


< PARTE  ir. 

CONSIDEBAZIOMI  ALGEBRICHE. 
ARTICOLO  I. 

Ricerca  dett  equazione  della  superficie. 

i5g.  Uoa  retta  parallela  ad  un  piano  fisso  dc> 
Te,  per  generare  la  superficie  (6),  appoggiarsi  a due 
circonferenze  uguali  poste  su  piani  perpendicolari 
alla  retta  cfae  ne  unisce  i centri  e che  è parallela 
al  piano  fisso.  Queste  condizioni  della  sua  genera- 
zione , sono  quelle,  che  algebricamente  dobbiamo 
esprimere  per  determinare  l'equazione  della  super- 
ficie di  cui  si  tratta.  £ però  sarà  bene  scegliere  tra 
gl’  infiniti  sistemi  di  piani  coordinati  quello  , che 
nella  più  semplice  maniera  esprima  tali  condizioni  ; 
Val  quanto  dire  la  più  semplice  equazione  della  su- 
peificic  UC'  porga.  £ poiché  pare  potersi  conchiu- 
derc,  che  uve  i dati  fossero  espressi  nella  più  sempli- 
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gli  altri  due.  Questi  , purché  sì  taglino  ad  angolo 
retto  , e passino  per  la  retta  che  congiunge  i cen- 
tri de’  cerchi , possono,  d’  altronde,  avere  tante  po- 
sizioni quante  sono  le  infinite  che  prender  pos- 
sono per  una  loro  intera  rivoluzione  intorno  la 
comune  sezione  di  essi  : la  quale  condizione  soltan- 
to data  (i6o) , si  ha  sempre  la  relazione 

Di  tutte  queste  posizioni  che  i piani  XZ  , YZ 
possono  avere,  dohbiaiQO  scegliere  quella  che  le  equa- 
zioni, non  ancora  da  noi  fissate,  della  retta  mobile, 
semplicissime  ci  dia.  Ora  se  si  consideri,  che  la  ret- 
ta generatrice  deve  mantenersi  sempre  parallela  ad 
un  piano  fisso  il  quale  alla  retta  che  unisce  i 

centri  delle  direttrici  è parallelo , ci  accorgeremo 
che  pel  nostro  scopo  ottima  posizione  di  tali  piani 
sarebbe  quella,  per  cui  1’  uno  o 1’  altro  de’  due  XZ^ 
YZ  fosse  parallelo  al  piano  fisso.  Di  fatto  avrem- 
mo, assumendo  così  il  piano  XZ  , due  delle  tre 
proiezioni  della  retta  mobile,  1’  una  parallela  all’  as- 
se delle  X,  e^r  altra  a quello  delle  z.  ^ , 

Assumeremo  adunque  il  }tiano  XZ  parallelo 
al  pianò  fisso  ; e però  chiamando 

h la  parte  intercetta  sull’  asse  delle  y dalla  pro- 
iezione della  retta  mobile  sul  piano  XY , 
a la  parte  dell’  asse  delle  x intercetta  dalla 
proiezione  della  retta  medesima  sul  piano  ATZ, 
<•  la  tangente  dell'angolo  che  quest'  ultima  proiezio- 
ne fa  coir  asse  delle  z , ■ 

otterremo  per  equazioni  della  generatrice 

( X = <»z  a 

\y=.b 
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163.  Alziamo  scelto  diiiicpie  in  -modo  (ale  i piani 
coordinati  , die  il  ponto  di  mezzo  della  retta  die 
unisce  i centri  delle  circonferenze  direttrici  è l’ori • 
fine  degli  assi;  e la  retta  medesima  è 1’  asse  delle  z; 
una  retta  perjiendicolare  ad  essa  ed  al  piano  fisso  è 
asse  delle  jr;  ed  un’  altra  retta  perpendicolare  alle 
due  precedenti,  e perciò  parallda  d.  piano  fisso  è 
quello  delle  x. 

i63.  Avendo  fatto  una  tale  scelta  di  piani  coor'>^ 

. dinati  r equazione  dei  piano  fisso  e k condizione  di 
dovere  la  retta  generatrice  mantenerglìsi  parallela  è 
implicitamente  nell'  equazione  di  quest*  ultima  con» 
tenuta. 

i64-  Fissati  gli  assi  coordinati,  e determinate 
le  equazioni  delle  direttrici,  e della  generatrice,  una 
eliminazione  ci  porgerà  quella  dell»  superficie. 
Trattasi  dalle  sei  equazioni 

<n’c=x’-{-^’  ( n’ =ax’ < X = az  + a 
‘••'<TO  = z ( — = z {j=ib 

eliminare  le  tre  quantità  a , d , • > poiché  la  con- 
dizione di  muoversi  la  generatrice,  appoggiandosi  alle 
dne  circonferenze  direttrici , e mantenendosi  parallela 
al  piano  fisso  richiede  che  si  mantengano  indeter- 
minate queste  tre  quantità,  e che  le  circonferenze  di- 
rettrici e la  retta  mobile  abbiano  comune  le  coor- 
dinate. 

L' eliminare  fra  le  equazioni  [A]  le  a,  b,  <t  im- 
poi terebbe  la  ricerca  del  comna  divisore'  di  esse 
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dopo  aTcrle  ordinate  rispetto  ad  <i , 6 , la  qual 
ricerca  non  efiettuiremo,  ma  altro  metodo  seguiremo, 
il  quale  e più  presto  al  nostro  scopo  ci  mena,  e me- 
glio ci  mostra  la  ragione  di  una  tale  eliminazione. 

i65.  Cominciamo  dal  supporre  clte  la  retta  mobi- 
le si  appoggi  alla  circonferenza  superiore. 

Per  una  tal  condizione  importa  che  le 

$ s=  «2  ^ n’  = a:’ 

siano  simultaneamente  soddisfalle  pei  terni  di' valo- 
ri Ai  X,  jr  ^ z;  onde  potremo  tra  esse  elimiiKue  le 
coordinate.  , 

L’  equazioni 


n'  =.x' 

y =^> 

danno 

f'] 

b'  = n’  - a:* 

Le  altre  due , 

JT  = «2  , 

m~z 

danno,  per  la  sostituzione  del  valore  di  z dalla  secoo- 
da  nella  prima  , 

X —nm^a 

= a’  -f-  a’/»’. 

Questo  valore  di  x'  sostituito  nella  [i]  porge 
[c}  V = Il  — a'  _ 2«r<m  — »ni'. 
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Equazione  eh'  esprime  a quali  condizioni  vanno  sog- 
getti i valori  delle  a,  m,  n perchè  le  quattro 

equazioni  [a]  possano  esistere  simultaneamente;  vai 
quando  dire  perchè  la  retta  mobile  possa  alla  cir- 
conferenza superiore  appoggiarsi. 

i66.  Supponghiamo  ora  che  la  retta  mobile  si 
appoggi  alla  circonferenza  inferiore.  Le  equazioni 


az-\- a 

jr  = b 


j n'  = x 

( — m — z 


esisteranno  simultaneamente:  e sono  quelle  che  trat- 
tate come  aventi  per  x,  y,  z i medesimi  valori  por- 
gono l’equazione  di  condizione  esprimente  le  re- 
lazioni che  aver  debbono  tra  loro  le  costanti  a , « , 
h,  m , n alHnchè  le  equazioni  [&]  possano  simul- 
taneamente aver  luogo.  Le  due 


danno 

[=»] 

Le  altre  due 
porgono 


X §iZ  H 

— m=z 

X = — -|-  rt 

n=^'+r 

y = b 

b'  = n’  — X*  : 


la  quale  col  sostituirvi  il  valore  di  x dato  dalla  [a] 
presenta 

[c']  é’  = n’  — a.’  -j-  3«a/n  — «’m’ . 

167.  Abbiamo  dunque  l’ equazione  [c], esistendo  la 
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quale  la  rella 

( j:  =:  «z  4-  a 

\ jr-b 

si  appoggia  alfa  circonferenza  superiore  , e 1 equa- 
zione [e/j  per  la  di  cui  esistenza  la  retta  medesima 
appoggiasi  alla  circonferenza  inferiore. 

Quindi  ove  la  retta  generatrice  dovessi  ad  en- 
trambe le  direttrici  contemporaneamente  appog- 
giarsi , ambe  le  equazioni  [c-]  , [c']  dovrebbono 
simultaneamente  aver  luogo. 

I punti  adunque  di  qualsiasi  retta 

( 

J x = *z-\-a 

apparterranno  ad  essa  non  solo  ma  alla  superficie  di 
cui  si  tratta  ancora,  quando  le  grandezze  a,  6 , « 
che  la  determinano,  abbiano  le  relazioni  espresse 
dalle  equazioni  [c]  , [c']  prese  simultaneamente; 
vai  quanto  dire  abbiano  qualunque  di  quei  valori 
clic  sono  simultaneamente  radici  delle  equazioni 


[C] 


= n — a’  — — »ni"‘ 

b'  =iTi  — a’  4-  itflm  — a’/n’ 


poiché  allora  soltanto,  la  retta  mobile  può  appog* 
giatsi  alle  circonferenze  delle  equazioni 


tn—z  j — . /»c=5 


manlemuidosi  parallela  al  piano  XZ. 

Dalle  quali  cose  risulta  , che  se  le  successive 
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do  (163)  da  dare  le  più  semplici  equazioni  della  ge- 
neratrice e delle  direttrici  , alliue  di  avere  la  più 
semplice  equazione  delia  superfìcie.  La  trovata  adun- 
que è,  ammesso  quel  principio  (i  59),  la  più  semplice 
tra  tutte  quelle , che  può  avere  la  superficie  ; ed 
una  tal  verità  si  rende  tanto  più  palese  quando  si 
rifletta  , che  la  trovata  equazione  non  contiene  che  le 
due  costanti  m ed  n,  le  quali  vi  sono  indispensabili. 

Del  resto,  ove  piacesse  , potrebbero  permu- 
tarsi le  sue  coordinate.  Sostituiti  i valori  di  x,  7',  z, 
espressi  dall’  equazioni 

X = m‘  l -\-n  u -\-p'  V tt 
j-  = to"  < -f  n"  M -f.  p"  V -f  ^ 
z = m"'t  -J-  n'"u  -{-  p‘"v  -j-  y 

«ella  trovata  equazione  della  superficie , ordinereb- 
besi  essa  per  rapporto  alle  nuove  coordinate  t,  u,  v\ 
e tra  i coefiicicnti  della  trasformala  presone  sei  cd 
eguagliati  a zero  si  otterrebbero  sei  equazioni  ; le 
quali  unite  alle  altre  di  condizione 

ni'  -f-  77i"’-f-  wi'"’=  r m'n  -f-  -f-  m"'n"'  = o 

n>'  n"'  -f-  II'"’  = I nìp'  -j-  m"p"  -f-  m"'p"'z=  o 

n'’  4-  n"l  -f-  n'"'  = i , w'//  -|-  n"p"  -|-  n"'p"'  = o 

determinerebbero  le  nuove  coordinate  ; alle  quali  ri- 
ferita la  superficie  si  avrebbe  1’  equazione  più  sem- 
plice di  essa.  Ma  qualunque  fossero  i coefficienti  del-  < 
la  trasfoi  mata  che  si  eguagliassero  a zero  , le  equa- 
zioni da  essi  co.slituite  insieme  colle  altre  sci  ripor- 
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late  non  darebbero  per  m' , wi",  /«"'  , n' , n"  , n'”, 
p'  ^ p"  y p"'y  che  valori  immaginari , o ad  imma- 
ginari equivalenti  ; la  qual  cosa  esprìmerebbe  appun- 
to che  la  trovata  equazione  della  superficie  non  è 
suscettibile  di  più  semplice  forma. 


ARTICOLO  II. 

Discussione  dell'  equazione  della  superficie. 

♦ 

i^a.  La  equazione  [.9]  della  superficie  è tanto 
per  rap{K)rlo  ad  x , quanto  per  rapporto  ad  y 
di  quarto  grado  derivativa  del  secondo  ; e però 
per  ogni  valore  particolare  delle  jfyzo  delle 
X,  Zy  vi  corrispondono  rispettivamente  quattro  valo- 
ri per  X c quattro  per  y : due  de’  quali  essendo 
disuguali  tra  loro  , sono  uguali  e di  segno  con- 
trario agli  altri  due  ; dunque  ì piani  YZy  XZ  so- 
no piani  diametrali  della  superficie,  e sono  per- 
pendicolari alle  loro  ordinate.  Rapporto  alla  z essa 
è di  secondo  grado  pura,  onde  per  tutti  i valori  as- 
segnabili ad  X cd  ^ corrispondono  due  valori  ugua- 
li c di  seguo  contrario  per  z : il  piano  XY  è dun- 
que ancor  esso  un  piano  diametrale  , le  di  cui  or- 
dinate gli  sono  perpendicolari.  Dunque  i tre  piani 
coordinati  delle  ay  , yz  y xz  sono  piani  diametrali 
ortogonali  della  Superficie. 

• 173.  Ciascun  termine  dell’  equazione  [.^]  ha 
un  numero  pari  di  fattori , per  la  qual  cosa  la 
superficie  ha  centro  ; e di  latti  ponghiamo 
a:  = ^y  y=7y  i=s, 
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e tali  valori  verifichino  l' equazione  ; — y,  — * 

la  verificheranno  pure.  Questi  valori  appartenendo 
ad  un  tempo  alle  coordinate  della  retta 

esprimono  le  coordinate  de’  punti  ove  una  tal  retta 
incontra  la  superficie  ; ed  essendo 

v7+7+«*  = 

si  scorge  , che  due  punti  della  superficie  esistenti 
su  d’una  medesima  retta, ‘che  passa  per  l’origine 
sono  equidistanti  dall’  origine  medesima. 

Dunque  l’ origine  delle  coordinate  è centro  del- 
la superficie. 

Dopo  queste  generalità  vediamo  di  qual  natu- 
ra sono  i valori  di  a:  , ^ , z ; e come  essi  variina 
pel  variare  delle  jr  y z ; x , z ; x y jr. 

Valori  della  x ; conseguenze  che  ne  derivano. 

174*  Ordiniamo  l’equazione  [.S]  per  rapporto, 
ad  x:  ottenghiamo 

m-x*  — (m*  + »■  ) (/i’  -/)»’-!-*’  (n’  - / )*  = o . 
dalla  quale  , facendo , per  brevità  , 

to’ +*’=/,  »*-7’=g’ 

si  ha 

m'x*  — jT g'x'  + g*z'  = 0 , 
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Risolviamo  questa  equazione  per  rapporto  adx: 
otteogUiamo  i quattro  suoi  valori  espressi  per 

a:  = ± I V-f  (/*  V/*  - 4 wz’ ) ; 

de’ quali  i due  primi 

aff=±  £ V ~S/  4«  2’^ 

sono  eguali  tra  loro  , come  pure  i due  secondi 

I 

Dunque  la  superficie  dell’  equazione  £•?]  si  com> 
pone  di  due  parti  distinte  ciascuna  simmetrica  intor- 
no al  piano  coordinato  YZ  ; che  perciò  è piano  dia- 
metrale ortogonale  della  superficie. 

175.  Vediamo  se  per  qualche  valore  particolare  di 
j- , o di  z i valori  della  x possano  essere  uguali  : 
conosceremo  cosi,  se  le  due  parti  della  superficie  rc- 
stono  n pur  nò  sempre  disgiunte. 

Prendiamo  la  diflferenza  de’  valori  disuguali  di 
a?,  ed  eguagliamola  a zero  ; otterremo  una  equazio- 
ne ; e se  tra  i valori  delle  variabili  z che  la  sod- 
disfano ve  ne  sono  de’ reali,  quelli  della  x potran- 
no diventare  uguali  ; se  essa  è in  vece  soddisfatta 
da  valori  immaginari  soltanto,  i valori  della  x non 
potranno  mai  eguagliarsi. 
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La  diOerenza  de’  valori  disuguali  di  è 

quindi  1’  equazione 
+V/^— 

Questa  , contenendo  due  variabili  j , z , pare 
non  poter  servire  al  nostro  scopo  , imperocché  tali 
variabili  sono  di  loro  natnra  indipendenti , e perciò 
non  possono  determinarsi  l’una  per  1’  altra.  Ma  poi- 
ché si  scinde  nelle  due 

Ì = o 

7»  --il. 

-(/*  +V/M4"»V)=i  (/. _ v/.-4mV) 


ciascuna  delle  quali  contiene  una  sola  delle  variabi- 
li ^ , 3,  i valori  della  jr  sono  indipendenti  da  quel- 
li della  3 e viceversa.  Per  la  qual  cosa  se  le  due 
parti  della  superficie  s’  incoutrauo,  cioè  se  T equa- 
zioni [/^  ammettono  valori  reali,  l’ incontro  di  esse 
non  costituisce  un  sol  punto,  ma  sibbene  una  o piò 
linee.  £ di  fatto  sostituendo  nell’  equazione  [*5]  i va- 
lori reali  della  si  ottiene  per  x una  funzione  della 
z , e sostituendovi  quelli  della  z una  funzione  della 
y si  ottiene  ; e le  equazioni'  che  ne  risultano  sono 
per  lo  appunto  le  equazioni  di  una  o piu  linee. 

La  prima  delle  equazioni  dà  immedia- 
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Vn*-/=o; 

dalla  quale  due  valori  reali  per  y , c uiuno  imma- 
giuario  i porgendo 

j = ±ra  . 

La  seconda  dell’  equazioni  diventa 
y4  — l^nCz  = o 

dalla  quale  due  valori  reali  per  z espressi  per 
z=.'±.m 

(B  ninno  immaginario. 

Le  due  parti  della  superficie  adunque  s'incon- 
trano. 

ty6.  Pongliiamo  successivamente  nei  valo- 
ri x',x"  della  X > 

= y=z  — n',  z=— ìR>. 

Per  le  due  prime  sostituzioni  ottenglùamo  ^ 

( 

X -=.0 

Per  le  altre  due 

La  relazione  ^ ss  ± n esprime  due  piani  pa- 
ralleli al  piano  diametrale  XZ  , ad  egual  distanza 
da  esso  , e situati  1'  uno  al  davanti  , e 1’  altro  al  di 
dietro  dei  piano  medesimo;  1'  altra  relazione  x=iO 
esprime  il  piano  diametrale  YZ.  Dunque  le  due 
parti  della  superficie  s’ incontrano  secondo  due  rette 
parallele  al  piano  XZ , ad  egual  distanza  da  esso^ 
e poste  sul  piano  diametrale  YZ. 
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L’  espressione  s = :fc  m è l’ equazione  di  due 
piani  paralleli  al  piano  diametrale  XY  e 1’  uno  al 
di  sopra  , c 1’  altro  al  ' di  sotto  del  piano  medesi- 
mo e distanti  da  esso  per  m ; 1’  altra  equazio- 
ne j:=±  V»’ — j esprime  una  circonferenza  di 
cercliio  il  di  cui  raggio  è n.  Dunque  le  parti  della 
superficie  s’ iucoiftrano  pure  secondo  due  circonferen- 
ze di  raggio  n , ed  i di  cui  piani  sono  ad  egual 
distanza  m dal  piano  diametrale  XV  : s’  incontrano 
cioè  secondo  le  direttrici  (i6o).  Essendo  n il  rag- 
gio di  tali  circonferenze  , ed  n essendo  pare  la  di- 
stanza di  ciascuna  delle  due  rette  costituenti  gli 
altri  luoglii  d'  incontro  delle  due  parti  della  superfi- 
cie dal  piano  XZ^  come  ora  abbiain  veduto,  si  scorge 
che  queste  rette  incontrano  quelle  circonferenze. 

I valori  delle  y c z provenienti  dall'  equazio- 
ni essendo  i quattro  ottenuti  soltanto  , si  scor- 
ge che  le  due  parti  della  su])crficie  s’ incontrano  se- 
condo le  lince 

\y=±n  \ n^x‘  + y 

e poi  si  separono  senza  incontrarsi  mai  più. 

Riprendiamo  i valori  di  x'  , x"  della  x , cd 
esaminiamo  cosa  divengano  per  quelli  di  z minori 
e maggiori  di  ± m,  e quali  per  quelli  di  jr  minori 
e maggiori  di  ± n. 

177.  Nei  valori  di  x la  seconda  parte  sotto  il 
radicale  universale  è sempre  reale,  poiché  1’  espres- 
sione /<  — 4m’s‘  è ua  quadrato  perfetto  riducendosi 
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a ( z’  — m’  )*  ; in  oltre  essendo  >V^4  — /^niz'  le 
grandezze  sotto  il  radicale  universale  non  solo 
non  ammettono  immagiuarietà  , ma  di  più  si  man- 
tengono sempre  positive  . 

Il  fattore 

non  ammette  adunque  niuna  immaginarietà  ; e poi- 
ché , delle  due  variabili  f ^ z ^ non  contiene  che 

s *• 

la  z , mentre  l’ altro  fattore  — contiene  la  sola 

m 

jr  , ne  inferiremo  che  la  z non  può  mai  produr- 
re immaginarietà  ne’ valori  di  x , qualunque  siane 
il  valore  ; dall’  infinito  negativo  sino  all’  infinito 
positivo  ; e che  perciò  la  superficie  và  all’  infinito 
tanto  dall’  una  che  dall’  altra  parte  del  piano  dia- 
metrale XK. 

rr 

178.  Consideriamo  1’  altro  fattore  — . La  m es- 

Tìl 

scodo  costante  non  deve  considerarsi  che  la  sola 
la  quale  si  mantiene  reale  per  tutti  i valori  di  y da 
zero  sino  a ± n : quando  jr  = :t  n essa  dà  per  x va- 
lori zero  ; poi  diventa  immaginaria , e tale  si  man- 
tiene per  tutt’  i valori  della  jr  maggiori  di  n,  si- 
no a -f-  00  , e minori  di  — n,  sino  a — 00.  Dunque 
mentre  le  ordinate  al  piano  diametrale  XV,  danno 
sempre  valori  reali  per  x , quelle  al  piano  XZ 
danno  valori  reali  per  x , solamente  quando  sono 
in  grandezza  minori  di  /(  ; la  qual  cosa  tuo!  dire 
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che  1»  su}>erricie  nel  senso  delle  ordinate  j al  pia- 
no XZ  non  va  all’  infinito. 

Non  potendo  la  y essere  maggiore  di  -f-n  , nè 
minore  di  — n , si  conclùude  , che  se  per  le 
due  rette 


J 7 = ±”. 

. < * = o 

si  conducano  due  piani  paralleli  al  piano  XZ^  tali 
piani  comprenderanno  la  superficie.  E poiché  ab- 
biamo veduto  (176),  che  secondo  tali  rette  le  due 
parti  della  superficie  s’ incontrano  ne  risulta  , che  ivi 
s’ incontrano  toccandosi. 

179.  Abbiamo  già  osservato  (177)  , che  la  z 
influisce  soltanto  sui  valori  del  fattore 


egli  è perciò , che  ove  si  volessero  paragonare  tra 
loro  le  variazioni  de’  valori  x',  x''  della  x per  le 
variazioni  di  quelli  della  z , basterebbe  far  para- 
gone tra  le  variazioni  di  un  tal  fattore. 

Ora  si  ha  — ^m'z'  = z* — m*  onde  resta. 


. Vi  I 

corrispondentemente  ai  due  primi  vbIoev  xi  del-, 
la  X,  e 


i Vi  ^-(2-'»’)^ 

per  gli  altri  x". 


^ . Li.-l 
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Fincliè  z<.m  si  ha  ( z’  — • m’  ) < o 

onde 

Quando  z — m c 2’  m=o, 

onde 

= Vij/ -(*-«’)  j 

E quando  m si  ha  > o, 

onde 

V^j/'+ (*-'»’)!  > \ 

Quindi  è che  per  tulli  i valori  della  z com- 


presi 

tra 

0 

e -(•  m , 0 e — w»  , 

ìs 

x' 

< 

x' 

per  quei  corrispondenti  a 

-}-  m,  — m 

è 

x' 

= 

x' 

e per 

tutti  quei  compresi  tra 

+ m 

e + 00,  — me  — 00 

è 

x> 

> 

x' 

per  la  qual  cosa  la  parte  della  superficie  dell’  equa- 
zione [*S],  corrispondente  alle  ordinate  ar' si  man- 
tiene al  di  dentro  dell’altra,  per  tutto  lo  spazio  com- 
preso tra  i piani 

z = w,  z = — m 

delle  direttrici , e se  ne  mantiene  al  di  fuori  per 
tutto  lo  spazio  al  di  là  di  quello  compreso  tra  tali 
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piani.  Quindi  le  linee 

^Km=zZ  k — m —z 

‘^n.  = x*4-jr*  ^ n*  = x*  + / 

secondo  le  quali  le  due  parti  della  superficie  s'  in- 
' contrano  sono  linee  di  loro  intersezione. 
i8o.  Quando  z z=  o è il  fattore 

e l’altro 

quindi  f 

X'  = 0 , x''  = ± g . 

Poiché  pel  valore  particolare  di  zc=o  è x'  = o, 

S • • " 

ed  il  fattore  — di  x'  è indipendente  dalla  z , è 

'/» 

t 

manifesto  che  quando  z s=  o,  il  fattore  g di  x'  deve 
mantenersi  indeterminato  : per  la  qual  cosa  , es- 
sendo 

V n -jr 

la  y potrà  avere  tutti  gli  infiniti  valori  a comincia- 
re da  — n sino  a n ; conciossiachè  quando  fosse 
— B,  o>4-n  sarebbe  g immaginario,  e 
quindi  pure  x*  . Il  non  potere  essere  ^ < — ra, 
nè  > -f-  n và  di  accordo  con  ciò  che  più  sopra  si 
è detto  (178),  cioè  che  due  piani  dell’ equazione 
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jr=i'±:n  comprendoao  la  superGcic.  Oivcotamlo 
egoaIi|  i due  valori  xi  della  x quaudo  2 = o,  è 
maDÌfesto,  dopo  ciò  che  precede  , che  la  parte  della 
superficie  dell’  equazione  [ <^  ] corrispondente  alle  or- 
dinate X*  s’ incontra  secondo  una  retta  di  lunghezza 
uguale  an,  e posta  sull’  asse  delle  jr.  Di  più  essen- 
do il  primo  valore  di  x'  positivo  quando  è positiva 
la  z , e viceversa  ; ed  essendo  negativo  il  secondo 
valore  di  x'  quando  la  z e positiva  e viceversa  , 
n’  emerge  che  la  retta  an  posta  sull’  asse  delle  jr 
secondo  la  quale  la  parte  della  superficie  corrispon- 
dente all’  ordinata  x'  s’incontra  è linea  di  sua  inter- 
sezione y ovvero  linea  doppia  di  essa. 

Quanto  al  valore  di  x"  nel  caso  di  z = o , 
esso  ci  dice  che  della  superficie  la  parte  corrispon- 
dente a tali  ordinate  incontra  il  piano  diametrale 
XV  secondo  una  circonferenza  , che  è projezione 
delle  due  circonferenze  direttrici  (i6o). 

i8i.  Quando  z = db  Qo  si  ha  il  Ettore 

D’altra  parte  il  fattore  g , essendo  indipendente 
dalla  z non  può  trascurarsi , e deve  , in  generale , 
essere  indeterminato  ; ma  tale  però  che  non  sia 
contradittorio  col  valore  dell’  altro  fattore  di  x*  : 
perciò  dovrà  essere 

g . 

x'=s— . 00,  quindi  è g = =o 

m oo  I 

onde  poi  ' x =;  o . oo  — - 
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e però  nel  caso  di  z = ± oo  debbono  aver  luogo 
in  ordine  ad  xf  y \e  equazioni 

^z  = + oo,  ,£z  = -f.GO,CZ  = — CX3  , 

= + » »57=-"  ’K=  + " ’ 

ixz=.  indet.,  [ x=.  indet. , I Xz=.  indet. , 

Pare  che  dall’  equazione 

e 

x>  =-.  oo 
m 

avrebbe  potuto  dedursi  immediatamente 
x'  =03 

onde  poi  g = ^z=  i ; 

OC 

ma  qxjesl’  ultimo  risultato  è contradittorio  , poiché 
abbiamo  veduto  non  poter  essere  J <-n,  o >+n, 
ed  esso  darebbe  y = "±.S  i _j-  n'  : può  bensi  essere 
infinita  la  j::'  , ma  come  essendo  uno  de’ suoi  infi- 
niti valori  , che  come  quantità  indeterminala  gli 
competono. 

Gli  ottenuti  quattro  terni  di  equazioni  ci  di- 
cono che  la  superficie  ha  quattro  rette  situate  al- 
l’ infinito,  parallele  tra  loro,  perpendicolari  al  pia- 
no YZ  , e distanti  dall’  altro  XZ  per  n. 

Per  la  stessa  supposizione  di  z = d:  co  il  let- 
tore 
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di  XII  diventa  m onde 


x"  = ± g"  = ±V  ti'  —f 

quindi  esìstono  sulla  parte  della  superfìcie  corrispon- 
dente alle  ordinate  x!'  due  circouferze  aventi  per  e- 
quazioni 

Jz=i  4-00,  \ ^ = — 00 

|n’  = o:’4-/,  <»’=o:’4-y. 

Facendo  paragone  tra  queste , e le  equazioni 
ottenute  per  x’  nello  stesso  caso  di  z = 4:  00  si 
scorge  che  le  due  prime  di  quelle  rette  sono  tan- 
genti alla  prima  di  queste  circonfcrenfeuze  e'  le 
due  ultime  alla  seconda. 

aiol  i della  y ; conseguenze  che  ne  derivano. 

182.  Riprendiamo  1’  equazione  [S]  jKmiamo 
in  essa 

n'  z'  — m X'  —h^  ^ n — x'  — k’ 
ed  ordiniankila  rapporto  ad  y ottenghiamo 
2’  4-  k'  z’  )y‘  4.  /i*  k'  =a  o 

la  quale  risoluta  da* 

/ = ± ì V ^ 1 )±  (/i^  _ A*  Z-)  I 

Da  una  tal  formola  si  deduce  , che  il  piano 
cordiuato  XZ  divide  simmetricamente  la  superfìcie, 
tenendosene  due  parti  distinte  tanto  dall’  una  che 
dall’  altra  banda. 
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i83.  L’  andamQuto  di  tali  parti  vico  dato  dai 
valori  di  ^ ; I due  primi  si  maateogooo  maggiori 
degli  altri  due,  fiucliè 

gli  divengono  eguali  quando 

e ne  sono  minori  quando 

■ < A- s’  . 

La  disuguaglianza  > AV 

porge  m ‘^z  . 

L’ eguaglianza  — AV 

> 

presenta  x’  ( m’  _ 2’  ) = o 

dalla  quale  x = 0 , z = ±.m  . 

L’  altra  disuguaglianza 

< k'z 

dà  • rn  < z . 

La  superficie  adunque  è composta  di  due  par- 
ti , le  quali  nel  senso  delle  y sono  1’  una  al  di  den- 
tro deir  altra  , c si  vanno  sempre  più  avvicinaado, 
al  crescere  della  z , a cominciare  dallo  zero,  Giicliè 
non  si  compcnelrino  quando  z = m ; dopo  il  qual 
valore  della  z si  allooianono  di  nuovo  mantenen- 
dosi invece  1’  altra  al  di  dentro  dell’  una. 

Le  parti  della  superficie  s’ incontrano  non  solo 
al  disopra  ed  al  di  sotto  dei  piano  XK,  ma  ancora 
sul  piano  VZ  , poiché  nel  caso  di  A*  = A‘z*  abbia- 
mo ottenuto  nou  solo  z = ‘±:,mt  ma  ancora  x = o . 
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1 84'  Mentre  la  supposizione  di  = k'u  ci  dà 
i Inoglii  d’ incontro  della  superficie  per  mezzo  del- 
1’  equazioni  z s=4:  jr  = o,  che  da  essa  immedia- 

tamente dipendono , ci  dà  pure  la  natura  delle 
lìnee  secondo  le  quali  s' incontrano  , quando  ne’  va> 
lori  di  divenuti  eguali  sostituiamo  i valori  di 
x e z che  da  tali  eguaglianze  derivano.  I valori 
di  y divenuti  uguali  sono 

■r=*ìVK“+*''’) 

i quali  per  la  sostituzione  di  or  = o divengono 
yz=i±.n 

e per  quella  di  z = ± m 

= ± V »*  — x’ . 

Il  primo  di  questi  risultati , dovendo  esistere 
coir  altro  x = o,  esprime  che  le  due  parti  della 
superficie  si  incontrano  secondo  le  rette 

5 Xz=0  I ° 

= ^ iJ  = -n 

Il  secondo  dei  risultati  poi  dovendo  esistere  con 
z=^m  esprime,  che  le  due  parti  si  uniscono  se- 
condo le  circonferenze  di  cerchio 

< z =mj  f z=  — m; 
i quali  due  risultamenti  coincidono  assai  bene  con 
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ciò  ehe  si  disse  ( 1 76)  a riguardo  de’  valori  eguali 
della  X. 

Considerati  i valori  di  y in  quanto  alla  lo- 
ro disuguaglianza  , e riduzione  all’  eguaglianza  , 
consideriamoli  in  quanto  alla  immaginarie^  la  qua- 
le, come  è fecile  vedersi  , dipende'  da  ambe  le  va- 
riabili ar , e z : a dìSerenza  di  quella  della  x la 
quale  (177)  dalla  y soltanto  dipendeva. 

i85.  I due  primi  valori  di  y sono  immaginari 
quando 

nCx'  > rCz  , 

Per  interpretare  una  tale  condizione  consideriamo  i 
limiti  di  essa  ; egli  è così  che  abbiamo  la  equa- 
zione 

mx  — nz 

che  è soddisfatta  da’  valori 

X = o , z =0 , 
che  danno  pe’  due  primi  di  y 

o 

•^=*0 

per  la  qual  cosa  l’ una  delle  parti  della  superficie 
passa  per  1’  asse  delle  y , e non  può  avere  niun 
altro  punto  sul  piano  XY ^ poiché  per  tutti  gli 
altri  punti  situati  su  tal  piano  i due  primi  valori 
di  y risultercbbono  immaginari. 

L’ espressione  / = ± ^ corrispondente  ad 
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x=o,  zr=o  , esprime  cLe  \&  jr  si  mantiene  io- 
dclermiaata  tanto  dall’  una  che  dall’  altra  parte  del 
piano  diametrale  XZ  ; quindi  potrebbe  inferirsene 
die  nna  delle  due  parti  della  superficie  passa  per 
tutto  r asse  delle  y , la  qual  cosa  sarebbe  contra- 
dittoria  con  ciò  che  si  disse  (180)  a proposito  de* 
TaiorI  di  X : si  trovò  che  sì  1’  una  che  1’  altra  par- 
te della  superficie  non  potevano  estendersi  al  di  Ih 
de’ piani  = -|- w , — n. 

Ma  una  tale  contraddizione  non  ha  luogo.  E 
per  mostrarlo  riprendiamo  la  funzione  y'.  di  z ed  x 
corrispondente  à-  due  primi  valori  della  y y - e pon- 
ghiumola  sotto  la  forma 


Facendo  x = 0 , z = 0 ottenghiamo 


Quindi  y è indeterminata,  ma  per  que’  valori  corri- 
spondenti a quelli  dell’  indeterminata  = -com- 


presi tra  — n e -f-  n , soltanto;  poiché  se  in  luogo  di 

— — = - SI  ponessero  quantità  piu  alte  di  -}-  n o 

più  basse  di  — n,  la  funzione  avrebbe  valori  imma- 
giuari  : e qui  reali  soltanto  ne  vogliamo. 
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Dunque  pei  valori  zero  di  x.  c la  fuazione 


mentre  è indeterminata  per  un  verso  , per  altra  par- 
te è determinata.;  conciossiachè  tra  tutti  gli  infiniti 
valori  che  possono  esistere , essa  non  può  ricevere 
che  quelli  compresi  tra— n,  e -f-n  ; i quali  sono 
infiniti  di  numero-  E però  la  parte  della  superficie 
corrispondente  a’  due  primi  valori  dell’  ordinata  y 
incontra  l' asse  Y secondo  una  retta  di  lunghezza  an; 
come  già  per  altra  via  (i8o)  dimostrammo. 

1 86.  L’  equazione  medesima  mx  sznz  è veri- 
fi  cata  pure  da  altri  valori  delle  x , z diversi  dallo 
zero.  jSupponghiamo  che  x , ez  non  siano  indipen- 
denti , ma  in  vece  legate  tra  loro  per  la  relazione 
mx  = nz.  L’  equazione  di  cui  si  tratta  sarà  verifi- 
cata da  tutti  i valori  che  aver  possono  le  coordina- 
te del  piano 

mx  — nz  =sO  , 

il  quale  è perpendicolare  al  piano  diametrale  XZ  > 
e passa  pei  punti 

^ x = + n ( X — — n; 

< z =-f-  nt  I z =3  — I»; 

e lo  stesso  ha  luogo  pure  riguardo  al  piano 
mx  -f-  nz  ss  0 , 

che  passa  pei  punti  , 

^ X = — n i*c=s-f.B 

«z= — m 

za 
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essendo  quadratica  la  relazione  n'z'  da  cui 

siamo  partiti  (i85).  Quindi  è che  i valori  della  x 
e della  z appartenenti  a’  punti  compresi  tra  tali  pia- 
ni danno  valori  reali  pei  due  primi  della  ^ ; e gli 
altri  ne  danno  valori  immaginari.  Per  la  qual  cosa 
i piani 

{6]  mx  _ nz  = 0 , mx  -j-  nz  = o 

sono  piatii  limiti  della  parte  della  superfìcie  cui  ap> 
partengono  i primi  valori  della  y : la  qual  parte  va 
perciò  air  infinito  nel  senso  delle  x , polendo  esse- 
re j?  = ± 00  ordinate  di  quei  piani  ; ma  ciò  ha 
luogo  quando  è pure  z = d-  oo. 

167.  Per  tutti  i diversi  valori  delle  x , a che 
sodisfano  alle  equazioni  [G]  si  ha  sempre  (i85) 
y—o.  Dunque  tra  tutte  le  rette  della  parte  della 
superficie  corrispondenti  a’  valori  y della  y , quel- 
le che  passono  pel  centro  (173)  si  allontanano  più 
di  tutte  le  altre  dal  piano  YZ. 

188.  I due  secondi  valori  della  y sono  imma- 
ginari quando 

x’  > n 

Perciò  facciamo 


sarà  o:3=-(>n  , xs=  — n. 

Dunque  i piani 

X = — n 

paralleli  al  piano  diametrale  YZ  , sono  piani  limiti 
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dcllfi  p.iilc  ilell.i  superficie  corrispondciilc  a’  ^uc  se- 
condi valori  della  ' 

f'^alori  della  z-.  conseguenze  che  ne  deridono. 

189.  L'equazione  [»?]  ordinata  per  rispello 
a z dà 

(x’+X-  ri)  («’_/)  z’_  (x’+/’_n’)  nfx’=o. 
Dalla  quale 

__  mx 
Vn  —/ 

Qui  pare  che  i yalori  della  z siano  due  soltanto;  ma 
non  è cosi  : c ciò  si  fa  manifesto  pel  fattore 
X +jr  —n=0 

della  equazione.  Di  fallo  un  tal  fattore  denota  che  le 
X ed  non  possono  essere  entrambe  variabili  in- 
dipendenti ; e che  perciò  deve  esserlo  una  di  esse 
soltanto  e la  z.  La  z adunque,  essendo  sempre  va- 
riabile indipendente,  in  Ordine  all’  una  delle  due  par- 
ti della  superficie  è indeterminata  ; e perciò  la  e- 
quazionc  presenta  due  soli  valori  per  la  z. 

I valori  determinati  della  z appartengono  alla 
parte  della  superficie  corrispondente  a’  primi  due  va- 
lori della  X,  e della  jr  (174  , 'Sa)  ; e gli  indeter- 
minati a quella  corrisjxindente  agli  altri  due  valori 
della  X , e della  y. 

igo.  I due  valori 
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sono  sempre  reali  fiaclic  n : qualunque  sia  la  x. 
Per  la  qual  cosa  quella  parte  della  superficie  , cui 
rispondono  tali  valori  , và  all’ infinito  nel  senso 
delle  X. 

igi.  Quando/ = ± n , è a = ± co 
qualunque  sia  X.  Quindi  ritornano  (i 8 1)  le  quattro 
rette 

= + 00',  C3  = + 00,  fz  = — OO  , ^ 3 = - 00  . 
,</  = + n , = - n , j/=  + n , - n . 

(x=:indet.,  ^ = iudet. , (3c  = indet.,  = indel.  . 


iga.  Se  fosse  ad  un  tempo 


sarebbe 


:tc=o  , / = ±M 


o 

0 

ed  allora  le  equazioni  (>78)  delle  dufe  rette, secon- 
do le  quali  le  due  parti  della  superficie  si  toccono, 
tornerebbero. 

193.  Quando  fosse 

/>»■  ' 

si  avrebbe  immaginarietà  per  z : e pei  due  valori 
determinati  non  solo  , ma  per  gli  indeterminati  aii- 
cora.  Poiché  la  relazione 


x'  4./’  — n=o 

che  deve  esistere  (189). coi  valori  indeterminati  de) 
la  z è immaginaria  pur  essa,  quando  /’  > n’. 
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194.  Dopo  tulio  ciò  è inanifesto  , avuto  ri- 
guardo a quello  che  altrove  .si  disse  , che  la  parte 
della  superficie  corrispondente  a’ due  primi  vaio- 
lori  x'  della  X (174)  , a’  due  primi  della  j’  (i8a), 
cd  a’  due  determinati  della  s (189),  è quella  che  per 
la  prima  giacitura  (laese^rr.)  della  retta  generatri- 
ce è generata  ; e che  la  parte  corrispondente  agli 
altri  due  valori  delle  x , jr , z , è quella  generata 
per  la  seconda  sua  giacitura  (ao  e sega.)  ; per  la 
qual  cosa  i due  primi  valori  delle  coordinate  essen- 
do relativi  al  fattore  (189) 

’ \ » >1 
« — y ; s ìnx  =0 

e gli  altri  due  alP  altro  fallore 

a • 3 7 ' 

+ J — « = o , 

ed  essendo  la  prima  di  queste  equazioni  quella  del 
Conocuneo  di  Wallis  (*),  e la  seconda  quella  del  Ci- 
lindro di  Rivoluzione  (**),  è evidente  che  la  parte  del- 
la superficie  generata  per  la  prima  giacitura  della  ret- 
ta generatrice  è il  Conocuneo  di  Wallis,  e 1’  altra  ge- 
nerata per  la  seconda  è il  Cilindro  di  Rivoluzione. 
Le  quali  due  superficie,  quantunque  diversissime  di 
forma  e di  natura,  potrebbero  considerarsi  , come 
parti  componenti  di  una  sola  e medesima  superficie, 
quando  come  tali  vole.ssero  considerarsi  quelle,  che 
da  una  medesima  generazione  derivono  (33,34,169). 

(*)  V.  Francoeur  — Coun  Complet  d*  Mattnuoùfues  pura  — Pa- 
ra Seconde  Edition  ii.  , 879. 

(•*)  Ibid.  n.  61 5. 
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, ARTICOLO  111. 

Discussione  della  Superficie. 
iq5.  è sistema  adottato  dalla  maggior  parte 
degli  analisti  , il  discutere  una  superficie  esaminan- 
done le  diverse  sezioni  parallele  a' piani  coordinati. 
Onde,  volendo  pur  noi  seguire  un  tal  sistema,  ci  oc- 
cuperemo in  questo  articolo  dell’  esame  delle  dette 
sezioni  piane  ; quantunque  quella  della  equazione  [A’] 
pure  per  discussione  della  superficie  potrehbesi  avere. 
£ negli  articoli  seguenti  esamineremo  Luna  dopo  l’ al- 
tra tutte  le  sezioni  piane  della  parte  conoidale  ; con- 
ciossiacliè  , se  l’ esame  di  quelle  parallele  ai  pia- 
ni coordinati  fà  in  parte  conoscere  la  forma  della 
superficie,  1’  esame  di  tutte  le  sezioni  piane  imma- 
ginabili , deve  farla  completamente  conoscere  ; e 
noi  crediamo  che  allora  soltanto  debb'  aversene  per 
completa  la  discussione:  e però  questo  articolo,  in- 
sieme cogli  altri  che  seguono,  costituiscono  la  com- 
pleta discussione  della  conoidale  , di  cui  ci  stiamo 
occupando!  perciò  da  ogni  veHtà  relativa  alle  di- 
verse curve  die  esamineremo  onderemo  cavando  ve- 
rità relative  alla  superficie.  Della  parte  cilindrìca'ter- 
remo  conto  in  questo  artìcolo  soltanto;  essendo  notissi- 
twa  , ed  essendosene  già  concepita-  là  sitiinzione  ri- 
spetto alia  conoidale.  ' 

>■  . "t'-:  J ,,  “ V J.  *Ì  MCJ  r'! 

Sezioni  parallele  al  piano  diametrale  XZ. 
i()().  Riprendiamo  I’ eipiav.inne 

— /iii’=o 


/ 
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c sup[)otigUianio , clic  in  cssa^,  sia 


Ponendo 


J = 

b'^n- 


ottengliiamo 

(x’_6’)6V  = (o:’_è’) 
dalla  quale  le  quattro  equazioni 


[^]  bz  z=  mx  , bz=:  — mx  ^xszb,xs=~mb, 

die  sono  quelle  di  quattro  rette  poste  sul  pia- 
no j = /?  : dovendo  questa  esistere  simultaneamen- 
te con  quelle.  Le  due  psime  appartengono  a due 
rette  cbe  passone  per  l’origine  , le  altre  a due  ret- 
te parallele  all’  asse  delle  z. 

ig-y.  Le  due  rette  bz  = mx , bz  =—  mx,  pas- 
sando per  r origine  , mostrono  che  la  parte  non  svi- 
luppabile passa  per  l’  asse  delle  ^ ; e l’ intersezione 
delle  retta 

X = b , xr=—b 
colle  bz  = mx  , bz=z  — mx 

dando  z = m ^ z = — m 

mostrono,  che  le  due  parti  della  superficie  s'incon- 
trono  secondo  due’ curve  poste  sù  i piani 

m j z = — m 

Tali  curve  sono  «irconferenze  dì  raggio  n , ed 
aventi  per  centro  il  punto  d’  incontro  di  quelli  pia- 
ni coir  asse  Z ; imperocché  ponendo  z = ± n nel- 
la equazione  [>S]  risulta 

x'  = n’ 
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198.  Qiiiirulo  foste 


fi  = ±n 

si  avrcLlie 

'^  = 0 , 

e quindi  x — o 

da  tuli’ e quattro  le  equazioni  [H].  Per  la  qual  co- 
sa le  due  parti  della  superfìcie  s’  incoiitrouo  pure 
secondo  le  retle 


/ = + ” » 

X = o J j:  = o . 


199.  Le  quattro  retle  [Aj  npn  potendo  incori* 
trarsi  in  più  di.  quattro  punti,  nè  potendo  confon- 
dersi per  altro  valore  della  fi  diverso  da 
risulta,  come  già  altrove  dimostrammo  (176),  chele 
due  parti  della  superficie  s’ìnconlrono  secondo  le  linee 


= n = x 4.^  ,<a:=o  (J:c=:o 

tenendosi  nel  resto  sempre  disgiunte. 

300.  Quando  fosse  fi  n 


il  piano  jr  =zfi  non  incontrerebbe  la  superficie  ; rm- 
• perocché,  in  tal  caso,  la  deterininatrìce  b dell’  equa- 
zioni [/fj  sarebbe  immaginaria. 


Sezioni  parallele  al  piano  diametrale  XY. 
sor.  Supponghiamo  ora  , che  in  vece  di^^*  = ^ 
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r equazione  [5j  jKJi  gn  ù 

9v  9.  a 1 

m X -J-  yjr  =ny  , x ^ » 

la  prima  delle  quali  è cquilziane  dell'  ellisse  ; e la 
seconda  del  circolo. 

Deir  ellisse  i semiassi  sono 


ttr 


che  si  ottengono  facendo  successivamente  x ^ o 
ed  jr  z=:  0.  Del  circolo  il  raggio  è n. 

11  semiasse  n dell'ellisse  ritiene  sempre  il  medesi- 
mo valore  qualunque  sia  > : dunque  tutte  le  sezioni, cl> 
littiche  parallele  al  piano  diametrale  XV  hanno  un  asse 
uguale  al  parametro  ari  della  superficie.  L’altro  semias- 

se  — varia  con  ; ed  è quarto  proporzionale  dopo  il 
m 

primo  semiparametro  m , il  secondo  scmiparametro  ri 
e la  distanza  y del  piano  secante  dal  diametrale  XV. 
E qui  è da  osservare  come  ciò  si  accordi  colle  costru- 
zioni fatte  nella  prima  parte  (47,  56,  6n...),  quando 
le  generatrici  ellittiche  della  parte  conoidale  , e le 
circolari  della  sviluppabile  si  vollero  determinare. 

fiy 

303.  Finché  r<m  si  ha  — ^ n i 

m 

onde  tra  i piani  z = -(-i»,2  = ._mr  ellisse  ha  il  suo 
semiasse  maggiore  uguale  al  secondo  semiparametro . 

Quando  r t=  m si  ha  — c=  n, 

in 

onde  gli  assi  della  ellisse  sono  uguali. 
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Quando  y ’>  m si  lia  — > » , 

onde  al  di  sopra  del  piano  z = -\-  m ed  al  di  sullo 
deiraltro  : = — /n  l’ellisse  lia  il  suo  semiasse  mino- 
re  uguale  al  secondo  semipi^rametro. 

Quindi  ne  segue , che  le  sezioni  piane  della 
superfìcie  parallele  al  piano  XY  sono  circonferenze 
ed  ellissi , che  si  toccano  nei  punti  ove  intersecono 
il  piano  YZ;  che  si  toccono  in  tutta  la  loro  estensione, 
ossia  coincidono  quando  i piani  z = -f-m  , z = — m 
sono  i secanti  ; e che  al  di  là  di  tali  piani  1’  asse 
maggiore  diventa  minore  , ma  ritenendo  sempre  il 
medesimo  valore  on.  I punti  secondo  i quali  la  cir- 
conferenza e l’ellisse  di  una  medesima  sezione  si  toc- 
coDO  sono  tutti  allogati  in  una  medesima  retta  parallc* 
la  all’ussé  indefìnito  Z, essendo  sempre^ =+  w;  e sono 
pure,  tali  punti,  vertici  delle  ellissi  per  tutto  lo  spazio 
compreso  tra  i piani  z = m , z =—  /»  : e su  le  rette 
medesime  sono  Sempre  collocati  gli  estremi  dell’asse  che 
ritiene  sempre  lo  stesso  valore  ; e le  rette  medesime 
cessano  di  esser  luogo  dei  vertici  delle  ellissi  , quan- 

do  — =n,  ossia  y=±/«:  al  di  là  dei  piani  z=-f7», 


z — — m i vertici  delle  ellissi  vanno  a collocarsi  sul- 
le rellc 


mx  =, 


' nz 


S mx  = nz  , 

(J^=0  l Jz=zO 

conciossiacchè  i valori  di  due  assi  consecutivi 


x<  =• 


nr' 


x"  = 


m 


«r 

m 
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lianno  colia  loro  <li!>tnnza  dall’  origine  delle  coordi- 
nate la  relazione  medcsìina  , die  hanno  tra  loro  le 
ordinale  di  una  medesima  iella' che  passa  per  1’ o- 
rigiiie  , colle  rispettive,  sue  ascisse. 

3o3.  I casi  estremi  di 

f = 0 , y = ± co 
daiiii'o  l•isJ>t'llivaIncnle 

X'  -i-y  = n’  , a-  = 0 
X ^y  = » > = ± n. 

Le  due  prime  danno  la  sezione  sul  piano  XV,  la 
ijuale  si  vede  essere  una  circonferenza  di  raggio  n in- 
sieme con  quel  suo  diametro  che  coincide  coll’  asse 
V : un  tal  diametro  è la  linea  doppia  della  parte 
non  sviluppabile  (i4,  163  ).  Le  altre  due  rappre- 
seutono  una  circonferenza  e due  rette  parallele , che 
la  toccano  in  quei  suoi  punti  che  sono  sul  piano 
YZ. 


Sezioni  parallele  al  piano  diametrale  YZ. 

304.  Supponghiamo  per  ultimo  che  non  sia  più 
jr  = fi  t s = y , ma  in  vece  , 

x = u 

ultenghiamo  dalla  [•$'] 

y = n — et’  , (/  — n’  ) s’  -j-  TO’  = o , 

delle  quali  equazioni  la  prima  rappresenta  dnc  rette 
parallele , e la  seconda  una  curva  di  quarto  grado, 
che  trattasi  di  discutere. 
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2o5.  L’  rquazione  , 

y = «’ — »’ 

dù  per  jr  due  valori 

jr  = >!n—a'  , j'=_Vh— « 

Finche  » ■^n  si  hanno  valori  reali  per  y , quan- 
do « ^ n per  y si  hanno  valori  imnaaginari  ; ed  il 
caso  di  d = i n è limite  tra  quei  valori  della  « che 
danno  valori  reali  per  e gli  altri  che  ne  danno 
valori  immaginari.  Quindi  ne  segue- che  i piani 

ar  = « = — n 

limitano  la  parte  sviluppabile  della  superficie  nel 
senso  delle  .r.  ' 

306.  Quando  « = ± n , i due  valori  della  y 
diventouO  eguali  ; avendosi  soltanto 

r=o 

Dunque  le  rette  dell'  equazione 

» » • 
y = n — «> 

coincidono  tra  loro  quando  « = ± n : per  la  qual 
cosa  i piani 

37  = « = -f-  n 
j:  = « = — n 


toccano  rispettivamente  la  superficie  secondo  le  sue 
rette 

(y  = o iy  = o 
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30- . L’equazione 

{tl  — f )Z  =:  W’  «’ 
risoluta  per  rispetto  ad  j-  dà 
v'  - 1 i 

J — T „ V /<  s — in  * 

> ' 

, • y*'—  — T — ni  •’ 

* M 

* J ' ' 

3o8.  I Talori  y'  , y sono  uguali  e di  segno 
contrario  ; dunque  la  curva  è simmetrica  intorno 
al  suolasse  Z;  e poiclic  questi  valori  si  man- 
tengono sempre  tali  qualunque  sia  x , ne  risulta 
che  la  parte  non  Sviluppabile  della  su perlkie  è di- 
visa in  due  parti  uguali  e simmetiiclie  dal  piano 
A*Z;  e che  perciò  il  piano  JlZ  , come  già  si  era 
dimostrato  (173)  , è piano  diametrale  della  super- 
ficie. 

3og.  I valori  y'  , y"  della  y (307)  non  sono 
sempre  reali:  finché  n’  a’  > ira’  •«’  la  ^ è reale  ; è 
immaginaria  quando  n’  z ni  •'  ; ed  il  caso  di 
n z = m'  «’  dà  valori  per  la  y,  che  mettono  con- 
tinuità tra  i suoi  valori  reali  , e gii  immaginari. 
Queste  condizioni  possono  yerificarsi  io  tre  modi  ; 
o variando  la  z solamente  : 
o col  variare  * soltanto:  • 

od  infine  variando  simultaneamente  z , ed  «, 
Facendo  variare  la  sola' z veniamo  a considerare 
un' individuata  sezione  della  superficie  prodotta  da 
un  determinato  piano  parallelo  al  diametrale  ‘}'Z  ; 
iacendo  variare  la  • soltanto  il  movimento  di  un  io- 
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dividuato  punto  della  curva  di  una  tal  sezione  con- 
sideriamo ; e tutta  la  superfìcie,  facendole  simultanea- 
mente variare.  Occupiamoci  di  ciascuno  di  tali  casi. 


aio.  L’esame  delle  condizioni 
nV>  mV  , r»V  = wV  , nz  < mV 
nel  caso  in  cui  vari  la  sola  z , c con  essa  la  jr 
che  ne  dipende  , è parte  dell’  analisi  della  curva  , 
o ciò  eh’  è lo  stesso  della  discussione  della  sua  e- 
quazionc 

( lì  — y'  )z  = mV  •• 
perciò  completamente  la  discuteremo. 

31  r.  A prima  vista  si  scorge  essere  essa  una 
equazione  di  secondo  grado  pura  , per  rispetto  ad 
ambe  le  coordinate.  Dunque  la  curva  di  cui  si 
tratta  ò simmetrica  intorno  a’  suoi  assi , dati  nello 


spazio  per 


0 ciò-  eh’  è lo  stesso , 


J ^ = « . 

< z = o ’ 

riferita  la  curva  dell’  equa 


zione 

(n  — r)z 

a due  assi  ortogonali  posti  sa  di  un  piano  , tali  assi 
sono  diametrali  della  curva. 

Supponghiamo  , che  /?  , e r verifìchino  l’equa- 
zione ; ^ e — y 1®  verificheranno  pure  : e. però, 

essendo  

+ = V(— + ( — y J » 

r intersezione  degli  assi  diametrali  ortogonali  della 
curva  y ò centro  di  essa. 
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La  curva  di  cui  si  (ratta  dunque  ha  un  centro 
e due  assi  ortogonali  diametrali.' 

313.  Nell’  equazione  della  curva.  (3  io)  pongliia- 
mo  z = 0:  risulta  j'  quantità  immaginaria;  coociossia- 
chè  i valori  della  y messi  sotto  la  forma  . 


danno  7=±V"’  — 00 

quando  z = o. 

Nel  punto  corrispondente  all'  ascissa  z = 0 non 
vi  è dunque  curva. 

Ponghiamo  nell’  equazione  medesima  y — qì 
ottenghiamo 


m*  nw  . 

= — + -7T  ’ n » 

dunque  all’  ascissa 

m* 

z=  corrisponde  un  ordinala  y =0.  Dunque 

la  curva  , nei  punti 


y = o 


nitt 

~n 


incontra  il  suo  asse  delle  y. 

E po.icliè  nel  caso  in  cui  siamo  , i due  va- 
lori y , y"  della  y divenlono  uguali  , mentre  so- 
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DO  , per  luMi  -gli  alni  valori  delia  z , sempre  disu- 
guali ; si  scorge  che . iu  tali  punti  la  porzione  di 
curva  messa  da  una  parte  deli’  asse  Z incontra  quel- 
la messa  dall’ altra  parte  dell’ asse  medesimo.  Quin- 
di nasce  l’idea  di  esaminare  in  qual  modo  si  incon- 
trino. 

31 3.  Prendiamo  la  derivata  prima  dell'equa- 
zione n — y ) a 1=  m «*  • 

ottengliiamo 

{n  —y')àz  — ajdj  = o 

c quindi 

da  ~ aj 
Fatlo_^  = o,  risulta 


Dunque  nei  punti 


ha  luogo  raccordamento.  E poiché  i valori  della  so- 
no sempre  immaginoù  per  tutti  quelli  della  z compresi 

tra  a = 4-  — , z == ; e sono  reali  , per  tutti 

n n 

m«  . tn" 

quelli  tra  z = -1-  ,Z:=QO.cs  = ^ , 
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z = — QO  , ne  segue  che  nello  spazio  compreso  tra 
le  tangenti  alla  curva  ne’  punti  di  cui  si  tratta  , 
non  vi  è curva  : e che  perciò  essa  coroponesi  di 
due  rami  infiniti  , V origine  del  di  cui  corso  è nei 
punti 


214.  Le  tangenti  alla  curva  nell’origine  del 
suo  corso  essendo  pei])endicolari  all’  asse  Z,  essa 
deve  ivi  rivolgere  concavità  ad  un  tal  asse  : come 
lo  mostra  pure  la  derivata  seconda  della  sua  equa- 
zione. 

215.  Andando  all’infinito  idue  rami  della  curva  , 
(2i3)  naturalissimo  si  presenta  il  cercare  se  abbia  o 
pur  nò  asintoti:  e quando  li  abbia  quali  essi  sieno. 

Che  ne  abbia  è cosa  evidente , imperocché  1’  e- 
quazione 


della  curva  dà  per  s una  funzione  tale  della  da 
potere  far  cadere  in  errore  lo  sviluppo  di  Taylor;  ed 
è noto  che  quando  ciò  avviene  per  la  funzione  di 
una  dell’  ordinata  di  una  curva  , questa  ammette 
asintoti. 

L’  equazione  della  curva  , risoluta  per  rispetto 
ad  jr\  porge 

7’  = n’  __  TO’  «’  z-\ 

Crescendo  la  z l'espressione  to’  «’  z~  va  sempre 
diminuendo  , fintantocchè  posto  z = •±  co  essa 


1 1 
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diventa  zero;  e perù  crescendo  là  z il  valore  della 
j-‘  si  accosta  ad  essere  uguale  n.  Prendiamo 

7 = + re,  jr=  — n • 

per  equazioni  di  due  rette  : queste  , qualunque  sia 

z , danno  sempre  ^ ± re  , e quindi  y = n’  ma 

abbiam  veduto  che  crescendo  la  z la  funzione 

» » » « - 
jr  =:  re — m «’ 

si  accosta  sempre  ad  y =riy  e non  l’eguaglia  che 
quando  z = ± oo  ; dunque  le  rette 

7 = + n;  J = ~n 

sono  asintoti  della  curva. 

£ poiché  ponendo  nella  equazione  della  tan- 
dy 

gente  , in  luogo  di  il  suo  valore  tratto  dalla 
dx  f , 

equazione  della  curva  (uiS),  e poi  successivamen- 
te z = oo  , z = — do  , si  ottiene  rispettivamente  per 

Z=  00 

J~  + n,  yr=~n 


e per 
z = _ 00 

7 = — «.  J'  = + n 

che  sono  equazioni  di  quattro  rette  parallele  all’  as- 
se 2^ , e che  si  confondono  a due  a due  , si  vede 
che  i due  rami  della  curva  sono  conjugati  tra  loro 
per  mezzo  dei  trovati  asintoti  retti. 
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aiG.  Dall' es|iicssionc 

y = n — /«’  «’ 

abbiamo  •(Tolto  (ai 5)  essere  le  rette  j z=  n , 
y — — « asintoti  della  curva;  da  essa  si  deduce  pure 
che  le  ordinale  vanno  sempre  crescendo  a comincia- 
re dall’  origine  del  corso  di  ciascuno  de’  due  rami  della 
curva  sino  uirinfìnito  : dunque  ciascun  ramo  di  es- 
sa , non  ammette  per  tutto  il  suo  corso  nessun  pun- 
to al  quale  un  massimo  od  un  minimo  rispetto  al- 
r ordinata  corrispondesse. 

317.  Dall’espressione  medesima  si  rileva  , che 
qualunque  sia  la  z , si  hanno  sempre  due  valori  u- 
guali  e di  segno  contrario  per  l’ordinata  : dun- 
que la  curva  non  può  ammettere  per  nessun  punto 
del  corso  di  ciascun  suo  ramo,  avuto  riguardo  al  già 
detto  (3i3,2iG)  in  ordine  ad  essi,  nè  un  punto  dop- 
pio nè  un  punto  di  regresso,  nè  nodi,  ne  altra  sin- 
golarità ; se  non  che  un  punto  di  flesso.  E di  fatto 
tutte  esse  richiederebbono,  che  si  avessero  alle  vici- 
nanze di  quei  punti  nei  quali  succederebbero,  per  uno 
stesso  valore  dell'  ascis.sa  z due  o più  valori  positivi  o 
negali  deU’ordiuala  ; la  qual  cosa,  come  abbiam  dello, 
non  ha  luogo  : può  ben  esservi  un  punto  di  flesso; 
imperocché  alle  vicinanze  di  esso  l’ ordinala  può 
ritenere  un  solo  valore  positivo , od  un  sol  valore  ne- 
gativo; e di  più,  nonostante  la  sua  esistenza  , l'or- 
dinata può  andare  sempre  crescendo  ; la  qual  cosa 
si  oppone  all’  esistenza  del  massimo  o del  minimo. 
Vediamo  dunque  se  la  curv.v  di  cui  si  tratta  liu 
punti  di  flesso. 
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31 8.  La  derivala  seconda  dflr  equazione  della 
curva  è ' 

+ “«Ir’  + 3jdj^d^=d^^ 


dalla  quale,  dopo  aver  posto  in  luogo  di  — il  suo 


valore  già  oUenuto  (ai3)  , si  Iia 

d’-y  _ (»’— / ) (37.’  + n*) 

dz’—  jr  ‘ zy 


Questa  espressione  della  derivata  seconda  dell’ordi- 
nata della  curva  contiene  nel  suo  secondo  fattore  po- 
tenze pari  della  ^,  deve  in  essa  essere  < » , e 

^ n (31 5),  dunque  non  può  cambiare  di  segno 

che  pel  cambiare  di  segno  del  suo  primo  fattore,  os- 
sia della  j'  ; e però  essa  è sempre  di  segno  contra- 
rio all’ordinata.  La  curva  di  cui  si  tratta  adun- 
que rivolge  dapertutto  la  sua  concavità  all’  asse 
delle  ascisse  z.  £ per  ciò  non  può  aver  luogo  un 
punto  di  flesso. 

i5  3ig.  Dal  fin  qui  detto  scorgesi  qual  è la  for- 
‘ ma  della  curva  delle  sezioni  parallele  al  piano  dia- 
metrale yZ.  Siano  xX , Zz  gli  assi  coordinati,  e 
siano  ortogonali  : dal  punto  X verso  Xy  x pren- 
diamo le  parti  XB  — XC  =?i  , e pei  punti  jB,  C 
tiriamo  le  rette  RS  , VT  parallelle  a Zz,  saranno 
tali  rette  (aiS)  asintoti  della  curva.  Se  a partire 

fflCt 

da  X verso  Z , z prendiamo  XE  — XD  = — sa- 

' n 

ranno  E , D punti  della  curva  , cd  in  essi  ha  ori- 
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j’inc  il  corso  di  ciascun  suo  ramo.  Se  per  E , cTat.  i6‘ 
D tiriamo  le  Ll^  L'I',  queste  saranno  tangenti  alla 
curva  , in  £ , e , e la  limiteranno  : e dei  ra- 
mi di  curva  , I’  uno  sarà  compreso  nello  spazio  in- 
definito VlLR  , e r altro  nello  spazio  Tl'L'S  pure 
indeGnilo.  La  curva  avrà  la  forma  che  mostra  la 
figura;  e tutto  ciò  che  qui  sopra  abbiam  detto  torna 
a mostrare , come  doveva  aspettarsi  , la  curva  co- 
strutta nel  problema  6.”  delia  prima  parte  ; e ve- 
desi  pure  essere  1’  equazione  ivi  dedotta  dalie  co- 
struzioni della  geometria  descrittiva  (93,  noto)  iden- 
tica con  quella  qui  rqiortata  (307). 


330.  Siamo  pervenuti  naturalmente  a discute- 
re r equazione  della  curva  esaminando  le  condi- 
zioni 


nz 


nel  caso  della  z soltanto  variabile  : dovremmo  ades- 
so , come  ci  eravamo  proposti  (309)  , esaminare  il 
caso  in  cui  « solamente  variasse  , e poi  quello  in 
cui  variasse  culla  z ; ma  prima  di  ciò  fare  ve- 
dremo come  si  modifichi  la  curva  di  cui  abbiam  di- 
scorso per  qualche  valore  particolare  della 

331.  Sia  c = 0:  l'equazione  della  curva  diventa 

(„■  _ j’)  s’  = 0 , 


dalla  quale  le  tre  equazioni 


7 = n,  7=s  — re,  z=o; 
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oucle  quando  ^ = o la  curva  si  Irasforma  in  un 
sistema  di  tre  rette  , delle  quali  due  souo  gli  asin* 
loti  della  curva  proposta  , qualunque  sia*  (siS),  e 
r altra  c 1'  asse  K della  curva.  In  questo  caso  il 
piano  secante  coincide  col  piauo  l’Z  , ossia  con 
quello  degli  assi  parametri  della  su^ieilìcie  (i6a);  e 
però  un  tal  piano  ' tagliando  la  conoidale  secondo 
tre  rette  (98)  , delle  quali  due  vanno  all'  infinito  e - 
r altra  è finita  ed  è uguale  al  secondo  asse  para- 
metro, pare  contraddittorio  il  risullalu  uUeiiuto  ; 
conciossiacliè  le  tre  equazioni 

/ = + ”.  J = — n,  - = o 

esprìmono  ciascuna  una  retta  clic  va  all’  infinito  pei 
suoi  estremi.  Ma  si  rifletta  che  queste  tre  equa- 
zioni deLlxmo  essere  tali  da  ripindurru  rcqiiazioue 

(n—f)  2*  = o , 

si  scorgerà  die  , essendo  jr  = -±n  , la  s può  essere 
qualunque,  e che  al  eontrarki  , essendo  2=0.  la 
) non  può  avere  che  i valoi-i  compresi  U'a  -f-  r, 
e —«(*). 

222.  Suppongliiamo  che  la  g sia  maggiore 
di  zero  , e che  vada  «empie  cicsceudo  : le  ascisse 

Queftn  r^tto  è* nuova  pruovir  Jclla  iimabili&hifna  legge  tli  conllnuiìi 
ette  ttcllc  grandezze  geomcIriclK:  rfjiii».  Le  rclle  r = n,  .T  = — « liiuiU- 
nu  )<3  curva  quandi  « è qualunque  (^i5)  ; limiiar  la  delibono  adunque 
pure  q 'landò  è zeit>  : c può  era  iiccc«»ario  nel  caao  di  « = o che  ia 
iella  ucirequazione  zc=o.  uoD  mcsx;  oUre|>afliato  Ic  altre 
c d)C  perciò  fosse  lunga  z/i. 
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^ w« 

fi  > cornspoiiilenli  all' origine  del 

forso  «lei  rami  della  curva  crescono  con  a , e sono 
infinite  quando  oo.  A.  misura  dunque  che  il  pia- 
no secante  si  allontana  dal  piano  VZ  , che  è quel- 
lo degli  assi  parametri  della  superficie  , le  origini 
del  corso  de’  rami  della  curva  si  alfoutanano  ; e 
poiché  i valori  creila  distanza  degli  asintoti  ret- 
ti dall’asse  Z sono  indipendenti  dalla  a.  (atS)  , ne 
risulta  che  a misura  che  il  piano  «ecante  si  allontana 
dal  piano  degli  assi  parametri,  il  rettangolo  termi- 
na(r)  ilagli  asintoti  e dalle  tangenti  alla  curva  ueK 
l’origine  del  corso  (fi  ciascun  suo  ramo  si  và  sem- 
pre allungando  nel  senso  dell’  asse  Z , ma  serlian- 
dn  sempre  la  medesima  altezza  uguale  an.  Questo 
rettangolo  si  riduce  ad  una  retta  parte  ddl’asse 
jr  e compresa  tra  gK  asintoti  quando  « -=  o , e si 
roirverte  nello  spazro  iniinitamenle  lungo  compreso 
tra  gli  asintoti  quando  = ± oo  . 

333.  Prendendo  la  difierenza  Ira  l’ordinata 
dell  asintoto  , e quella  della  (mrva  , si  oHieae  la 
liinzioue 


— m'cLsT'  . 

Quanto  piu  jiiccolo  è m tanto  più  piccola  è.  la 
diflèrcnzn  — r'  , e tanto  più  prestò  ha  luogo  il 
carattere  asiiilolico.Quiudi  quanto  più  è piccolo  a tan- 
to più  presto  ha  luogo  il  detto  carattere.  Ma  pa- 
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ragonate  le  due  espressioni  *' 

— 7' = « — ■''  « — »»Y’  z-* 

relative  a due  curve  corrispondenti  a due  valori 
diversi  , «"  della  « essendo  a'  < a'' , si  inaDtie- 
ne  sempre  y, — y'  <.y„ — y"  ; ed  il  carattere  asin- 
totico si  mostra  prima  nella  curva  data  dal  piano 
corrispoudente  al  wlore  a'  dì  a , e poi  nell’altra  ciré 
al  valore  corrisponde.  Dunque  a misura  che  il 
piano  secante  si  accosta  a quello  degli  assi  parame- 
tri , la  curva  die  vi  corrisponde  si  avvicina  as- 
sai più  rapidamente  che  la  precedente  agli  asirt- 
toti  ; per  la  qual  cosa  riferendo  ai  medesimi  assi 
coordinati  tutte  le  curve  corrispondeuti  ai  diversi 
valori  di  s , quelle  prodotte  da’  piani  più  lontani  da 
quello  degli  assi  parametri  sono  al  di  dentro  delle 
altre  prodotte  da  piani  ad  esso  più  vicini. 

Quando  a o la  differeniaT',  — j'  = ° \ 
la  curva  si  confonde  cogli  asintoti.  £ poiché  ab- 
biam  veduto , in  generale  (ai 3)  , che  la  porzion  di 
curva  messa  da  una  parte  dell'  asse  Z si  unisce  con 

quella  messa  dall’altra,  nei  punti  z z=  ± — , n’emer- 

72 

gè  che  una  porzione  di  curva  coll’  asse  delle  y si 
confonde  : e di  fatto  abbiamo  già  veduto .(aai)  , che 
quando 


a = 0 , 


« 7 = « > y=  — n, 


z = 0 
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334>  Quando  a — + oo  , diventando  .infinita 

pure  r espressione  z z=  ± ^ si  vede  che  le  ascis- 
se z dei  diversi  punti  della  curva  non  possono  es- 
sere  ne  minori  nè  maggiori  di  — e pero  nel  caso 

di  a = :i:  00  le  ascisse  di  tutti  i punti  della  curva 
saranno  tutte  infinitamente  lunghe  , e quindi  la 
curva  anderà  all'  infinito. 

Riprendiamo  la  equazione 

(n-/)z=mV. 

I 

della  curva. 

Se  qm  vorremo  fare  « = ± oo  , se  vorre  mo 
vedere  cioè  quale  diventa  la  curva  quando  se  ne 
va  all’ infinito,  è necessario  porvi  pure  z=±co, 
giacché  abbiamo  detto  qui  sopra  , che  quando 
z = ltoo  la  z non  può  essere  nè  maggiore  uè  ini- 
_ ma 

nore.oiz  = +' — . Facendo  z ed  c infinito  ad 
n 

un  tempo,  la  detta  equazione  diventa 
ossia 


e però  nel  caso  che  qui  esaminiamo  la  quantità 
«’ — jr’  diventa  indeterminata. 
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Oia  pcrcliè  n"  — j'  sia  ÌDdetenninala  è neces- 
sario die  lo  sia  lii  j.  Quindi  quando  a = ± oo  la 
curva  d intersezione  ha  per  equazione. 

^7-=:-|-00  = 

O = iiidcl.  |fj=indel. 

La  intersezione  della  conoidale  adunque  , con 
un  piano  parallelo  al  diametrale  YZ,  ossia  al  piane 
<lc>;li  assi  parametri  della  conoidale  , ed  iiifiiiita- 
nieiiic  lontano  da  esso  , costa  di  due  rette  paral- 
Ide  tra  loro  ed  infinitamente  lontane  dall’asse  dell» 
r clic  vien  dato  dalla' intersezione  del  piano  secante 
medesitno  col  diametrale  XY. 

Noi  abbiamo  già  più  volte  detto  che  la  su- 
perficie è tutta  itrtera  compresa  tra  due  piani  pa- 
ralleli al  piano  degli  assi  variabili  delle  ellissi  ge- 
neratrici , ossia  diametrale  XZ  e distanti  da  esso 
j>er  n.  Quindi  pare  contraddittorio  il  risultato  qut 
sopra  ottenuto  di 

« 

^2=-f-CO  ( Z=  00 

s I J 

<_?' = indet.  ^ = indet. 

iinperoccliè  queste  equazioni  rappresentano  non  solo 
punti  compresi  tra  i detti  piani  , ma  eziandio  punti 
messi  al  di  fuori  di  essi.  Ma  se  si  consideri  la  for- 
ma della  equazione  die  La  generato  queste  ultime 
quattro  equazioni  e perciò  la  funzione  j'”  = indet. , si 
scorgerà  fàcilmente  che  questa  è di  tal  natura  da 
poter  avere  infiniti  valori  bensì,  ma  soltanto  quelli 
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compresi  tra  + „ e — n.  Di  fallo  ia  equazione 

( n’  — 7’  ) 2’  =i»V 

die  genera  la  delta  funzione  ci  dice  che  la  j-  non 
può  , in  quantità  assoluta  , essere  maggiore  di  n 
se  si  voglia  che  la  z sia  reale. 


aa5.  Esaminate  completamente  le  condizioni 
"“<»»«,  n'z  = m\' , nV  m V 


riguardanti  l’ immaginarietà  , o non  immaginarietà 
delle  ordinate  jr  della  curva  (309)  nel  caso  in  cui 
vallasse  la  z soltanto  , esaminiamolo  nell’  altro  in 
cui  la  « soltanto  variasse. 

Perchè  sia  reale  la  jr  deve  essere 


nz 


m 


<2«aBdo  « > — ha  luogo  immaginarietà  ; il  caso 


n s’  = m'u  , ossia  di  * = 

m 

limita  i valori  di  «. 

Sia  z < m ; sarà  — < n , onde  a n 

m ^ 

I punti  delle  diverse  curve  adunque  corrispondenti 
ai  diversi  valori  della  « li  quali  hanno  ascisse  minori 
di  m genereranno  movendosi  curve  tra  la  piirte 
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sviluppabile  della  supeilicic  comprese  (2i5,  207). 

zn 

Sia  z = m : sarà  — = n 

m 

Dunque  (207)  i punii  delle  diverse  curve  corrispon- 
deuti  ai  diversi  valori  della  z ; le  di  cui  ascisse 
sono  uguali  m , generano  curve  che  sono  su  la  par- 
te sviluppa))ile  della  superficie  ; generano  cioè  le 
direlU'ìci. 


226.  Esaminiamo  per  ultimo  le  condizioni 


2*  SI  3*  31 

«->»*<  » nz  ~m  >x.  , 


11^  Il 

1712  < m (( 


nel  caso  in  cui  a e z variassero. 

La  condizione  nz  =r  m'a’  dà  le  due  equazioni 


z = 


m 

n 


a 


> 


z 


<t 


die  , nel  caso  attuale,  sono  quelle  di  due  piani  che 
passano  per  1’  asse  delle  j , e che  fanno  col  piano 

ZY  gli  angoli  le  di  cut  tangenti  sono  4-  —,  — — . 

n n 

Se  dunque  pel  secondo  asse  parametro  della  super- 
ficie e per  le  rette  della  sua  parte  non  sviluppa- 
bile che  passano  pel  centro  conduciamo  due  pia- 
ni, questi  limitano  una  tal  parte  di  superficie  : tra 
essi  la  superficie  esiste,  ed  al  di  là  di  essi  non  esiste. 

Difutti  alla  condizione  nV  > m’a’  ossia  * < — 

in 
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> — ^ , corrispondono  valori  reali  pcr^;  ecl  all’  al- 
tra nV  > m’a’  ossia  a < ^ valori  imma- 

ginari per  jr  vi  corrispondono. 

ARTICOLO  IV. 

Sezione  della  Conoidale  pel  suo  primo  asse 
indefinito. 

227.  Siano  CAT , CK,  CZ  gli  assi  coordina- 
ti  : il  piano  secatile  , dovendo  passare  pel  primo  as- 
se indefinito,  passerà  per  l’asse  CZ  (162.19,8°); 
e perciò  sarà  perpendicolare  al  piano  XCY.  Dun- 
que il  piano  secante  sarà  projettato  sul  piano  XCY 
secondo  una  retta  CX',  die  passa  per  C \ e l’ e- 
quazione  semplicissima 

j z=Ax 

Io  rappresenterà.  Questa  insieme  coll’ altra 
/’z*  + m'x  — rCz' 

considerate  simultaneamente  darà  1’  equazione  della 
curva  richiesta. 

Assumiamo  in  vece  il  piano  secante  per  uno 
dei  piani  coordinati , e propriamente  per  quello  del- 
le zc,  z : ritenendo  i piani  coordinati  ot-togonali.  Sarà 
la  retta  CX  1’  asse  delle  x , la  CY*  ad  essa  perpen- 
dicolare quello  delle  , c la  CZ  perpendicolare 
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■ad  enlraml)c  quello  delle  z : trattasi  di  permutare 
le  coordinate. 

Sia  M un  punto  della  superfìcie.  Da  esso  ti- 
riamo la  MQ  perpendicolare  al  piano  e dal 

punto  Q , ove  la  MQ  incontra  il  piano  XCY , ti- 
riamo la  QP  perpendicolare  a CX , e la  QP>  per- 
pendicolare ad  CX'  : saranno  CP  , PQ  , QM  le 
coordinate  del  punto  M riferito  agli  assi  CX,  CV, 
CZ -,  CP' , P'Q',  saranno  quelle  dello  stesso 
punto  M riferito  a’  tre  nuovi  assi  CX' , CV',  CZ. 
L’ ordinata  QM  c la  stessa  ne’  due  sistemi  ; tratta- 
si adunque  di  esprimere  CP  , PQ  in  funzione  di 
CP' , P'Q  ; o ciò  eh’  è lo  stesso  x ed  y per  x'  ed 
jr' . Dalla  fatta  costruzione  risulta  (’) 

CP  — CS  cos.(xx')  , 

CS  = CP'  — P'S 

CP  = {CP'—P'S)  cos.{kx'). 

È poi  P'S  = P'Q  tang.(a:x') 
onde  CP  = CP'  cos.(xx')  — P'Q  sen.(.r.r/) 
e sostituendo  in  luogo  delle  rette  , le  quantità  che 
rappresentano 

x=07'cos.(a:x/)  — y seH.(xj:'). 

Risulta  pure  dalla  costruzione  medesima 
PQ^QS+  PS  ; 

' • /io  ^'Q 

« poi  05  = ^ 

cos.(xx') 

(*)  Colla  notazione  ang.  indichiamo  qui  ed  in  prosieguo  V .in* 
folo  che  fauDO  due  assi  cuordtnali  qualunque  delle  x , s'. 
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come  pure 

PS  = CP  tang.  (xx/) 

=^CP'  cos.(jfo:')  — P'Q  sen.(j:^')|lang.(arx') 

a 

= CP>  sen.(xx')  — P'Q 

cos.  (xx') 

oude  sostituendo  verrà 

PQ  = CP'  sen.(xj:*)  -J-  P'Q  cos  .(xx) 
jr  = jr'sen"(a:jc')  -f-y  cos.(xx'). 

Se  per  brevità  dello  scrivere  porremo 
s ~ seD.(xx')  , c = cos.(xx') 
otterremo  per  ultimo 

X = ex'  — sy' 
jr  = sx>  cy'. 

Sostituiti  questi  valori  nell’  equazione 

* * . » » 
jz  -f.  mx  = ns 

della  conoidale  , otterremo 

[/]  Qx  -f-  cy-yz  -j-  nC  (ex — sy-y  = rìz 

e quest’  ultima  è 1’  equazione  della  superficie  riferi* 
ta  ai  nuovi  assi  coordinati. 

338.  Facendo  nella  equazione  [/] 
oUengbiamo  immediamente 

r«r-|  ,1.  .. 

[A]  j X 2 -f-  e m X =nz  ; 


Tir.14. 

fs- 1. 
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e questa  c l’ equazione  della  curva  richiesta , riferi- 
ta a due  assi  ortogonali  posti  sul  suo  medesimo 
piano. 

Se  in  vece  di  porre  ^ = o , avessimo  fatto 
a:  = o avremmo  ottenuto 

c y S -f-  ^ my  Z^nz 

curva  della  stessa  natura  dell’  altra  corrispondente 
ad  y = o , e che  da  quella  equazione  si  sarebbe 
immediatamente  dedotta  , ponendo  in  luogo  del  seno 
c del  coseno  dell’  ang.(jjx')  il  seno  ed  il  cose- 
no del  suo  complemento  ; poiché  il  seno  del  com- 
plemento di  un  angolo  è uguale  al  coseno  di  quel- 
r angolo , ed  il  coseno  del  complemento  dello  stes- 
so angolo  è uguale  al  di  lui  seno  ; e paragonando 
tra  loro  le  due  equazioni  ottenute  per  y = o cd 
j;  = o si  scorge  esservi  il  c scambiato  in  5 e vice- 
versa. Noi  riterremo  la  prima  per  equazione  della 
curva  , ed  essa  discuteremo. 

3ig.  Nella  equazione 

s'x’z'  -f-  c nix'  = n'z' 

possono  darsi  a ciascuna  delle  costanti  s , e c una 
infinità  di  valori  compresi  tra  lo  zero  , e 1’  unità  , 
solo  che  sia 

s’  -f  c = I ; 

poiché  ad  ang.(j:x'),  quantunque  costante,  gli  com- 
petono tutl’i  valori  intermedi  compresi  tra 
ang.(xar')  = o,  ed  ang.(xx')=  ii. 
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SuppoDgbiamo  che  sia  f c=  o ; sarà  c = i , e 
ia  equazione  si  caugeià  in 

9 1 1 « 

m X z=  M 3 

t'hc  equivale  alle  due 


cquazioui  di  due  rette,  le  quali  passano  per  1’  ori- 
gine e fauDO  coir  asse  delie  z 1' angolo  la  di  cui 

n ’ ■ 

tangente  è — . Questo  risuUamento  coincide  con  ciò 
m 

che  altrove  si  disse  : e di  fatto  in  questo  caso  il 
piano  secante  coincide  col  diametrale  XZ  , eh’  ò 
(19,6°)  il  piano  degli  assi  variabili. 

Sia  in  vece  c=:  0 , ed  s = 1;  otterremo 
2’(a:’  — n’)  = o 

che  è la  equazione  di  tre  rette  , di  cui  due 
x = -f-n,  X — ~ n 

parallele  all’ asse  delle  z,  e distante  da  esso  pel  para- 
metro n : le  quali  sono,  come  dovevamo  aspettarci, 
le  rette  di  permutazione  della  superGcic  ; e 1'  altra 

z =:  o 

che  coll’  asse  delle^  coincide,  la  quale  per  altro  ap- 
partiene alla  detta  .sezione  per  la  sola  sua  parte  an 
compresa  tra  le  dette  due  rette  parallele  x = -f.  n, 
X zz=  — n : e ciò  per  ragioni  analoghe  a quelle  espo- 
ste nel  numero  aai.  (pag.  166). 

n3o.  Consideriamo  1’  equazione  generale 

LAJ  sxz  c=ns 

della  curva.  1 3 
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Essa  conlicue  le  quantità,  m , k , c , e le 
coordinate  a:  , z : le  quantità  m,  ,t,  ed  una  (239) 
delle  c , s sono  parametri  delia  curva  , perché  in- 
dispensabili ; di  fatto  m ed  n suno  relative  alla 
superficie  e la  determinano,  c ed  s ni  piaiiu  secnii- 
cante  e lo  determinano.  Dalla  qual  cosa  le  due  se- 
guenti pro|>osizioni  derivano. 

1.®  L' equazione  ottenuta  [AT]  è la  più  semplice  e- 
quaziooe  della  curva. 

3.®  Gli  assi  coordinati  della  curva  sono  assi  diame- 
trali ortogonali  di  essa  , o l' origine  delle  sue 
coordinate  n'  c 11  centro. 

La  prima  di  queste  due  proposizioni  potichbe 
dimostrarsi  pure  permutando  le  coordinale.  Di  f'iilln 
ponendo  nella  [K]  in  luogo  di  a:  c z 1 loro  valori 
in  funzione  delle  nuove  coordinate  x'  , c 2'  , si  ot- 
terrebbe una  equazione  contenente  queste  ultime  , 
e le  determinatrici  della  posizione  dei  nuovi  assi  ; 
le  quali  determinatrici  risulterebbono  di  valore  im- 
maginario , qualunqoe  dei  coclbcicuti  della  trasfor-A 
mata  si  uguagliassero  a zero. 

Quanto  alla  seconda  delle  dette  proposizioni  , 
colla  massima  speditezza  nel  modo  seguente  dimo- 
strasi. Sieno  < , ^ una  coppia  di  valori  della  x c 
della  z i quali  soddisfino  l’equazione;  — «,  — n 
la  soddisfaranno  pure.  E poi 

V«’  — a'  = 

dunque  la  retta  che  unisce  i punti  qualunque  «,  jj  , 
— a,  — B della  curva  passa  per  f origine  , ed  è 
divisa  [,er  mezzo  da  un  lui  punto  : e pelò  quest’  ul- 
timo è cenilo  della  curva. 
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Dojio  c^ucìtc  ^unuralilà  esautiiiianio  il  curso  del- 
ti! tu  iva. 

2J1.  Risolveiiilo'  r c(|uazioiit;  [K^J  rispello  ad  x 

bt  La 

ÌIZ 

X = ± — " . 

Se  ni  -j-  s'z 

In  fjiipsla  espressione  quando  la  z è positiva,  è po- 
sitivi) il  primo  v.nlorc  della  x e negativo  il  secon- 
do ; quando  z = o , sono  entrambi  eguali  zero  ; c 
quando  z è negativa  il  primo  valore  della  x e' ne- 
gativo ed  il  secoli Jo  positivo.  La  curva  dunque 
si  compone  di  diit:  rami  ciascuno  de’  quali  passa 
per  Torigine;  e r uno  di  essi  dalla  regione  delle  x, 
z positive  passa  in  quella  delle  x , z negative;  e 
l'altro  dalla  regione  delle  x positive  e delle  z negative 
passa  in  quella  delle  x negative  e «Ielle  z positive. 

233.  Il  Valore  di  x La  sotto  il  segno  radicale 
])oteuze  pati  e positive  : onde  qualunque  sia  il  va- 
lore d-i  z dall’  inliiiilo  uegativu,  sino  all’  inliiiilo  po- 
sitivo i valori  della  x noì^  sono  mai  immaginari;  e 
j)ei()  ciascun  ramo  della  t*rva  va'  all’  irifiiiilo,  tan- 
to nel  senso,  delle  ascis.se  pis-itive  , ebe  nei  seastr 
delie  negative-, 

a33.  A misura  clic  la  curva-  si  allontana  dal- 
r as.se  delle  X,  si  allontana  pure  da  quello  delle  z ; 
se  non  che  dal  primo  per  una  quuutità  infinita  c dai 
secondo  per  uua  quantità  finita.  . 

Per  trovare  il  massimo  ullontaaamenlo  della 
curva  dui  suo  asse  delie  ascisse  z cisolviamu  la 


i8o 
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equazione  [iiTj  rispetto  a z : ottcugliiamo 

cmx 

= ==  ± — 

\u  — s’x' 

uve  appena  dm  il  valore  di  x oilrej)assu  il  liiuilu 


X = ± 


il 


s 


? 


proveniente  dalla  equazione 

n z:zS  X , 

il  Tylure  della  z diventa  imniagìiiario.  £ qui  è da 

M . 

osservarsi  , die  quaudo  x = ± — risulta  2 = x • 

s 

Dunque  il  massimo  allontanamento  della  curva  dal- 
l’asse  delle  z avviene  con  quello  dall' asse  delle  a:; 

ed  il  primo  è , mentre  il  secondo  è infinito. 


a34.  Quest’  ultimo  risultamento  c’  invita  ad  e- 
saminare , di  ciascun  ramo  della  curva,  i punti 
posti  alle  vicinanze  di  quelli  che  più  di  tutti  gli 
altri  si  allontanano  dall'  gsse  delle  z.  Consideriamo 
prima  il  ramo  corrispon^nte  al  primo  valore  x 
della  ordinata  x. 

Sviluppiamo  secondo  le  potenze  discendenti 
delta  z la  funzione 


nz 


ottenghiamo  la  serie 


Xc'm'  -p  t’z 


SI c’/n®.i~*z~“_i. — 7c4/nl.T”4z~4  , 

a '3.4 

1.3.5 

7-TtC<'7j''>.T~6-— 6 I . 

3.40  ~ 
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Dalla  lorina  «Iella  qual  serie  si  scorge  , cheTi»-  14 
quanto  più  gruiide  è z , tanto  più  rapidanieiile 
ilectescoiio  i suoi  termini  , tanto  più  i primi 
souo  grandi  a jiaragone  degli  ultimi  , e tanto  più 

n 

la  sua  somma  si  appossima  al  valore  Essendo 

dunque  xCX,  ZCz  gli  assi  coordinati,  se  prendia- 
mo da  C verso  X , e da  C verso  x le  parti 


CJ3  = CB'==  - , 

s 


e tiriamo  per  li  punti  J?  , le  rette  ED  , E'D* 
parallele  a ZCz  ; il  ramo  della  curva  coirispoiitleu- 
te  al  primo  valore  x'  della  x a misura  die  si  .d- 
lonlaiia  dall’  asse  XCx  si  accosta  sempre  più  alla 
retta  ED  quando  Z è positiva,  ed  alla  E'D'  quaii- 
<lo  è negativa.  Imperciocché  (33i)  quando  è posi- 
tiva la  s è positiva  la  x' ; ed  a misura  che  la  cur- 
va cammina  nel  senso  BE  cresce  la  z e diminui- 
sce la  diQércnza. 


Xr— 


”1'  , , , , 1.3.5 

x'= — •<-  c i/«  I j~  — . 

s la  3.4  a.4  0 


tra  1 ordinata  X/  della  retta  ED  , che  è espressa 
dal  primo  termine  della  serie  [Z]  , e quella  del  ra- 
mo della  curva  che  da  tutta  la  serie  è espressa  : 
quando  è negativa  la  s , è negativa  la  x'  ; ed  a 
misura  che  la  curva  cammina  nel  senso  B'D'  di- 
minuisce pure  la  difTerenza  tra  1’  ordinata  della  ret- 
ta E'D^  e quella  dello  stesso  ramo  di  curva. 

Ma  mentre  il  ramo  della  curva  si  avvicina 
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i4.sctD{ire|>piu  alleroUe  ED,  E'D' , procedendo  limanar 
*' nel  senso  BE  , B'V  , non  può  mai  mcUersici  in- 
sieme ; impercioccliè  per  quanto  sia  grande  la  z 1» 
diflerenza  — a?'  auderà  sempre  dimànueudo  , sen- 

za poter  mai  essere  zero.  Può  bensì  diventare  iiii- 
Tiore  di  ogni  qirantità  assegnabile  ; ed  il  solo  caso 
di  s=±co  darebbe  x,- — x'=o. 

Dunque  la  curva  tende  coutiiiuamcnte  a rag- 
giungere le  ielle  DK  , E'D'  , ma  senza  poter  mai 
uietlersìci  insieme  ; e però  le  rette  DE  , E'D'  sa- 
no asintoti  retti  della  curva. 

Se  in  vece  del  primo  valore  x'  della  x (a3i) 
avessimo  consideralo  il  secondo  j;“,  con  un  ragiona- 
mento perfettamente  analogo  al  precedente  saremmo 
giunti  a scorgere  die  l’altro  ramo  della  curva  il  quale 
corrisponde  a’ secondi  valori  X^'  di  x ha  pure  due 
asintoti  retti;  e che  questi  si  coufoiiJoao  coi  jirimi. 
Questa  sola  dilTerenza  vi  è , die  mentre  1’  uno  dei 
rami  si  accosta  agii  asintoti  ED  , E'D'  correndo 
nel  senso  BE , B'D',  1’  altro  ramo  ad  essi  si  acco- 
sta correndo  in  senso  contrario  secondo  BD , B'E^. 

La  curva  dunque  lia  due  asintoti  retti  paral- 
leli , i suoi  due  rami  sono  da  essi  conjugati  , e 
perciò  sono  iperbolici. 

a35.  Consideriamo  le  curve 
as’(rt  — sx)z'  = c mn 
3s\n  -f  = crun 

e facciamo  paragone  tra  le  ordinate  di  queste  e 
quelle  della  curva  di  cui  si  tratta. 

Per  diflerenza  delle  ordinale  si  La 


n .3 

7\IT4 


i,.3.5 

a. 41^ 
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lo  quale  pei  'Valori  molto  elevali  della  z è sempre 
minare  della  dilTerenza  x, — x'  , (a34)  ) e va  dc- 
scrcscendo  più  rapidamente  che  questa. 

Tali  due  curve  adunque  sono  asintoti  di  quel- 
la di  cui  si  tratta  ; ed  insieme  cogli  asintoti  retti 
la  prendono  immezzo.  Essendo  la  differenza  ora  no- 
tala di  segno  contrario  all  ultra 

Similmente  se  prendessimo  le  curve,  le  di  cui 
equazioni  dessero  per  valore  dell’  ordinata  le  serie 
finite. 

jr  = ± I — '-c’m’.f— >z— c4ot4j— 4~zA 

j \ a a. 4 


!\  • 

I ’z~’4- — ;c4ot4  .1  4z 

a 3-4  . 

I ^ 5 

_ÌI±£.c6^G^-C-_6 

3.4.0 

ciascuna  delle  quali  da'  primi  termini  della  serie 
esprimente  il  valore  di  x'  si  componesse;  tutte  tali 
curve  sarebb'ono  curve  asìntoti  della  proposta  , ed 
avendo  tutte  le  due  rette 


n 

- ^ = + T’  ^ 


n 


s 


per  asìntoto  comune. 

a36.  Poiché  ciascun  asintoto  tien  luogo  di  tan- 
gente alla  curva  nei  punti  delle  rispettive  ascisse 
z = -j-«3  , z = — 00  , ne  segue  che  la  curva  in 
tali  punti  rivolge  concavità  all’  asse  deile  ascisse. 
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Diilla  forma  della  serie  [Z]  (aS/J)  corpU 
spoudente  alla  x'  possiamo  dedurre  che  non  (ulte 
le  curve  asiulotc  della  proposta,  dell’  cfjuazionc 
giacciono  da  una  sua  medesima  jiartc  : e già  ne  ab- 
biamo veduto  un  esempio  (a35).  Se  per  ottenere 
r espressione  dell’ ordinala  dell’ asintoto  , ci  arre- 
stiamo al  primo  termine  della  serie  , 1’  ordinata  di 
esso  è maggiore  di  quella  della  curva  ; se  al  secon- 
do r ordinata  di  questa  è maggiore  di  quella  dcl- 
r asintoto  ; se  al  terzo  succede  il  contrario  , e cosi  di 
seguilo  : per  modo  che  a pai  tire  dall’  asintoto  retto 
la  curva  ha  una  serie  di  asintoti  , li  quali  I’  accntn- 
pagnano  alternativamente  1'  uno  Verso  la  convessità 
c l’altro  verso  la  concavità  , e perciò  la  curva  è' 
presa  iiumczzo  da  lutti  essi.  €onciossìachè  un  tal 
fallo  è fondato  , come  è fucile  conoscere  , sull’  al- 
ternazione dei  segni  dei  termini  della  serie  c sulla 
possibilità  di  potersi  dare  scm[ire  a z un  valore  co- 
si grande  da  rendere  ciascun  termine  maggiore  del- 
la somma  di  tutti  gli  altri  clic  lo  seguono. 

238.  Le  riportale  verità  in  ordine  agli  asin- 
toti sono  sempre  le  stesse  c|ualunque  sieno  i valo- 
ri de’  parametri  della  curva  ; ma  il  variare  di  que- 
sti (là  luogo  ad  alcuni  risultaniciiti  clic  meritano 
di  essere  sviluppali. 

La  serie  [/.]  esprimente  l’ ordinala  della  curva  è 
di  sua  natura  convergeute  ; ma  può  esserlo  più  o 
meno  pei  dixersi  valori  dei  parametri.  Di  fallo  es- 
sendo c cd  £ per  loro  natura  frazionari,  secondo  clic 
essi  vaiiuiio  , può  risultare  intero  o frazionario  il 
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prodotto  c'j~>  : e cosi  tutti  gli  altri  c^s~^  , c4j— 4 , 
possouo  o rapidamente  crescere  o rapida- 
mente decrescere  ; la  qual  cosa  , come  è chiaro  , 
grandemente  influisce  sulla  maggiore  o minore  con- 
vergenza della  serie  : ed  è perciò  che  può  essa  con- 
vergere per  piccoli  valori  della  z,  od  in  vece  ha  bi- 
sogno di  valori  assai  grandi  di  essa  per  converge- 
re. Quanto  al  parametro  m , il  quale  potrebbe  in- 
fluire sulla  convergenza  della  serie  , noi  I’  assnmia- 
mo  inalterabilmente  lo  stesso  , giacche  qui  trattiamo 
delle  sezioni  piane  di  una  individuala  superticie 
avente  per  parametri  m ed  n. 

a3r).  Per  rendere  più  facile  i ragionamenti  che 
seguono  , pougliiamo  la  serie  [Z]  sotto  la  forma 

V I 3 

SI——  «j’zr**cot.’(j:j:')-l- — - m4z“4cot.4(xx')l 

3 3.4  f 

1.3.5  , « A I 

j-^nfiz~°cot  .\xx)+. . , 1 

2.4.0  \ ■ , j 

a4o.  Quando  ang.(xjc')=i^,  è cot.(xx')  = o; 
onde  la  serie  ritiene  il  suo  solo  primo  termine  , e 
lutti  gli  altri  vanno  a zero  : la  curva  dunque  si 
confonde  con  tutti  i suoi  asintoti , e questi  cogli 
asìntoti  retti  ( 234,  335). 

A misura  che  ang.(xx')  decresce,  cot.(xx')  cre- 
sce ; ma  questa  si  mantiene  frazionaria  sin  che  non 
sia  ang.(xx')=o‘t,5.  Dunque  fiuchè  ang.(xx')>o’,  S 
la  serie  comincia  ad  essere  convergente  per  valori 
non  iiiollu  grandi  della  z.  Per  conoscere  quali  deh- 
hauo  essi  essere  pongliìamo  nella  serie 
cot.(xx')  = cot.(o9,5)  = I 
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ove  si  vede  clic  per  ollenere  la  i'onvcrgenz!\  basta 
clic  sia  z = m.  Quando  2 oltrepassa  tn  la  conver- 
genza cresce  rapidamente. 

La  curva  dunque  comincia  a palesare  tanto  piu 
presto  il  suo’carattere  asintotico  , quanto  più  è gran- 
de r angolo  {x.x')  del  piano  secante  col  piano  dia- 
metrale XZ  della  superficie:  l’ascissa  dei  primo 
punto  ove  un  tal  carattere  si  palesa  è poco  diver- 
sa dallo  zero  quando  angolo  è poco  minore 

di  i7  ; va  sempre  crescendo  , ma  mantenendosi  a| 
di  sotto  di  in  , a misura  che  angolo  {xx')  decresce 
dallo  i7  sino  a o7,5  , e diventa  poi  uguale  m,  quan- 
do ang.(.rj:')  = 0*1,0. 

24* • Quando  ang.(.r.z;')  diventa  minore  di 
ol,o  , cot.(j:x')  cresce  rapidamente  ; onde  pei  va- 
lori della  z poco  maggiori  della  m , la  serie  è po- 
chissimo convergente  , o è divergente  invece,  e cosi 
è pure  pe’  valori  della  z minori  di  m.  E però  la 
2 deve  essere  alquanto  maggiore  della  m per  quei 
valori  dell’ angolo  (xj:')  poco  maggiori  di  o7,  5;  de- 
ve essere  grandissima  pei  valori  intermedi  tra  que- 
sti e o9  ; <lcve  poi  essere  pochissimo  diversa  dal- 
r infinito  per  quei  valori  di  ang.(xx')  poco  diversi 
dallo  o1  , allìiichè  la  serie  [L]  cominci  a convergere. 

343.  Per  ultimo  quando 

ang.(xx')  = 0 , è cot.(xx')  = «o. 
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c ciascun  tennine  della  serie  diveula  infinito  ; on- 
de non  potrà  mai  pieiiderc  convergenza  (jualunque 
sia  z , quando  auclie  fosse  z = cp.  La  curva  adun- 
que in  questo  caso  noa  mostra  io  nessuDo  suo  pun- 
to carattere  asintotico  vai  quanto  dire  essa  non  ba 
asintoti.  £d  iufatti  iu  questo  caso  la  curva  trasfor- 
masi in  due. rette  cbe  passano  per  l’origine  (339). 

343.  Dunque  il  puuto  della  curva  , nel  quale 
il  suo  carattere  asintotico  comincia  a mostrarsi  , si 
allontana  sempreppiù  clalTasse  deH'ordinatc  x a misu- 
ra che  decresce  1’  angolo(xx')  a cominciare  da  il  ; 
e quando  quest’  angolo  è zero  gli  asintoti  vanno 
ciascuno  tull.o  intero  airinrinilo  (*). 

344-  Dalle  considerazioni  ora  fitte  intorno  alla 
natuJa  asintotica  della  curva  risulta  , avuto  riguar- 
do ai  suoi  caraltcri  , die  le  diverse  sue  curve  asinto- 
to possono  in  qualche  caso  .secarla.  Di  fatto  la  se- 
rie non  diventando  convergente  che  per  determinali 
valori  della  z , le  difliuenze  tra  le  urdinale  della 
curva,  e quelle  di  ciascun  suo  asintoto  corvo  (s35) 
possono  variar  di  segno  pel  variare  della  z;  e però  , 
in  generale  , può  , per  un  iiidìvidnato  valore  dèlia' c , 
essere  r ordinala  deU’>isinlolo  tninore  di  quella  della 
curva,  e per  un  altro  valore  di  essa  il  contrario 

(•)  Facendo  caiio,  in  questo  ultimo  raso  , alle  coslriiiiuni  di  Gcomeli  ia 
Deaerilliva  sarclibe  duopo  per  la  delciiniiiaiionc  degli  asintoti  retti  (jù)  , 
menare  per  le  telle  di  permutaiione  il  piano  tangente,  determinare  l'ioler- 
•ezione  di  questo  eoi  piano  degli  assi  variabili  delle  etlissi  generatrici , e 
l' iiilrrsezioue  di  qutsio  con  quelli , darebbe  l'asintoto  richiesto:  perché  pa- 
ralleli tali  piani  , si  avrebbe  per  risultato  , che  gli  leinloti  enderelibono  tulli 
iiileri  alCinfinilo  appunto  ci»ne  l'algebra  ci  ha  mostrato.  QuesU  è la  digiu- 
ne geomclnca  prr  cui  lulU  i termini  della  scric  [i]  vani»  all’ iofiuilo 
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aver  luogo  : la  qual  cosa  soccedeado  , deve  l’ asin- 
toto secare  la  curva. 

345.  La  natura  dell’  asintoto  retto  è tale  che 
la  sua  curva  deve  rivolgergli  convessità  tosto  die 
si  mostra  il  carattere  asintotico  ; quindi  ciascua 
ramo  della  curva  di  cui  si  tratta  deve  rivolge- 
re la  sua  concavità  all'  asse  delle  ascisse  s per 
tutti  quei  punti  del  suo  corso  i quali  manife- 
stano il  carattere  suddetto.  E poiché  questo  co- 
mincia a palesarsi  tosto  che  la  serie  [L]  diven- 
ta convergente , oe  segue  die  la  curva  rivol- 
ge concavità  all’  asse  delle  z per  qnei  tratti  che 
ai  valori  della  z , i quali  rendono  convergente  la 
serie  [ZJ,  corrispondono:  potendo  d'altronde  il  trat- 
to compreso  tra  i suddetti  valori  positivo  e nega- 
tivo della  z rivolgergli  concavità  o convessità.  Po- 
tremo solamente  conchiudere  , che  i due  asintoti  di 
un  medesimo  ramo  della  curva  , trovandosi  l’uno 
nella  regione  delle  x positive  e V altro  in  quella 
delle  ic  negative  , deve  di  necessità  ciascun  ramo 
di  essa  ammettere  , tra  quei  ponti  corrisponden- 
ti ai  due  valori  positivo  e negativo  della  z che 
cominciono  a rendere  convergente  la  serie  [Z},  un 
punto  di  flesso  : e potrebbe  pure  ammetterne  più 
d’uno. 

£ poiché  siamo  certi  della  esistenza  di  un  pon- 
to di  flesso  facciamoci  a determinarlo  : che  se  più 
ve  ne  saranno  , gli  conosceremo. 

346.  Prendiamo  le  derivate  prima  c seconda 
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d’a: 

> 7T.  =* 


3c. 


s'innz 


d.r  . c mn 

_=±  ^ - 

+ jV)'  V(c’m’-|-fV/ 


<1 

Eguagliando  a zero  il  valore  di  — ; abbiamo 

d Z 


Z — 0 

e sostituendo  un  tal  valore  nellVquazione  [K\  della 
curva  , otteughiamo 

X — o 

Dunque  nell’  origine  delle  coordinale  c 

d’x  

~d7~°' 

Nella  derivata  prima  facciamo  s = o otterremo  il 
d.r 

valore  di  — corrispondente  all’ origine  ; effettuila 

(1.^ 

una  tale  sostituzione  si  ha  (*) 

d.r  n 

— = ± — 

US  cm 


(*)  Culla  notazione  -p  indicliiaiiio  nitcl  valore  della  derivata  — rljc 
ds  . ds 


o 


risjKtiide  al  raso  di  z = o.  lo  generale  esibendo  r una  quantità  qualunque  dc> 


, dx  d’x  d^x 

noteremo  con  — 1 . - , 

dz  Us»’  'dzJ 

r r r 

seconda  , terza  , . . . . mcsinia 
della  vaiidbilc  tndipeodcule  z. 


. . . -rXi  *1  valore  delle  dcrivak  nriina, 
d»"* 
r 

Gorrispondcnte  all' individuata  valuic  r 
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Di  questi  due  valori  il  primo  corrisponde  al  ra- 
mo della  curva  cui  corrispondono  i primi  valori 
x'  della  a: , ed  il  secondo  all’  altro  ramo. 

347.  Poiché  la  sostituzione  di  z = o ha.  reso 
zero  le  ordinale  di  amb’i  rami  della  curva  ; e la 

sostituzione  medesima  ha  dato  due  valori  per 

* d= 

O 

ne  risulta  che  1’  origine  delle  coordinale  è un  pun- 
to doppio  della  curva. 

348.  Poiighiaiuo  nella  derivata  di  second’oidi- 
ne  , essendo  h quantità  piccolissima  , prima 

z=o-pA,  e poi  z =0 — il 


ottcuglùamo  i quattro  valori 


d’.r  Zcs'mnh  d’x  3c’s'm'nh 


il’x  Zc's'm’nh 


0 — h 
à'x 


5c  ì’iuull 


B+/l 


V c li  y 


\(cin^s'h'y 

a^h 


Di  questi  i due  primi  appartengono  al  ]>riino 
ramo  della  curva  , cioè  a quello  cui  corrispondono 
i valori  x'  della  ordinata  x , gli  altri  due  all’altro 
ramo.  Dalle  quali  cose  appai%^ehe  1’ origine  delle 
coordinate  non  solo  è un  punto  doppio  della  cur- 
va , ma  eziandìo  un  punto  di  flesso  , impercioc- 
ché la  derivata  seconda  dell’  ordiuata  ritiene  nelle 
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vicinanze  dell'  origine  un  segno  contrario  a quelloTAr.  14. 
della  sua  funzione. 

3^g.  Volendo  conoscere  la  direzione  della  cur- 
va nel  punto  di  flesso  costruiamo  le  sue  tangenti  in 
un  tal  punto,  che  abbiamo  già  veduto  (a45)  dover  fa- 
re coll’asse  delle  z un  angolo  la  di  cui  tangente  è per 

l’una  — , e per  l’altra ^ . Tagliamo  da  C ver- 

crn  CHI 

so  X,  sopra  CX , una  parte  CF  = n,  e condu- 
ciamo pel  punto  di  divisione  F una  retta  FT=cm 
parallela  a Zz,e  tiriamo  C2':  sarà  CTY\ình  delle  tan- 
genti al  punto  di  flesso.  Similmente  preso  Fl—cm., 
e condotta  Ct , è questa  1’  altra  tangente  alla  curva 
nel  punto  di  flesso.  L’  inclinazione  di  queste  tangenti 
varia  al  variare  di  c.  Quando  ang.(o:j:')=iV,  c=o  , 
e le  tangenti  si  confondono  coll’  asse  Xx  : come 
doveva  aspettarsi  confondendosi  allora  coll’ asse  jTx' 
una  porzione  di  curva  (239).  Quando  ang.(xx')=o‘/, 
c=i  , e le  tangenti  al  punto  di  flesso  si  confon- 
dono colla  curva  (339). 

s5o.  Da  tutto  ciò  che  in  questo  articolo  ab- 
biam  detto  comprendesi  quale  esser  debba  la  for- 
ma della  curva  della  equazione  [^J  pei  diversi 
Valori  de’  parametri  ; c che  essa  in  generale  ha  la 
forma  della  curva  nel  problema  quinto  della  prima 
parte  costrutta. 
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ARTICOLO  V. 

Sezioni  della  Conoidale  parallele 
al  primo  asse  indefinito. 

a5i . Per  ottenere  1’  equazione  della  curva  , 
della  quale  nell’  articolo  precedente  ci  siamo  occu- 
pali, abbiamo  fatto  (228)  J=o  nella  equazione 
[/J  {sx  -f.  c/)’z’  -f-  m\cx  — , 

clic  è quella  della  conoidale  riferita  ai  tre  nuovi  suoi 
assi  coordinati  ortogonali.  Se  avessimo  fatto  in  ve- 
ce j = 0 , essendo  0 una  quantità  costante  qua- 
lunque, avremmo  ottenuto  l’equazione  di  una  curva, 
della  quale  quella  di  cui  nel  detto  articolo  abbiain 
trattalo  non  è che  un  caso  particolare  ; difatti  po- 
trebbe assumersi  0 uguale  zero  , e questo  è il  caso 
considerato.  Ksaminiaiiio  il  caso  generale  di  jr  = 0 . 

252.  Ponendo  j ~0  nella  equazione  [/]  ol- 
tengliiamo. 

[/]/]  z\c0  -H  sx)"  + m\s/i  — cx)’r=  nz 
die  ordinala  diventa 

f’xV -j-  3Cs0xz'-{-  {c0 — n)z  I ^ 
j^c'nix" — 2CS óm  X s' B m ) 

c questa  è l’  equazione  delle  curve  delle  sezioni 
prodotte  nella  conoidale  da  piani  paralleli  al  primo 

asse  indefinito.  _ 

253.  I-'  equazione  [A/'j  è di  quarto  grado  m 

ordine  alle  x , z \ di  secondo  grado  puro  rispet- 
to alla  e di  secondo  grado  completa  rispetto  alla  x: 
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Quindi  l.i  curva  della  sezione  di  cui  si  tratta  è di 
quarto  ordine  ; ed  è simmetrica  intorno  all’  asse 
mentre  non  lo  è intorno  all’  altro  Z. 


354.  Volendo  conoscere  la  forma  della  curva 
cominciamo  dal  vedere  se  ha  rami  infiniti.  Perciò 
ordiniamo  l’equazione  [M~\  rispetto  ad  X : risulta 


r iri  + cm\x  -t.  2cs^  (z‘  — m')x  ) 

J -j.  a’ (sm  -f-cz  ) — nz  i 


>0. 


equazione  di  secondo  grado  completa  in  x:  per  la  qual 
cosa  avrà  luogo  immaginarietà  per  x sempre  che 
la  z abbia  valori  tali  da  far  esistere  la  relazione 


[iV]  cs'^\z' — nV) 

in  ogni  altro  caso  x avrà  valori  sempre  reali. 

La  relazione  [i^]  dopo  le  debite  riduzioni  diventa 

z’[s’n’z’  -J-  (c'n  — < o 

Ed  in  questa  il  fattore  z*  è di  sua  natura  sem- 
pre positivo  , e perciò  sempre  maggiore  di  zero  ; 
dunque  1'  altro  fattore  è quello  che  decide  della  im- 
magìnarietà  ; e perciò  si  hanno  valori  immaginari 
per  X quando 

[JV"]  s'n'z'  -f.  (c'n  — /?’)  m’  < 0 : 

in  ogni  altro  caso  i valori  di  x sono  reali. 

Ora  quando  z = ± 00  non  ha  mai  luogo  la 

i3 
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relazione  [iV"J  ; dunque  i rami  della  curva  vanno 
all'  influito  sì  nel  senso  delle  z jjiisitive  , che  del* 
le  negative. 

255.  Abbiamo  veduto  che  1*  espressione  [-AT"] 
non  ha  luogo  quando  z=d:0°:  vediamo  per  quali 
altri  valori  di  essa  neppure  ha  lungo. 

Perchè  possa  essere  srìz  (c’n’  — (t')m  < o 
« prima  di  tutto  essenzialmente  necessario  che  sìa 

cn'  < ù'  ; 

dovrà  poi  , oltre  a ciò  , essere  pure 
, s ri  2 < « — tì  ) m ; 

e però  quando 

c’ri’=C’  , oppure  c'n  > /?’ 

non  potrà  mai  aver  luogo  immagiuarictà  ; ed  aH'ìa' 
contro  quando 

> » - » 
cn  B 

la  immaginariclà  potrà  o nò  aver  luogo.  Quindi  si 
scorge  che  nei  due  primi  casi  ciascun  ramo  della  cur- 
va corre  all’  infinito  tanto  verso  le  z positive,  quan- 
to verso  le  z negative  , e che  nel  terzo  caso  ciascun 
ramo  corre  all’  infinito  soltanto  verso  il  senso  posi- 
tivo , o negativo  delle  z. 

256.  La  relazione  c n=B'  è il  limile  di  tutte 
quelle  che  pei  diversi  valori  della  costante  B risul- 
tano dalle  due  crì'^ft  ■>  b'  ; per  la  qual  cosa 
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la  curva  corrispoudenle  al  caso  dì  c'n’  — , 

mentre  aj^artiene  a cpjelle  die  a c n > o'  corri- 
spondono mette  continuità  tra  esse  e le.  altre  cor* 
rispondenti  a cn  < ; ed  è perciò  che  va  consi- 

derata a parte  : ed  il  piano  secante  che  la  produce 
deve  coiisùlerarsi  come  di  separazione  tra  quelli 
die  prudncuiio  le  curve  appartenenti  a ciascuno  de- 
gli altri  due  casi. 

35^,  Dal  Ihi  qui  detto  intorno  alla  relazione  [M] 
sì  rileva  che  tutte  le  curve  delle  sezioni  della  co- 
noidale jirodutte  da  piani  paralleli  al  suo  primo 
asse  indefinito  possono  ia  tre  generi  distribuirsi. 
Cliiameremn 

Hai  ve  dui  Primo  Genere  quelle  corrispondenti  al  cat- 
so  di  = cW  : 

Curve  del  Secondo  Genere  quelle  corris|iondeBli  al 
caso  di  li'  <;  cii  : 

Curve  del  Terzo  Generc.quelle  che  al  caso  diz?’>c’n’ 
corrispondono. 

l rami  di  qirelle  del  primo  e secondo  genere  cor- 
rono all’ infinito  ciascuno  da  due  parti  opposte; 
quelli  del  terzo  genere  vanno  all’  infinito  da  una 
uicdcsiuia  parte- 

a58.  Vediamo  ora  quah  conseguenze  dà  questo 
generalità  in  ordiue  alla  conoidale  risultino;  e Verre- 
mo a conoscere  cosi  il  significato  geometrico  delle 
tre  coiidizioui  — cn  , B'  < c'n  , /?’  > cn'  ; os- 
sia la  ragione  geometrica  della  distribuzione  delle 
curve  della  equazione  [J/j  in.  Ire  generi  ; e dj» 
quali  fiiaivi  secanti  siano  prodotte  quelle  che  a cia- 
scuno di  essi  appa  rtengono. 
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I ragionamenti  che  faremo  potranno  condnrei 
ad  alcune  proprietà  già  dimostrate  ; ma  che  pur 
nondimeno  riporteremo  per  mostrare  , come  già  ac- 
cennammo (19S),  quanto  Tesarne  deile  sezioni  pia- . 
ne  della  superficie  coutribuisca  a mostrarne  la  for- 
ma , e come  mirabilmente  le  operazioni  del  calco- 
lo coincidano  con  quelle  delta  geometria. 

Tav.  14.  a5g.  Col  centro  C,  e col  raggio  Cj4  =zn  y se~ 
condo  semiparametro  , descriviamo  la  circonferen- 
za ADjé'BA , e sia  essa  la  projeziooe  orizzontale 
delle  direttrici  della  superficie  : tiriamo  pel  centro 
C le  rette  indefinite  ed  ortogonali  Ira  loro  XxyYy\ 
e sieno  queste  le  proiezioni  degli  assi  delle  x,  c 
delle  y della  superficie  ; e sieno  le  altre  due  rette 
XCj'  y YCjr'  pure  ortogonali  tra  loro  le  proiezkwii 
dei  nuovi  assi  , i quali  fanno  coi  primi 


aDg.(xx')  = arc.sen.r  = arc.cos.c 
ang.(//')  =:  arc.sen.f  = erc.cos.o 

Il  punto  C sarà  la  projezione  del  primo  asse 
indefinito  della  superficie,  i punti  >4' d’ interse- 
zione della  ly  colla  circonferenza  ADA'BA  sarau- 
no  proiezioni  delle  rette  di  permutazione;  ed  il  pia- 
no secante,  dovendo  essere  parallelo  al  primo  asse 
indefinito,  sarà  progettato  secondo  una  retta  perpen- 
dicolare a Y>Cjr'y  e distante  da  X'Cx^  per  0 ; il 
^ suo  punto  d’intersezione  colla  Yy  sarà  la  projeziono 
dell'asse  delle  z della  curva  , ed  il  suo  asse  delle  x 
sarà  l' intersezione  del  piano  coordinato  XY  della 


Di.  I ' by  Cooglc 


roNSIIiERAZIOni  ALGUUniCME. 


>97 

saperGcie  col  piano  secante  projellnlo  come  abbia- 
mo detto. 

a6o.  Abbiamo«dimostrato  (a33)  die  la  curva 
è simmetrica  intorno  all’  asse  X : dunque  il  piano 
coordinalo  AT'  è piano  diametrale  della  supeiGcie. 

361.  Abbiamo  dimostrato,  clic  la  curva»nou 
è simmetrica  intorno  al  suo  asse  delle  s :•  dunque 
il  piano  projeltato  in  Y' Cj' non  è piano  diametra- 
le della  superficie  ; e poiché  ciò  ha  luo>>o  qualun- 
que sia  il  valore  di  c ed  j eccettuato  quando  c=o, 
cd  j = I , ovvero  c = t , ed  j z=  o,  ne  risulta  che 
di  tutti  i piani  condotti  pel  primo  asse  indefinito 
della  conoidale  solamente  quello  che  al  suo  secon- 
do asse  è perpendicolare  e 1'  altro  che  passa  per 
questi  sono  diametrali  di  essa. 

363.  Si  è dimostrato  (354)  >he  la  curva  ha 
rami  infiniti  , e che  questi  corrono  all’ infinito  nel 
senso  delle  z ; dunque  la  superficie  va  ali'  infinito 
tanto  al  di  sopra  che  al  di  sotto  del  piano  diame- 
trale XY. 

363.  In  oltre  abbiamo  fatto  osservare  che  l’e- 
quazione [AfJ  appartiene  a tre  generi  di  curve  ; e 
che  le  corrispondenti  al  caso  di  ff'  — c'n'  mettono 
separazione  tra  quelle  del  secondo  e del  terzo  genere. 
Se  vorremo  conoscere  adunque  da  quali  piani  secanti 
suno  prodottele  corrispondenti  a ciascuno  dei  detti 
generi  dovremo  interpetrare  l’espressione  ff  = c’ n' . 

Essendo  C il  coseno  di  un  arco  di  circolo  di 
raggio  uno,  il  prodotto  cn  esprime  il  coseno 'di  un 
arco  di  circolo  di  raggio  n,  e però  cn  h uguale  al 
coseno  di  quell'  arco  di  una  delle  circonferenze 
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(liieUi'ici  il  quiile  misura  l’ang.(xj;')  uguale  ang.(^j’) 
degli  assi  coordinati  primitivi  coi  nuovi.  Quindi  se 
dal  punto  A projezione  del  ppnto  d’ incontro  del 
|>iai)o  YZt  colle  circonferenze  direttrici  conduciamo 
la  retta  AF  perpendicolare  all»  CY'  la  parte  CF' 
di  qorsl’  ultima  è ap|)untO'  il  valore  di  cn  ; poicitè 
dal  triangolo  AFC  si  lia 

CF  — CA  ^os.FCA 
K (jiiiiidi  CF  = ncos,{xx‘')-=  cn. 

Tutti  i piani  secanti  , ciré  producono  le  curve 
della  ecpiazionc  [1/]  sono  normali  al  piano  die 

è profittato  in  ì'Cj  ' y dunque  la  retta  ..^i^pml un- 
tata è la  projezione  del  |daiio  secante  corrisirondente 
ili  caso  di  0 = cii:  un’altra  retta  condotta  per 
parallelamente  ad  AF  h la  projezione  del  pia- 
no secante  corrispondente  a 0 = — c;i;.  ed  amb‘  i pia- 
ni AF.,  A'F'  corrispondono  al  caso  di  = c’n  K 
jierò  le  due  rette  A,F/.,  A/F,\  condotte  tra  AF 
A'F'  e parallelamente  ad  esse  sono  projezioni  di 
piani  secanti  corrispoiideuti  al  caso  di  /J’  < c’m’;  ed. 
un’  altra  A,,F,,  , oppure  A,'iF/,  parallela  alla  me- 
desima AF  è projezione  del  piano  secante  corris- 
pondente all’  altro  caso  di  0'  y c'n. 

Dunque 

Le  curve  del  primo  genere  sono  prodotte  da  pianr 
die  passaino  per  l’una  delle  due  rette  di  permutazione. 
Le  curve  del  secondo  genere  sona  prodotte  da  piani 
die  passano  in  mezzo  alle  dette  due  lette. 
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Le  curve  del  terzo  genere  sono -prodotte  da  piani 
che  le  lasciano  da-  una  medesima  pai  tc. 

Per  la  qual  cosa  tutti  i piani  secanti  la  conni- 
dale  paralleli  al  suo  primo  asse  indefinito  la  secano 
secondo  curve  a due  rami  infiniti  : se  i pia- 

ni sono  tra  le  rette  di  permutazione  ciascun  ramo 
VÌI  all’  infinito  da  due  parti  opposte  : se  non  sono 
tra  le  dette  rette  ciascun  suo  ramo  va  all’  infinito 
da  una  medesima  parte.  Se  essi  comprendono  l'una 
delle  rette  di  permutazione  la  curva  che  ne  risulta 
mette  continuità  tra  le  prime  e le  seconde. 

364.  Discusse  le  generalità  della  equazione  [M\ 
passiamo  a trattare  delle  diverse  curve  eh’  essa  com- 
prende e che  ai  diversi  valori  assegnabili  alla  co- 
stante S corrispondono.  £ poiché  abbiamo  veduto 
che,  per  tutti  tali  valori  derivono  dalla  [dfj  tre  ge- 
neri di  curve  corrispondenti  ai  tre  casi  B'  = cri  , 
B'  < cri  , B'  > cri  , 1’  uno  dopo  1’  altro  questi  di- 
scuteremo. 

Curve  del  primo  genere,  ossia  caso  di  B'  — c’n’. 

s65.  Dalla  espressione  /j’  = cri  risulta 
-{■  cn  , B = — cn  , 

ove  la  quantità  n è sempre  positiva  e ritien  sem- 
pre lo  stesso  valore  qualunque  sia  il  piano  secante; 
essendo  essa  parametro  della  superficie,  e di  una 
individuata  superficie  qui  discorreadosi  , Dunque  B 
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pahtC  seconda 


Tat. 

ùs- 


sari positiva  0 negHliva  secoiulo  che  il  coseno  c del- 
1’ ang.(xx')  è positivo  o negativo  , « viceversa. 

L'  angolo  (xx')  non  andando  mai  al  di  là  di 
i9  , poiché  quando  fosse  aug.(xx')  > il  verrebbe 
aDg.(xx')=it  -f-«ng.  (r-^0  > è palese  che  s e c han- 
no tutr  e due  il  medesimo  segno  : e però  le  quan- 
tità c y s , fi  sono  o tutte  tre  positive  , o tutte  tre 
negative. 

Noi  assumeremo  positiva  la  /?,  e la  discussione 
che  faremo  'con  questa  ipotesi  sarà  applicabile  al 
caso  di  fi  negativa.  Di  fatto  l’ equazione  generale 
delle  curve  di  cui  ci  stiamo  occupando  essendo 

z\cfi  -f-  sx)’  -j-  rn  — ex)'  = lìz 

e le  quantità  s , fi  , e c avendo  sempre  tult’  e tre 
un  medesimo  segno,  tanto  c cangiarvi  fi  in — fiy 
quanto  x in  — x : c perù  altra  differenza  non  vi 
sarà  , se  non  che  tutto  ciò  che  avviene  da  una  parte 
del  piano  Y'Z  nel  caso  di  fi  quantità  positiva  dal- 
1'  altra  parte  del  piano  medesimo  avverrà  quando 
è negativa  ; per  modo  che  assunte  le  due  ret- 
;.te  ZCzy  XCx  per  assi  coordinati  ortogonali,  e de- 
scritte intorno  ad  essi  le  curve  corrispondenti  ai  due 
casi  di  -f-  e — fi  ^ se  si  facesse  rotare  intorno 
alla  ZCzy  il  piano  ZXzC  della  curva  , e trascinan- 
dola seco,  dopo  una  semirivoluzione  non  solo  la  CX 
coinciderebbe  colla  Cx,  ma  di  più  la  curva  corri- 
spondente a fi=i  ^ cn  coinciderebbe  coll’  altra  che 
al  caso  di  5 = — cn  corrisponde. 
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366.  NeIJa  equazione  [M]  , ossia 

z\cB-{sx)'-yn\sa~cxy=iiì"z 

ponghiamo  ^ = cn\  olleugliiarao 

[O]  «V 


Ordinandola  , e risolvendola  rapporto  ad  x si  oUicuc 

+ j 


X ; 


■.sn 


Zi  C r/r 


onde  due  valori  per  x. 

PrciHtcìido  il  segno  supcriore  si  ha 


x'  = sn 

c ritenendo  1’  inferiore 


x"  = 


— z{  I -f-  c’)] 

\ r t 

s z c m 


267.  I due  valori  x'  , x"  di  x danno  origine 
alle  due  equazioni  separate 

[O']  x=sn  ; cns)  Xz=sn[c’/n  — s’(  i+c’)] 

£ perù  la  curva  della  equazione  [O]  si  compone  di 
due  rami  separati,  floi  adunque  non  discuteremo l’è- 
quazioue  [0],  ma  in  vece  separatamente  le  due  [O'J. 


2G3.  Quanto  alla  prima  , essa  esprime  una 

i3 
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T«v.  i tii'ctU  parallela  all’ asse  e distante  da  esso  per  la 
quantità  sn  : e però  l’uno  de' due  rumi  della  curva 
è retto.  Se  prendiamo  CO  = sn  e per  O condu- 
ciamo là  £ e parallela  alla  ZCz  , ìa  BC  i il  ra- 
mo retto  della  curva. 


2G9.  Inteiessantissima  è la  conseguenza  che  da 
quest’  ultimo  risultamento  iu  oidiue  alla  superficie 
deriva.  Per  mostrarla  esaminiamo  il  significato  del- 
la espressione  CO  = sn. 

jjg  ^ Esprimendo  s il  seno  di  un  arco  di  circolo  di 
raggio  uno  , sn  esprime  quello  di  un  arco  di  cir- 
colo il  di  cui  raggio  è 71  : e peiò  ritornando  alla 
figura  4-°  ì c riteueudone  il  significato  del  numero 
2Ò()  , si  scorge  che  essendo  CF  = cn,  è AF=sn. 
La  retta  AF  è , pel  modo  come  si  è costrutta  la 
figura  , la  projezione  del  piano  secante  c della 
perpendicolare  abbassata  dall’  estremo  del  secondo 
asse  parametro  sul  piano  projettato  in  CF' , ed  è 
perciò  uguale  alla  distanza  della  retta  di  intersezio- 
ne del  piano  secante  col  piano  coordinato  ZE'  dal- 
la retta  di  permutazione  projettata  in  A.  Dunque  il 
ramo  retto  della  curva  è,  nello  spazio  , la  retta  di 
permutazione  per  la  quale  passa  il  piano  secante. 
E di  fatto  cosi  doveva  essere , poiché  passando  uu 
tal  piano  per  l’ una  delle  due  rette  di  permutazio- 
ne (2G3)  quando  a z=cn  , ed  essendo  questa  su  la 
sujierficie  , una  tal  retta  doveva  costituire  tutta  la 
sezióne  od  una  jiaite  di  essa. 

270,  Quindi  possiamo  enunciare  , che  il  ramo 
retto  della  curva  è parallelo  al  suo  asse  delle  ascis- 
^ , ed  è distante  da  esso  }>el  lato  del  quadrato 
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equivalente  ad  un  leltaiigolo  avente  per  lati  la  som-Ti». 
ma  e la  dideicnza,  del  secondo  semìpaiametro  della  ° 
superficie,  e della  distanza  del  piano  secante  dal  pri- 
mo asse  indefinito. 

Difatto  il  triangolo  rettangolo  in  porge 

~AF  —•~CF 

ossia  Àlb'  =(n-f,^)(n  — /j) 


Esaminata  la  prima  delle  equazioni.  [0']  , esa- 
miniamo la  secopda. 

371.  Nella  equazione 


( sz  -f-  erti  )x  = jn  [ etn'  — 2’  ( i -}■  c’  ) ] 


ponghiamo  2=;0,  risulta 


X =isn 

Dunque  la  curva  incontra  l’asse  XCx  deWe  xnelle/s- 
stesso  punto  O ove  1’  incontra  il  ramo  retto  BOC. 

Qui  nasce  dubbio  se  il  ramo  curvo  incontrando 
il  ramo  retto  nel  punto  O lo  tocca  o pur  nò  in  un 
tal  punto.  Ricorriamo  perciò  alla  derivata  prima 
dell’  ordinata  x : essa  è 

iìx  — ^snc'ni'z 

Tz  ^ (sV-l-c’mT'  ■ 

Ponendo  in  questa  espressione  2=0,  ascissa  corri- 
spondente al  punto  O,  risulta 
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4e  però  la  fengente  al  ramo  curvo  nel  punto  O è 
parallela  all’  asse  Z,  Quindi  i due  rami  curvo  c 
retto  della  curva  si  toccano  nel  punto  O,  ove  ta- 
{^liano  r asse  x delle  ordinate. 

Ma  il  ramo  retto  può  toccare  il  ramo  curvo 
in  due  modi  ; o toccandolo  solamente  , o toccando- 
lo e secandolo  ad  un  tempo.  Per  conoscere  quale  di 
queste  circostanze  aLbia  luogo  prendiamo  la  deriva- 
ta seconda  dell’ ordinala  x •.  essa  è 

(Yx  — ^sn.cm\cm — 3rV) 

d?  ""  ~{cm-^szy  ' 

Ponendovi  s = o si  ottiene 

d’jT  ^sn 

d s’  ~ cm 


quantità  diversa  dallo  zero  ; e però  nel  punto  O 
il  ramo  curvo  tocca  il  ramo  retto  senza  secarlo. 


La  derivata 


quantità  essenzialmente  ne- 


gativa (•)  ; ma  quando  s = o ; si  lia  x = sn  quan- 
tità positiva;  dunque  nel  punto  O la  curva  rivolge 
concavità  all’asse  Zjdz  delle  z;  e nel  punto  medesimo 
Ila  luogo  un  massimo  riguardo  all’  ordinata  x : essen- 


(*)  È vero  che  potrcl.bcro  cswrc  c ci  t quantità  nesutice  , ma  in 
quMto  caso  dovrclthe  essere  negativo  pure  B (aGó)  ; ed  abbiamo  già  dcl> 
lo  die  quando  B c negativa  ha  luogo  nella  regione  delle  B negative 
quello  Stesso  che  avrebbe  luogo  nella  positiva  quando  essa  fosae  quaulìlà 
positiva. 
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dosi  osservate  che  jn  O la  derivata  prima  dell’or- 
dinata  x è zero. 

272.  Risolvendo  rispetto  a z la  seconda  delle 
equazioni  [O']  si  ottiene 


cm\  sn  — X 

La  quale  espressione  ammette  immaginarietà  quan- 
do X ^ sn^  per  la  qual  cosa  il  ramo  curvo  non  può 
passare  dalla  sinistra  alla  destra  del  ramo  retto. 
Ora  mentre  j:  > jn  rende  irpinaginari  i valori 
di  z , l’inverso  , cioè  che  a valori  della  x minori 
di  sn  corrispondano  valori  reali  per  la  z , non  è 
sempre  vero.  Difalto  due  casi  vanno  distinti , quel- 
lo dei  valori  positivi  per  la  jr , e quello  de’ valori 
negativi;  quando  x è positiva  la  pi oposizione  enun- 
ciata e la  sua  inversa  sono  sempre  vere  ; quando 
X 0 negativa  H valore  di  z si  presenta  sotto  la  forma 


~ — ± cm\/ a n^.T 

VjL/i(  I ^ c‘)  — j.r  J 

e questa  fa  palese  che  I’  immaginarietà  ricomparisce 
quando  jx  > n (1  -f.  c ) , ossia  nella  primitiva  es- 
pressione della  z , quando 

sx  ^~n{  I -j-  c). 

Quindi  X potrà  avere  tutt’i  valori  compresi  tra  i limiti 
x = sn  , X — j ^c'): 
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Tav.  i4.e  però  se  tagliamo  la  parte  CQ  sopra  XCx  da  C 
verso  X , e coiiiluciaino  per  Q la  retta  VQT  pa- 
rallela alla  ZCz  la  curva  non  potrà  oltrepassare  uua 
tal  retta:  potrà  bensì  raggiungerla.  Vediamo  in  qual 
punto  ciò  avvenga. 

L’  ordinata  di  un  ta(  punto  c evidentemente 

X=z — — ('  +<^0  ; trattasi  di  trovarne  1’  ascissa. 
s 

Poniamo  questo  valore  di  x in 


= ± 


em 


V j«- 


X 


Vf  [n(  I + c)  + I 

ottengbiamo  z = ± oo 

Dunque  la  retta  VQT  incontra  la  curva  nei  punti 


z = -{-oo  {*~ — °° 

X = — — ( I + c’)j  X = ( I -{-  c ) 

s ( 

Quindi  trattasi  di  vedere  cosa  succeda  in  questi 
punti. 

Riprendiamo  la  derivata 


dx  — ^sncnCz 
dz  ( s z’  -|-  c W)’ 

postovi  z = -f-eo  , e z = — oo  essa  presentasi  sot- 
to la  forma  ^ , die  ò quantità  indeterminata.  Per 


Digitized  by  Googic 


COHSIDERàZlOMl  ALGEBRICHE. 


307 

<kt ermi  Darla  sviluppiamo  il  quadralo  del  divisore, 
e dividiamo  tanto  esso  che  il  dividf:ndo  per  z : 
otteogliiamo 

dx  — ^suem' 

dz  sV*  -}-  ìs'c'mz  -J-  z~' 

ove  si  rende  palese  che  quando  z = d:  00  si  ha 

dar 

— = 0. 

^ ‘*^±00 

Mettiamo  la  derivata  seconda  di  x sotto  la  forma 
d’j?  — ^tne  ni{c  m't~' — 3s’) 

ove  posto  z = ± co  ottenghiamo 


d’x 


Dunque  i punti  della  curva  corrispondenti  all’ ordi- 
nata x= i -j.  c‘)  non  corrispondono  nè  ad 

un  massimo  nè  ad  un  minimo  ; potrebbe  soltanto 
esservi  una  flessione  ; ma  ciò  non  può  aver  luogo, 
poiché  r ordinata  x non  può  essere  minore  di 

^ ( I -}-  c’);  e perchè  =0.  Onde  i punti 

f dz  ^ „ 
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■ corrispondenti  all'ordinata  — — ( i ^ c’  ) non 

s 

sono  punti  di  flesso. 

Se  porremo  attenzione  alla  composizione  delle 
derivate  successive  della  x ci  occorgereino  die  iu 
ciascuna  di  essa  le  potenze  della  z crescono  più  ra- 
pidamente nella  quantità  funzionante  da  divisore 
che  in  quella  funzionante  da  dividendo;  e che  per- 
ciò tutte,  accomodate  al  punto  dell’  ascisse  z = ± co 
sono  ugnali  a zero  ; vai  quanto  dire  nei  punti 

!s=-fco  .2=— 00 

x = -(r-f-c)  )x  = — — (i-fc) 

S K S 

la  curva  ha  la  più  grande  osculazione  possibile  colla 
retta  yQT.  Onde  in  tuli  punti  il  ramo  curva  e la 
retta  VQT  si  mettono  insieme  , costituendo  al  di 
là  di  essi  una  sola  c medesima  linea  ; c però  la 
retta  V^QT  parallela  all'  asse  ZAz  delle  ascisse  z e 
distante  da  esso  nel  senso  delle  ordinate  negative  per 

c asinlolo  della  curva, 

373.  Dunque  la  curva  coraponcsi  di  due  rami 
r uno  rello,  e 1’  altro  curvo  ed  asintotico,  li  quali 
si  toccano  nel  vertice  di  questo;  potendosi  così  chia- 
mare il  punto  O,  per  l’analogia  che  ha  col  verti- 
ce della  concoide. 

374.  lulcrpelriamo  1’  espressione 
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Pel  punlo  A'  conduciamo  I’  indefinita  IJ'Jy^y.  i 
perpendicolare  alla  JA'  : l’altra  JR  , essendo  in- ^ 
clinata  a quest’  ultima  , le  due  , A'S  doviati- 
iio  incontrarsi.  Sia  M il  loro  punto  d’incontro. 

Esiste  adunque  il  triangolo  AA'M  rettangolo 
iu  A'  ; di  cui  il  cateto  AA>  è il  diametro  del 
cwcolo  ADA'B  , l’altro  cateto  gli  è tangente, 
e r ipotenusa  AM  u’ è secante;  c questa  è divi- 
sa dalla  circoli Terenza  nei  segmenti  AQ^  GM.  Quin- 
di le  relazioni 

^ AM  X MG  , AM=  yfM 

tlalle  quali  sì  ottiene 

ÀJÌ-  A~À'=  AM  X MG 
« da  questa  , per  essere 

AM^MF^FA  , MG^MF  — AF , 
risulta 

{MF^  FA)'  — Al^'—  MF—  AF . 

Abbiamo  altrove  (35g)  fatto  per  costruzione  .^C=n, 
l’omc  pure  abbiamo  ^369)  dimostrato  essere  AF  —sn\ 
dunque  , sostituendo  questi  valori  nell’ultima  rela- 
zione ottenuta,  si  Iia 

j«)*_  4»*  = _ s'n^, 

e quindi 

(a  — j‘) , ossìa  MF=  — (t  + c") 

' « i 
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liDunquc  Ih  lelta  MF  è uguale  alla  distanza  dell’  a' 
sintolo  della  curva  dal  suo  asse  delle  z.  Quindi  tro- 
vandosi essa  sul  piano  projettato  in  SAFM , ed 
essendo  F la  projezioiiu  dell’asse  delle  sue  ascisse;  il 
punto  M è la  projezione  dell’asintoto  , e la  perpen- 
dicolare eretta  per  Mal  piano  del  circolo  ADA'BA 
è un  tale  asintoto. 

Immaginiamo  ora  die  il  piano  secante  pren- 
da tutte  le  possibili  posizioni  intorno  alla  retta  A^ 
vai  quanto  dire  che  le  costanti  s , c ricevano  suc- 
cessivamente tutt’  i valori  di  cui  sono  suscettibili. 
L’  asintoto  della  curva,  prodotta  da  ciascuno  di  tali 
piani,  sarà  sempre  projettato  sul  punto  d’intersezione 
della  retta  analoga  alla  colla  l'A'l\  e però  men- 
tre il  piano  secante  rota  intorno  alla  retta  projettata 
in  , r asintoto  della  curva  genera  il  piano  pro- 
jettato in  VA'l\  e poiché  ciascun  asintoto  limita  la 
curva  corrispondente  , il  piano  tA'l  limiterà  la  su- 
perfìcie. Ciò  che  accade  rispetto  al  piano  SR  che 
corrisponde  al  caso  di  ^=-|-cn,  accadendo  pure  ri- 
spetto al  piano  S'R'  corrispondente  al  caso  di  /?= — cn, 
risulta  che  se  pel  punto  A conduciamo  la  retta  in- 
dcfìuita  LAL'  perpendicolare  al  diametro  A A'  , il 
piano  projettato  secondo  essa  è pure  piauo  limite  del- 
la superficie. 

Se  ora  ci  ricordeiemo  che  i punti  A y eà  A' 
sono  projezioni  delle  rette  di  permutazione  della  su- 
perGcie  (nSg)  , conosceremo  la  coincidenza  di  que- , 
si’  ultime  conseguenze  con  ciò  che  altrove  jrcr  altra 
strada  deducemmo.  Cioè  che  i piani  condotti  per  le 
rette  di  permutazione  perpendicolari  al  secondo  asse 
iudefiuito  sono  piani  limiti  della  supeifìcir. 
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375.  Dicemmo  altrove  (19,  1 1 .®  ao3.),  clic  le  sc-Tjv.  i 
eioni  prodotte  da’  piani  perpendicolari  al  primo  asse 
indefinito  , e condotti  pei  suoi  punti  infinitamente 
lontani  dal  centro,  sono  rette  parallele  e distanti  tra 
foro  pel  secondo  asse  parametro:  ciò  coincide  egual- 
mente Lene  cogli  ora  ottenuti  risultamenti  in  ordine 
all’  asintoto  di  ciascuna  delle  curve  di  cui  ci  stiamo 
occupando.  Di  fatto  i punti  di  esse  situati  infinita- 
mente lontani  dal  loro  asse  delle  x sono  comuni  ai 
rispettivi  asintoti  ; e questi  sono  tutti  allogati  su  i 
piani  LL' , Uf  , che  sono  paralleli  tra  loro  e lontani 
pel  secondo  asse  parametro. 

Riprendiamo  l’ espressione 

n 

x = — — (i  + e’)  ) 

e vediamo  cosa  diventa  pei  diversi  piani  corrispon- 
denti al  caso  di  ^ = cn. 

276.  Cominciamo  dal  supporre  ang.(xj:')i=  i*7; 
in  questa  ipotesi  si  ha 

x = — — (1  + e’)= — n , 
s 

e le  equazioni  [0<]  divengono  rispettivamente 

x = + n , x==  — n. 

Onde  il  ramo  curvo  si  confonde  col  suo  asintoto  ; 
ed  i due  rami  della  curva  sono  paralleli  , equidi- 


• 4f 


.i/f 
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rclto  si  mantiene  qual  h,  cd  il  ramo  curro  trasFor- 
masi  in  una  retta  x = — n.  D’altronde  dorendo 
sempre  aver  luogo  le  condizioni  di 


jr  < fn  , 


— X < — (i 
f ' 


si  Tede  che  la  retta  doppia  data  dalla  equazione 
z = o non  può  essere  indefinita  , ma  deve  in  vece 
esser  compresa  tra  le  rette  jc  = n,  x=  — n e per* 
ciò  di  lunghezza  an;  cangiandosi  io  xKn,  — x<n 
le  dette  condizioni  (*). 


Quanto  alle  derivate  successive 


dx  d'x  d’x 
d7’  d?’  ’ dz* 


della  ordinata  ir;  esse  concorrono  a mostrare  la 
coincidenza  del  ramo  curvo  col  suo  asintoto  quan- 
do ang.(xx')=  iV.  Poiché  accomodate  a tale  ipo- 
tesi danno  per  risaltato  lo  zero;  la  qual  cosa  vuol 
dire  che  in  ogni  punto  del  ramo  curvo  ha  lungo  la 
piò  grande  osculazione  possibile. 


(*)  Questo  fetlo  a oot  pare  baiterole  esento  per  moiirare , die  sa- 
rdibe  meglio  cooMderere  come  paro’  dì  una  medesima  cun*a,  che  come  due 
o piu  curve  dìstiote  vitelle  rappresentate  da  due  o più  equaiioni  diverse  di 
peòdenti  da  uo  altra  risolvibile  in  ^torìy  pel  derivare  da  una  medesima 
geoeraziooe  o dalle  ntedeiiine  coodixioni  di  un  problema.  E le  diverse  psr* 
li  di  una  curva  appartenenti  alle  fùoxìoni  delle  ascisse,  die  da  una  mede- 
sima equaxione  noo  risolvibile  in  fattori  sodo  date,  potrebbero  ritenere  la 
dmoroinaxiooe  di  jRami  <^a  curva  : chiamaDdo  jirco  eU  curva  e non  soa^ 
parte  una  ponione  di  un  med^too  ramo. 

Egli  è sotto  questo  punto  di  vista  die  abbiamo  detto  parte  non  svilop<^ 
pabile  e sviluppabile  della  superficie,  il  Conoide  ed  Cilindro  cht  per  un» 
medesima  gencratioot  abbiamo  Tcduto  geocrarsii 
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3^^.  Alil)nnduniamo  hi  i|)0lpsi  ili  ang.(jfx')=  i9, 
e suppouiamo  di’ esso  vada  diminuendo.  A misura 

die  diminuisce,  1' espressione  x = — IL  (i  .j.  c’)  , 

che  liippresenta  1’  asintoto  , va  crescendo  , e l’ali 
tra  X ==  sn  , che  il  ramo  retto  rappresenta',  dimi* 
miisce. 

tjuiuido  ang.  (.ra')  = i'/ , 5 si  ha 

''  = -(7+“) 

X = srt. 

Quando  atig.(j:j:')  seguita  a diminure  va  sempre 

più  rapidiiiiieule  crescendo  la  — e per  lo 

contrario  va  diminuendo  la  x = sn  •,  ed  il  crescere 
della  prima  c molto  più  rapido  che  il  decrescere 
della  seconda. 

378.  Quando  ang.  (xx')  = o9 

le  due  espressioni  di  cui  si  tratta  danno  rispettiva-  ' 
mente 

x = — 00,  x — o. 

Onde  il  ramo  retto  si  confonde  col  suo  asse  delle 
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z , e rasiofolo  se  ne  allontana  iiideQailamente,  an-Ta»- 
* . J^S'  4’ 

dando  tulio  intero  all’  infinito  (*). 

Nella  ipotesi  in  cui  siamo  la  seconda  delle  e- 

quazioni  [O*]  porge 


X = 0. 

Dunque  quando  ang.  (x-x')  = o? , il  ramo  curvo  ai 
trasforma  in  una  retta  ; ed  i due  rami  della  cur> 
va  si  confondono  costituendo  una  sola  e medesima 
retta  della  equazione  x = o. 

379.  Da  queste  anomalie  cui  vanno  soggetti  i 
valori  dell’ordinata  x , ed  i rumi  della  curva,  ri- 
sultano conseguenze  relative  alla  superficie  facili  a 
conoscersi.  Faremo  osservare  soltanto  , che  confon- 
dendosi i due  rami  della  curva  quando  ang.(xx')=o‘t; 
il  piano  secante  diventa  piano  tangente  (**).  £ pe- 
rò in  un  tal  caso  il  piano  secante , essendo  il  piano 
proiettato  in  LL*  ne  segue  che  uu  tal  piano  tocca 
la  superficie  ; e di  qui  deriva  la  necessità  di  dovere 
andare  l’asintoto  tutto  intero  all’ infinito  quando 
ang.(xx')  = 

(”*  n risullato  analilbo  qui  «opra  riportato  é esempio  pur  caro  della, 
mirabiliaaima  etaUezaa  colla  quale  l’algebra  esprìme  le  cose  della  geocpulrb. 
Quando  »Dg.  (xxf)  sz  o9  t il  piano  secante  diventa  parallelo  al  taogcnle  la 
•uper6cte  m'  suoi  punti  situati  all’  infìnito  sulla  sua  retta  ad  esso  parallelo, 
c perciò  tali  piani  non  iooootraodosi,  si  stiosa  ridotto  airioOoilo  l'asinto- 
to tutto  intero  $ appunto  come  l’algebra  et  ba  detto. 

(*<>)  Questa  conseguenta  è fondata  sul  principio  dei  limiti  , come  lu^ 
principio  medesimo  è fondato  il  metodo  usato  da  alcuni  geometri  per  me- 
nare la  tangente  ad  ima  curva.  Essi  conducono  una  secante  e quindi  con- 
siderano come  ridotta  a sero  la  sua  parte  intercetta  fra  la  curva.  Qui  l'a- 
rea compresa  tra  il  ramo  retto  ed  il  curvo  tien  luogo  della  parte  della 
secante  intercetta  tra  la  curva;  la  quale  arca  va  a zero  quando  il  rame 
retto,  cd  il  ramo  curro  coincidouo  io  una  soia  c maJes  mi  rclU. 
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aSo.  Ripi^doodo  la  discussione  della  seconda 
delle  due  equazioni  [0*J  , ovveio  dei  ramo  che  rap- 
piesenta  , )>ussiaiiio  {^ciici'iilmiMiie  conchiudere  do- 
]>n  ciò  die  aljliiiioi  detto  , che  esso  incontra  1’  asse 
delle  z , e che  ha  ammenn  due  punti  di  flesso  ; im- 
p'»rorrliè  il  ramo  re'to  della  curva  , ed  il  suo  asin- 
toto sono  nelle  regioni  opposte  delle  a: , e queste 
sono  sempre  reali  quando  minuii  di  sn,  e maggiori 

di  - JL(,  -f-d). 

3>Si.  Nella  equazione 

(y’s’  + ctn)x  = sn\c'tn  ~ (i  + 
puughiamo  x=-o,  oltengliiamo 

c rn  — r’  ( 1+  f’)  = o 

c quindi 


cnt 

Z-  ==  ± ; 

V I + c- 

e questa  è I’  ascissa  corrispoudente  al  puuto  , ove 
il  ramo  curvo  incontra  1’  asse  delle  z. 

Questa  espressione  può  speditamente  cosimi rsi, 
tanto  se  sia  dato  ang.(a;x')  quanto  se  sia  data  la 
quantità  c : e può  costruirsi  in  modo  da  dare  ad 
un  tempo  il  punto  della  curva  , del  quale  essa  e- 
spressioiic  rappresenta  1’  ascissa. 

Sieno  Xx  , Zz  , gli  assi  coordinali  della  cur- 
va , come  ahhiatn  detto.  Pel  punto  C origine  delle 
coordinate  conduciamo  la  retta  CF  in  modo  che  sia 
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aiig.  FCZ  = ang.(xar').  Dal  punto  C verso  X ta-T«r.  «4. 
gliamo  CE=zm  ; coi  centri  C ei  E e col  raggio 
m descriviamo  le  semicirconferenze  MFE , CGR  ; 
pel  punto  F liriamo  la  FD  parallela  ad  xX  e pel 
punto  d’ incontro  D della  FD  colla  Zz  tiriamo  la 
DE.  Sè  ora  pel  punto  K ove  la  DE  seca  la  cir- 
conferenza CGR  tiriamo  la  KP  parallela  alla  Xr; 
sarà  CP  r ascissa  del  punto  ove  la  curva  incontra 
l'asse  delle  ascisse  z , e P un  tal  punto.  Di  fatto 
si  ha 

DE  : EK  CD  : CP 
ma 

EK  = m f CD  ~ cm  , DE  = V/n’  + cm' 
dunque 

-j-  cm  m \i  cm  ; CP 

r 


Vi  +c 


che  il  per  lo  appunto  il  valore  della  z corrispon- 
dente ad  X = o. 

Se  fosso  data  la  c in  luogo  di  ang.  (xx')  , si 
comincerebbe  dal  tagliare  la  CD=cm  e nel  resto 
si  proseguirebbe  come  abbiam  fatto. 

Costruendo  1’  angolo  FCZ  , viene  a costruirsi 
r angolo  opposto  al  vertice  FCz  il  di  cui  lato  CF 
incontra  la  circonferenza  MFE  in  F-,  onde  facen- 
do rispetto  al  ponto  F le  costruzioni  medesime , 
che  rispetto  al  punto  F 'si  son  fatte  , oUerrebbesi 
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Tav.  i^.r  altro  puulo  /*',  ove  lu  curva  iucoiitra  1’ asse  Zz: 
3 

' corrisponcleiitlo  cosi 


CP  a z = -f- 


V«+6’ 


Vi  + 


Determinato  il  ponto  ove  il  ramo  curvo  incontra 
l’asse  delle  z vediamo  quale  andamento  prenda  la  cur* 
va  in  questo  punto. 

aSa.  Nella  espressione  della  derivata 


dx  4-fii  • c m‘z 

dz  (i’z' + f’m’)' 


pongliiamo 


z=  ± 


cm 

V 1 + c* 


. . dx  sn 

risulta  — =:p — V(i  -fc*)* 

azem  cm  * 


ossia 


V7T7 


n 

m 


e questi  sono  i valori  della  taugente  trigonometrica 
deir  angolo  che  là  la  tangente  alla  curva  in  questo 
p nto  coll’  asse  delle  z,  lil  poicliè  ciascuno  di  essi 
è di  segno  contrario  all’  ascissa  del  punto  al  quale 
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coii'ìspoiiJe  , risulta  che  la  tangente  alla  curva  nelTav. 
punto  ove  essa  incontra  1’  asse  delle  z fa  angolo 
tuso  coir  asse  medesimo  nel  senso  CZ  , Cz. 

a83.  Ponghiamo  similmente  il  valore  di  CP 
nella  derivata  seconda  : ottengliiamo 


d’x  w»  . 

——  =—  —{c'~  s')  (i  + c’)*. 


V> '+<■•* 


Questa  può  diversamente  esistere  secondo  i diversi 
valori  dì  r , e c ; vai  quanto  dire  secondo  le  po- 
sizioni diverse  che  il  piano  secante  può  prendere 
rotando  intorno  la  retta  di  permutazione. 

Se  j < c , se  cioè  ang.  (xx')  < oV,5  essa  è ne- 
gativa ; se  j > c , se  cioè  ang.  {-rx')  > oV,5  è po- 
sitiva ; se  c = r , ossia  ang.  (xx')  = o<?,5  il  valo- 
ò'x 

re  di  è zero. 

Vi  -t-c* 

In  questa  ultima  ipotesi  è 


dx 
dz 

cm  ^ 

Vi  + 

che  è quantità  finita  , e diversa  dallo  zero  ; quindi 
i punti  P,  P'  sono  punti  di  flesso:  poiché  ad  ogni 
* valore  dell’  ascissa  z corrisponde  un  sol  valore  del- 
r ordinata  x , e per  quei  valori  dell’  ascissa  mag- 


1 

3 m a 
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i.{.giori  e minori  dì  CP  , CP*  rispondono  rispeltiva- 
incnte  valori  reali  e di  segno  contrario  per  1’  ordi- 
nata X. 

Se  j<  oppure  >o,  ossia  ang.  (jtx')  < op- 
])ure  > 0*^,5  siam  certi  non  aver  luogo  iii  P , P' 
iiiuiia  singolarità  : ma  ivi  essendo  zero  l’ ordina 
ta  X , non  ]K>ssìamo  couchiudere  se  la  curva  ri- 
volge concavità  , ovvero  convessità  all’  asse  delle 
uscisse.  Possiamo  conchiudere  soltanto  che  se  da 
una  parte  dell’  asse  Zz  la  curva  gii  rivolge  conca- 
vità , dall’  altra  parte  deve  rivolgergli  convessità  ; 
imperciocchò  non  potrebbe  da  ambe  le  parti  rivol- 
gergli concavità  o convessità  sensa  essere  P , P' 
punti  di  flesso  ; la  qual  cosa  abbiam  veduto  non 
accadere  che  quando  s = c,  ossia  ang.(xxf)  = o9,5. 

Per  vedere  da  qual  parte  dell'asse  Zz  la  curva, 
gli  rivolge  concavità  quando  non  è ang.(xx')=o^,5 
esaminiamo  la  curva  alle  vicinanze  de'  punti  P,  P': 
e poiché  ciò  che  accade  rispetto  al  punto  P accade 
pure  rispetto  all’altro  P',  del  primo  solo  discorrere- 
mo. Poniamo  nella  espressione  successivamente 

dz 


cm  cm 

* = v — ^ 

» I -f-  c V I + C 


essendo  k l’ aumento  od  il  decremento  dell’  ascissa 
corrispondente  al  punto  P.  Dopo  le  debite  riduzio- 
ni, tenendo  conto  della  condizione  r’  + c*  = i , ot- 
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tenghiamo 


Tir.  14. 

fie-3- 


ffx  4<"  ■ ' 4*  O* 

+ c’)  + Kcm  4-  *Vi  + c')  ]* 

V7T?'*' 


UcW  (j’  — c’)  + 6.’cmiVi  4-  c’  + 3i***(«  + •’)! 


«l’jf  4<r  . c’m’(i  4*  ^’) 

^*‘«r  _ . 4-  c’)  4-  *’(cni  _ *Y  1 4-  cO 

\T+7 

[2c*/n’(«’  — c*)  — 6s’cmk\i  + c'  4-  3i‘A’(t  4-  c’  )j 

In  queste  due  espressioni  il  fattore  frazionario 
è essenzialmente  positivo  ; e però  non  influisce  sai 
seguo  della  derivata.  Quindi  essa  è positiva  o ne- 
gativa secondo  che  è tale  1’  altro  suo  fattore.  Ora 
se  rifletteremo  che  la  k , indicando  l’ aumento  o de- 
cremento deir  ascissa  CP , può  assumersi  tanto  pic- 
cola quanto  si  vuole  , ci  accorgeremo , che  nei  det- 
ti fattori  il  primo  termine  acni'(s'  — c)  può  sem- 
pre aversi  per  maggiore  della  somma  degli  altri  due. 
Dunque  finche  esiste  il  termine  sc’/n* (j’  — c)  , o 
che  sia  z > CP  , 0 che  sia  z < CP  , nelle  vici- 

d’jf 

Danze  de  punti  P , P',  la  derivala  ha  sempre 

lo  stesso  segno.  Conciossiachò  quando  questo  termine 
non  esistesse  il  primo  termine  di  ciascuno  dei  fiit- 
tori  di  coi  si  tratta  conterrebbe  la  potenza  prima 
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fis- 


J^  cluir  aumenlo  k ; onde  un  lai  termine  variando  di 
segno  con  k , ed  essendo  maggiore  del  terzo  , per 

d’;r 

le  cose  pocanzi  detle  , la  deriva  sarebbe  positi- 
va o negativa  secondo  che  è positiva  o negativa 
la  k. 

Dal  qui  sopra  detto  risulta  che 
i.°  Se  J = e,  ossia  ang.(jra:')  =o9 , 5 , la  cur- 
va nel  punto  P rivolge  concavità  aU’asse  Zz  da  am- 


be  le  parti  di  esso  j poiebè  quando  z = - 

d’x  ^ * "1*  c* 
la  oidìnala  x è negativa  j e la  è positi- 

Vi  -t-  c* 


cm 

va  , e quando  z — — — — ^ l’ordinata  è positi- 
vi -f  c’  ^ 


Va  , e la 


d’ar 

è negativa. 

**  mt  1 

vr-t-c*- 


3.*  Se  s'  > c\  ossia  ang.(.r'x')  > oV,5  la  cur- 
va rivolge  convessità  all’asse  Zz  , a destra  di  es- 
so , e gli  rivolge  concavità  a sinistra  ; poiché  allo- 
cm 

ra  quando  z = * — + ^ ordinata  è negativa  < 

V I ^ c’ 


c la 


L X 


v.+- 


è positiva  ; e quando  z = 

+ A* 


cm 


Vi 


'-k 
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r ordinata  3:  c la  corrispondcLte  derivata 


d:’. 


Tur,  14. 

H-  3- 


sono  positive. 

3.°  Se  s'  <.  c’  , ossia  ang.(3?j:')  < nv,5  la  cur- 
va alle  vicinanze  del  punto  P rivolge  concavità  al- 
l’asse Zz  a destra  di  esso,  e gli  rivolge  conves- 
sità a sinistra  ; poiché  in  tale  ipotesi  quando 


cm 


• q-  A-  r ordinata  e la  corrispondente  de- 


d’r  cm 

rivnta  sono  negative,  e quando  ■ ■ ™_A 

ds  o > 1 vi  + c 

P j-  . d’x 

1 ordinata  x è positiva,  e la  derivala  e 

uz 

-~k 


I +c‘ 

negativa. 

Quindi  appare  che  quando  s=c,  Incurva  al- 
le vicinanze  dei  punti  P , P'  prende  la  forma  de- 
lineata nella  figura  con  linea  tutta  piena  ; quando 
s c prende  la  forma  delineata  con  un  tratto 
ed  un  punto  ; quando  s < c prende  la  forma  deli- 
neata cou  un  tratto  e due  punti. 


a84<  Determinato  i punti  ove  il  ramo  curvo 
incontra  1*  asse  delle  ascisse  z , e l’andamento  della 
curva  alle  vicinanza  di  tali  punti  , determiniamo  i 
suoi  punti  di  flesso  dei  quali  , come  abhiam  detto 
(380) , debbono  esservenc  ammeno  due. 
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Riprendiamo  la  espressione  generale 

d’j: — ^sn  , c'nC{c'm  — 3r’j’) 

di*  (c'm'  -J-  jV)*  ’ 

ed  OsserTÌamo  per  quali  valori  può  andare  a xaro^ 
Pongliiaino 

c’m’  — 3s’z’  = o 


otlengbiamo-  2=  ± — 

sS'ò 

e ponendo  questo  valore  di  z nella  seconda  éeÌ\é 
equazioni  [O'J  risulta 


n , . 

x=  — (i’  — c ) , ossia  X = 
ar 

Dunque  i punti 


I cos.  i{xx') 
a sen.(arx') 


/ 


z 


cm 

jV3 


ra 


X = - (s*  — c’) 
ar 


cm 

X = — (f>  — c’) 

oc'  ' 


sono  punti  di  flesso  della  curva, 
d’x 

La  derivata  — r,  non  ritorna  zero  per  nissun 
dz  ‘ 

altro  valore  finito  della  z ; onde  la  curva  non  ha 
altri  punti  di  flesso  che  i duo  suddetti.  Tornerebbe 
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tl’j: 

jT=o  qiiaiKlu  fosse  z = + oo  , ma  ciò  è relativo 

alia  più  grande  osculazione  , che  sempre  deve  aver 
luogo  tra  la  curva  ed  il  suo  asintoto 

a85.  Facciamo  paragone  tra  questi  valori  del- 
la z , e quelli  corrispondenti  al  punto  ove  la  curva 
incontra  l'asse  delle  ascisse  z. 

Tali  valori  sono  rispettivamente  (a84,  a8l) 

ptn  cm 

V I -|-c’ 

li  quali  SODO  uguali  quando 

. jV3  = Vi  +c’; 

il  primo  è minore  del  secondo  , quando 

jvT  > ; 

ed  ha  luogo  il  contrario  , quando 

^V3  < vT+7*  • 

Risolvendo  queste  tre  ultime  relazioni  , rap- 
porto ad  j , ottenghiamo  rispettivamente 


1 


che  equivalgono  ad 


ang.(o:j::')=o<7,5,  ang.(a:x')>o</,5,  ang.(xa:0  <ov,5 

Dunque;  quando  ang.(arj?')  = 07, 5 il  punto  di 
flesso  e sul  punto  d’  intersezione  del  ramo  curvo 
coll’asse  delle  z:  quando  ang.(j:j;')  > 09,5  il  punto 

i5 
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di  flesso  i a destra  (iell’  asse  delle  z : quando 
ung.(jcj;')  < o7,5  il  puuto  di  flesso  è a sinistra  del- 
r asse  medesimo. 

386.  Questi  risultamenti  si  accordano  coti  quel- 
li ottenuti  (383)  ili  ordine  all'  andamento  della  cur- 
Ta  nelle  vicinanze  del  suo  punto  d’incontro  coll'  asse 
delle  z.  Di  fatto  quando  ang.(arx')  = o<j,5  rivolgen- 
do la  curva  concavità  all’  asse  Z tanto  dall’  una 
che  dall’  altra  parte  , il  suo  punto  di  flesso  non  può 
essere  che  sull’asse  medesimo;  quando  ang.(xx')>o*^,5 
la  curva  rivolgendo  convessità  all’  asse  Z a destra 
di  esso  , c concavità  a sinistra  , il  punto  di  flesso 
deve  essere  alla  sua  destra;  quando  ang.(xx')<o7,5 
il  contrario  succedendo  , a sinistra  dell'  asse  il  pun- 
to di  flesso  deve  trovarsi. 

387.  Da  ciò  che  abbiamo  detto  relativamente 
al  ramo  retto  delia  curva,  ed  alla  soa  distanza  dal- 
l’ asse  delle  ascisse  z , fàcilmente  apparisce  che  l’e- 
quazione [O]  della  curva  può  semplificarsi  rappor- 
tandola in  vece  al  suo  ramo  retto  assunto  come 
asse  delle  z. 

Essendo  il  ramo  retto  distante  dall’ asse  delle 
ascisse  (368)  por  una  quatitità  uguale  sn,  riferiremo 
la  curva  al  ramo  retto  , come  asse  delie  ascisse  , 
ponendo  nella  equazione  [O]  della  curva 
X = sn  — x'. 

EOfettuata  una  tal  sostituzione  ottenghiaroo 
(cW  j’z’)  x’’  = asnx'i' 

a questa  è la  equazione  piu  semplice  delle  curve 
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delle  sezioni  prodotte  da  piani  condotti  per  I’  una 
delie  rette  di  permutazione  della  superficie.  Du  es- 
sa immediatamente  risultano  i valori 


visz 

j:'  = o,  — 


f > I % X 

c m T J ^ 


dell’ordinata.  Il  primo  è relativo  al  ramo  retto,  ed 
il  secondo  al  ramo  curvo  : ambi  sono  sempre  reali 
qualunque  sia  z. 


388.  Facciamo  la  trasformazione  medesima  nel- 
la espressione  x = - — (j’  — c’),  die  è l'ordinata  del 
punto  di  desso  (384)>  Ottenghiamo 


3J 

la  quale  espressione  ci  porge  facile  mezzo  perrav.  i^. 
costruire  graficamente  la  lunghezza  dell’ordinata  del 
punto  di  desso  : e dopo  ciò  che  abbiam  detto  nei 
numeri  389  , *368,  possiamo  costruirla  in  modo  da 
averne  ad  un  tempo  la  sua  lunghezza,  e la  sua  pro- 
iezione sulla  che  è projezione  del  piano  della 

curva  cui  un  tal  punto  appartiene. 

Pel  punto  A ergasi  la  AE  perpendicolare  alia 
FAS.  Taglisi  a partire  da  A la  AE  = AC  ^ e 
la  AS  = ìAF.  C«n  un  punto  sopra  la  FS  come 
centro  desuivisi  la  semicirconferenza  SEP  ^ in  mu- 
do che  passi  pei  punti  già  determinati  S ed  E. 

Sia  P il  punto  d’  incontro  delia  descritta  se- 
micirconferenza colla  indefinita  SAF. 


\ 
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i4-  È la  projezione  ile'due  punii  di  flesso  dell.T 
curva  della  conoidale,  die  è intersezione  di  essa  col 
piano  projellato  in  AF  ; ed  è AF  la  lunghezza  e 
la  proiezione  deU'ordinata,  nello  spazio,  di  tali  punti. 
E di  fatto  per  le  proprietà  del  circolo  è 

lE'  =ÀP  X ÀS  , 

e per  le  costruzioni  fatte  \ 

AE  = AC,AS  = aAF 

onde  risulta 

AC  = AF  X 2AF. 

D' altra  parte  per  le  costruzioni  fatte  nel  ci- 
talo numero  fa59)  rappresenta  AC  il  secondo 
semiparametro  della  superficie  , ed  AF  la  distanza 
del  ramo  retto  della  curva  dal  suo  asse  delle  ascis- 
se. Dunque 

AC  = n,  AF=  sn. 

Per  la  qual  cosa  1’  ultima  cguagliauza  si  cangia  in 
n = AP  X 3sn 
n 

e questa  porge  AP  = — 

che  è per  lo  appunto  1' espressione  dell' ordinata  del 
punto  di  flesso  riferita  al  ramo  retto  della  curva. 

389.  Essendo  , pei  numeri  citati  e per  le  cose 
qui  dette  , A la  projezione  del  ramo  retto  della 
curva , F quella  del  suo  asse  delle  z,  ed  AP  quel- 
la delle  ordinate  dei  punti  di  flesso  riferiti  al  ramo 
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retto;  si  vede  che  è PF  la  projezioue  dell’ordinataTav.  i j. 
dei  detti  punti  riferiti  all’  asse  delle  ascisse;  e però-^'^ 

FP='^  (s  - c’) 

390.  Da  tutto  ciò  che  fìn  qui  ahhiain  detto  ia- 
torno  alle  curve  del  primo  genere  , di  quelle  che  da 
piani  secanti  paralleli  al  piiiiio  asse  indeGnito  sono 
prodotte  , si  vede  che  possono  in  tre  specie  classiG- 
carsi  .;  a causa  delle  variazioni  cui  vanno  soggette  pel 
variare  dell’  aug.(jrx').  Chiainerenao  : 

Curve  di  Prima  Specie  quelle  che  al  caso  di  ang.(jrj:') 
diverso  dallo  zero  o da  un  quadrante  corri- 
spondono : 

Curve  di  Seconda  Specie  quelle. corrispondenti  al  ca- 
so di  ang.(x-c')  uguale  un  quadrante  : 

Curve  di  Terza  Specie  quelle  corrispondenti  al  caso 
di  ang.(xx')  uguale  zero  : 

Le  quali  tre  specie  di  curve  quantunque  comprese 
in  una  medesima  equazione  [O] , (26G)  , come  in 
una  medesima  equazione  [il/J  sono  contenute  quelle 
del  primo , secondo  e terzo  genere  , pure  sono 
diversissime  di  forma,  cóme  dalie  cose  dette  nei 
numeri  376  , 377  , 378  apparisce. 

391.  Quindi  è che  di  tutte  le  curve  prodotte 
da  piani  paralleli  al  primo  asse  indeGnito,  e che  pas- 
sano^pcr  le  rette  di  permutazione, 

Le  curve  di  prima  s[>ecic  sono  prodotte  da  piani  ia- 
clinati  al  secondo  asse  indeGnito.  , 

Le  curve  di  seconda  specie  sono  prodotte  da  piani 
p.iralleli  al  secondo  asse  indeGnito. 
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paiite  seconda 


Le  curve  di  Iciza  specie  sono  prodotte  ila  piani  per- 
pendicolari al  secondo  asse  indeiìuito. 

393.  Le  curve  di  prima  specie  potrebbonsi  sud- 
dividere in  varietà'  tenendo  conto  della  maggiore  o 
iniuore  distanza  degli  asintoti  , oppure  della  diversa 
posizione  dei  punti  di  flesso , o della  maggiore  o mi- 
nóre curvatura,  0 di  altre  circostanze.  Quelle  di  se- 
conda specie  potrebbonsi  dividere  pure  in- varietà  , 
in  ordine  alla  maggiore  o minore  distanza  delle  sue 
due  parti  che  cogli  asintoti  si  confondono  (3^6)  , 
o ciò  che  torna  lo  stesso  per  la  maggiore  0 minore 
lunghezza  della  sua  parte  che  può  aversi  come  ret- 
ta doppia.  Quelle  di  terza  specie  non  contengono 
sotto  questo  rapporto  che  una  sola  varietà  : e cosi 
dehhe  essere,  impcroccliè  i piani  secanti  che  le  produ- 
cono (391  , 379)  sono  di  separazione  tra  quelli  che 
non  secano  la  superficie  , e quelli  che  la  secano  , 
ovvero  limili  di  questi  ultimi  (*). 

{*)  Le  curve  di  primn  gcocrc  possono,  per  valori  di  ceti  trasn>rmarsi 
in  linee  rcttc;c  però  potrebbe  sembrare  impropria  la  fatta  loro  class iflcat ione 
in  ispccie;  a tali  trasfbnnaiioni  per  lo  appunto  corritpoixkndo  quelle  di 
Feconda  e dì  terza  «pecie.  Ma  althiamo  coù  &tto  per  due  ragioni  prindpaU 
mcole.  In  primo  luogo  noi  trattiamo  delle  aeiiooi  della  Conoidale  non  esclu- 
•a  iicssona  ( c non  delle  curve  di  quarto  ordine)  e tutte  dobbi.'imo  dassifi  - 
carie.  In  Kcondo  luogo  ( come  già  altnnre  abbiamo  accennato  ) noi  consi- 
deriamo come  parti  di  una  medesima  curva  quelle  rappre»eiitalc  da  equa- 
stoni  dipendenti  da  un*  altra  risolvibile  m fitlori , quando  quest'  altra  deri- 
va da  una  medesima  generazione  i qui  il  piano  secante  parallelo  al  aecondo 
asse  indefinito  produce  un  aiatema  di  tre  rette  rappreacntale  da  Ire  equa- 
zioni  dipendenti  coti  da  un'  altra,  e quello  perpendicolare  aliasse  medea  mo 
produce  un  sìatema  di  due  rette  che  ai  cdnfoodooo,  rappreacniatc  da  due  equa- 
zioni pure  coti  dipendenti  da  uno  terza  : ed  un  aialcroa  di  più  rette  coeti- 
tuendd  una  linea  spezzata  ( Legaidre  Gevm.  ) può  riguanloisi  come  ima 
linea  curva. 
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Curve  del  secondo  genere  owero 
caso  di  fi'  < c’u’ 

393 . La  relazione  fi'  < ciu  produce  le  altre  due 

. fi  <cn  , e > — cn 

ciascuna  delle  quali  ha  luogo  secondo  che  la  distan- 
za dei  piano  secante  dal  primo  asse  indefinito  vien 
computata  al  davanti  o al  di  dietro  del  piano  diame- 
trale XZ  (a63).  Pertanto  essendo  n quantità  sempre 
positiva  , per  essere  paràmetro  della  superficie  , la 
relazione  fi  > — cn  non  può  aver  luogo  che  quan- 
do la  c è negativa.  Quindi  ò (365)  die  nel  caso 
di  fi,  > — c/l,  dovremmo  nella  equazione  [M]  (sSa) 
cangiare  t?,,tecin  — 0 , — J,e  — 0:  e però 
in  vece  della  equazione 

[Af]  -j.  sx)'  m'(sfi  — ex)’  = n'z' 

anderehhe  considerata  1'  altra 

z\cfi  — sx)’  m\sfi  .p  ex)’  =:  n’z' 

che  è la  stessa  della  precedente  , solo  che  si  cambi 
j:  in  — X,  Per  la  qual  cosa  la  curva  corrisponden- 
te a < cn  è la  stessa  che  quella  corrisponden- 
te a — cn;  e dilTeriscotio  in  questo  soltanto  che, 
tutto  ciò  che  nella  prima  curva  ha  luogo  nella  re- 
gione delle  X positive  , nella  seconda  ha  luogo  i[i 
quella  delle  negative,  e viceversa:  vai  quanto  dire  le 
due  curve  sono  simmetriclic  intorno  ad  un  medesimo 
asse  delle  ascisse  z.  Noi  dunque  non'  considereremo 
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le  due  relazioni  (}  K.  cn  , ^ > — cn  , ma  la  prima 
soltanto. 

t / , 

3g4>  Sia  l una  quantità  essenzialmente  positi- 
va. Essendo  ^ ^ cn  , potremo  fare 

fi  = cn  — / , 

e sostituita  questo  valore  nella  equazione  della  cur- 
va , avremo  esplicitamente  espresso  la  condizione  di 
dover  essere  fi  cri:'  e manifesto  che  dovrà  esse- 
re l minore  di  cn.  Una  tal  sostituzione  renderebbe 
poco  commoda  1’  equazione  della  curva  , perciò  fac- 
ciamo invece 

^ = cVn’  — e’ 

ed  è cbiaro  cbe  l’eguaglianza 

cn  — l = cSn’  — e 

farà  conoscere  la  e per  ogni  valore  della  diminu- 
zione / (li  cn  ; e viceversa. 

2g5.  Abbiamo  già  altrove  dimostralo  (aSS)  pw 
mezzo  della  relazione  [7V'»J  ; die  quando  è fi’<c'n 
ciascun  ramo  della  curva  và  all’  infinito  tanto  nel 
senso  delle  ascisse  z positive  , che  delle  negative  : 
ciascun  ramo  della  curva  adunque  dovrà  tagliare 
1 asse  delle  ordinate  x.  Quindi  potremo  fare  z=o 
nella  equazione  [Af]  (aSa).  Così  facendo  ottengbiamo 
sfi  ex  = 0 

la  quale  contenendo  la  x al  primo  grado  ci  mo- 
stia  clic  i due  rami  della  curva  iucouUauo  l’asse 
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clcHc  ordinate  x in  un  medesimo  punto:  e perciò 
ivi  s’  incontrano. 

Prendiamo  un  tal  punto  per  origine  delle  coor- 
dinale. 

agG.  L’  equazione  — ex  = o risoluta  dà 


c 


onde  per  cambiare  l'origine,  comeabbiam  detto,  fac- 
ciamo 


c 


nella  equazione  {M]  : ottengbiamo , dopo  aver  fat- 
to (294)  /?  = cV«”  — e’,  — c—a 

[^J  {c  — 3sat  — j’t’):’  = c tilt' 

c questa  è l'equazione  della  curva  di  cui  si  tratta 
riferita  ai  nuovi  assi  , dei  quali  quello  delle  t è lo 
stesso  che  il  primitivo  delle  x , e quello  delle  s 
è parallelo  al  primitivo  del  medesimo  nome  , e di- 

stante  da  esso  per  — . 

c 

297.  Dalla  forma  della  equazione  [P]  si  rendeT.iv.  16. 
palese  , che  la  s ba  sempre  due  valori,  1'  uno  di  se- 
gno  contrario  all'altro,  ed  uguali;  e che  quando  la  t da 
positiva  passa  ad  essere  negativa  il  valore  positivo 
della  z si  cangia  in  negativo , ed  il  negativo  in 
positivo:  c viceversa.  Dunque  se  Xx  , Z'z»  sono  i 
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Tav.  i«  nuovi  assi  coordinali,  un  ramo  dall’angolo  XOZi  s\ 
porta  nell’  opposto  xOz,  e 1’  altro  dall'angolo  A'Oz* 
si  porta  nell’ opposto  a: OZ' , passando  entrambi  per 
1’  origine  O. 

Nella  nuova  origine  delle  coordinate  dunque  , 
cioè  nel  punto 

z — o 

c 

rispetto  al  primitivi  assi  , i rami  della  curva  si  ta> 
gliano  ; dunque  il  detto  punto  è un  punto  doppio 
di  essa. 

ag8.  Se  variasse  fi  avrebbesi  in  l’e- 

quazione di  una  linea  retta;  e però  è facile  l’ accor- 
gersi che  le  due 

z=s  o 
sfi 

x = — 
e 

rappresentano  il  secondo  asse  parametro  delta  conoi- 
dale , riferita  ai  tre  nuovi  assi.  Per  la  qual  cosa  si 
torna  a condiiudere , essere  il  secondo  asse  parame- 
tro , linea  doppia  della  superficie. 

399.  Dalla  forma  della  equazione 

(e’  — 2sat  — jV)s’  = c'm't” 
della  curva  appare  in  oltre  clic  ; quando 
e’  — 2sat  — s't'  > o 
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i valori  della  z sono  sempre  reali  qualanque  sia  t: 

e’  — osai  — sY  < o. 

i valori  della  z sono  immaginari:  quindi  potremo 
stabilire  le  condizioni 

sY  + asat  — e’  < o 
sY  + asat  — e’  > 0 

per  la  prima  delle  quali,  valori  reali  per  z f e per 
la  seconda  valori  immaginari. 

Facciamo  dunque 

sY  asat  — e’  = o 

e risolviamola  rapporto  a t ; ed  otterremo  il  più  gran 
vnlnrc  possibile  che  pub  ricevere  1’  ordinata  ( della 
curva.  Se  la  t ne  sarà  minore  i valori  delia  z sa- 
ranno reali , e perciò  i punti  che  gli  corrispondono 
saranno  ponti  delia  curva.  Se  la  < ne  sarà  maggio- 
re i valori  della  z saranno  immaginari  ; ed  i punti 
che  a tali  coordinate  corrisponderebbono  non  sono 
punti  della  curva. 

3oo.  Risolviamo  l'equazione  ' 

j’z’  asat  — e = 0 
ottenghiamo  due  valori  per  t : e sono 

n — a w + a 


Il  valore  //  di  r è sempre  positivo,  poiché  (ag4,  ag6) 
è sempre  a<n;  l'altro  tu  è airiocontro  sempre 
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negativo:  ed  eutramLi  sono  reali,  poicLò  quantun- 
que sia  a — yln- — e'  non  è mai  e > n. 

Dunque  i valori  positivi  dell'  ordinala  t della 


curva  saranno  sempre  minori  di  ■ ■ ; ed  i ne- 

ri  -|-  a 

galivi  sempre  minori  di  . Per  la  qual  cosa 

s 

se  nella  regione  positiva  delle  ordinate  della  curva 
tiriamo  una  retta  parallela  all’  asse  Z'z'  delle  ascis- 


se c distante  da  esso  per 


-,  e nella  regione  ne- 


gativa delle  ordinate  tiriamo  un’ altra  retta  parallela 


all’  asse  medesimo  , e distante  da  esso  per 


tali  rette  non  poti'anno  mai  essere  oltrepassate  dalla 
curva  , e ciascun  suo  ramo  continucià  il  suo  corso 
tenendosi  sempre  tra  esse.  Intanto  poiché  il  valore 
di  2 è reale  pure  per  valori  , /„  della  f,  la  curva 
potrà  incontrare  le  dette  due  rette.  Per  vedere  ove 
le  incontra  poniamo  successivamente  t = t,,  < = 
nella  equazione  [P]:  otteiigliiamo , per  ambi  le  so- 
stituzioni 

z=  ± 00 


c però  ciascuna  delle  delle  due  rette  è incontrata 
da  ambi  i rami  della  curva  ; ma  questa  le  incontra 
all’  infinito  c 1’  una  nella  regione  positiva  delle 
ascisse,  e l’altra  nella  negativa. 

Vediamo  in  qual  modo  un  tale  incontro  succè- 
da ; la  qual  cosa  facciamo,  esaminando  l’andamento 
della  curva  alle  vicinanze  dei  punti  d’ incontro. 


« 
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3oi.  Sviluppiamo  secondo  le  potenze  discen- 
denti della  2 i due  valori  t'  , t"  dell’  ordinata  del- 
là  curva,  che  dalla  sua  eijuazìonc  [P]  si  ottengono. 
Risulta. 


s 


+ I (/I  — o)  — — — 


I..  1 e4  1 

2-4 


■ — c'^m®  I (n — o) 


1 e’  1.1  I.I.3 

a n 2.4  n’  a.4-tì 


-f-  c*m*  I (n  — a)  — 


<"  = - 


71  IZ 


l e \ 

2 


•—  C<m4 1 (a-fo)  — — — — | 
t a n 2.4  n > 

1 c fi  $ / I ^ * *’  I . I e i 1 . 1 . 3 e®  > _«  _« 

~ t''  ' ' a j,  3.4  «1  2.4-t>  n®  ' 

— 'C*/n®|(a-4-o)  — . . . . 


» 
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II  primo  termiue  della  serie  l'  è lordinala  co- 
stante t,  della  retta  V = ^ — ; ed  il  primo  ter- 

mine dell’  altra  serie  t"  è 1’  ordinata  costante  del- 
r altra  retta  — — . Per  la  qual  cosa,  poi- 

ché crescendo  la  z la  somma  di  ciascuna  di  tali  se- 
rie si  avvicina  al  suo  primo  termine  , si  vede  che 
la  curva  và  sempre  più  avvicinandosi  alle  rette 


n — a n + rt 


fino  a toccarle  quando  z = +00  . Tali  rette  dun- 
que sono  asintoti,  della  curva  : ciascuno  di  essi  va- 
le per  conjngare  gli  estremi  dei  suoi  due  rami , e 
perciò  sono  asintoti  conjugati  della  curva. 

3o3.  Ogni  curva  a rami  iperbolici  ha  una  in- 
finità di  asintoti  curvi  ; e la  curva  di  cui  si  tratta 
ue  ha  pure  infiniti.  Ma  dei  suoi  asintoti  curvi 
meno  un  solo , tutti  gli  altri  sono  di  ordine  più  e- 
levate  di  quello  della  curva  medesima. 

Ritenendo  i due  primi  termini  della  serie  t’ 

si  ha 

s'z't  = j(n  — a)z’ — c m 

equazione  di  una  curva  di  terzo  ordine,  c delle  più 
semplici  di  esse  ; appartiene  al  primo  dei  qaaf''" 
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casi  di  equazioni  di  tali  curve  , giusta  la  classifica* 
cazione  algebrica  datane  da  Newton  (*). 

La  equazione  di  irn  tal  caso  è della  forma 
Xjr'  -f.  c/  = + bx*  -J.  ex  -{-  £? 

la  i|ualc  , tra  le  sessantacinque  curve  che  ne  deri» 
vano , secondo  il  medesimo  Newton  , comprende 
quella  che  è il  più  semplice  asintoto  curvo  della  cur- 
va di  coi  si  tratta  : la  qual  cosa  ha  luogo  quando 
i loelficienti  a , b , c , e sono  uguali  zero . Di  fat- 
to in  tale  ipotesi  la  equazione  di  Newton  diventa 

xf  = d ; 

e quella  dello  asìntoto  si  riduce  alla  medesima  for- 
ma ponendo 

jV  — j(n  — a)  = V 

ove  V è una  nuova  variabile. 

Così  facendo  ottenghiàmo 

* i X 

pz*  = — c m\  (n~—  a)  — — 

la  quale  può  facilmente  costruirsi  : e fa  conoscere 
il  corso  del  relativo  ramo  di  curva  nei  suoi  punti 
corrispondenti  a valori  alti  della  z. 

È* da  avvertire  che  essendosi  fatto 
jV  — j(h  — fl)  = V , è venuto  a cambiarsi  1’  asse 

N 

(•)  JVewWn  — Enumerata  Lùuantm  lerp'i  Oixlmit  — Nel  suo  trat- 
talo di  Ottica  stampato  in  Loodn  nel  1706. 

John  Bonn  jcasllc.  Atnatue  on  ^Igtkra  in  practise  and  thtory.  Lomha 
•8t3.  Vul.  U.  pag.  4a4  < seguenti. 
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delle  ascisse  z in  ua  altro  ad  esso  parallelo , e da 
n — a 

esso  distante  per ; per  la  qual  cosa  1'  equa- 

zione , 

l’Z' 

è rifeiita  all’asintoto  -,  come  asse  delle  s. 

t 

Se  i tre  primi  termini  della  serie  t'  si  rite- 
nessero una  equazione  di  quinto  ordine  si  avrebbe. 
£d  equazioni  di  ordine  superiore  , ma  sempre  di 
ordine  dispari,  risulterebbono  riteneudo  gli  altri  ter- 
mini della  serie.  Per  la  qual  cosa  , servendo  l’asiu- 
toto  di  una  curva  per  mostrare  la  forma  dei  suoi 
rami  infiniti  nei  punti  che  ad  ascisse  molto  alte  cor- 
rispondono , fio!  riterremo  pel  ramo  corrispondente 
all'  ordinate  t'  i due  asintoti 


s'z't  = s(n  — a)z'  — c’/n’|  (n 
e per  1’  altro  ramo  gli  asintoti 


n-f-a 


c 


s'z't  — — -f-  a'jz' 
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avellilo  questi  soltanto  tra  lutti  eli  iulìuiti  cIict.iv.  ij, 

, , . . .f  4. 

la  curva  può  avere,  equaziout  piu  semplici  del- 
la sua. 


3o3.  Abbiamo  giù  altrove  dello  (a63)  die  l’as- 
se delle  z della  equazione  [d/]  è nello  spazio  l' in- 
tersezione del  piano  secante  col  udovo  piano  coordi- 
nato Y'Z  ; il  qual  asse  (dando  alla  Ggura  della 
tavola  i4  il  significato  altrove  datogli  ) è projettato 
in  F,  punto  d*  intersezione  della  À,F,  colla  CY*. 

Ora  facendo  capo  alla  espressione  x = ~ , ebe  in- 
dica la  distanza  del  primitivo  asse  delle  z dal  nuovo 

sjS 

(395),  facilmente  rilevasi  essere  la  retta  F,Ai= — , 

c 

poiebè  pei  triangoli  simili  CAF  ^ CAiFi  si  ba 

CF  \ AF'.'.  CF,'.  A,F, 

e quindi  (2G9)  cn  \ sn  ^ F,A,. 

Per  la  qual  cosa  la  equazione  tra  t c z è riferita  a 
due  assi  coordinati,  che,  nello  spazio,  sono  dati  dalla 
intersezione  del  piano  secante  coi  diametrali  orto- 
gonali -XV , VZ  della  supeificie. 

^ 3o4.  Esaminiam.0  ora  le  espressioni 

^ n — a n + a 

, t„  = Z_. 

s s 

I triangoli  simili  A,F,C  , AiAM  danno 

16 
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Tav.  I 

f‘S-  4 


2/{a 

J,M,  \ AC  — A,C  \\  A, C : A,F, 
e gli  allri  pure  simili  A,FiC  , AFC  danno 
A,C  : CF,  : F,A,  ::  A C:  CF-.  FA 

dalle  quali  analogie  eliminando  a/, F*,  si  ottiene 

A,MyCF\  {CF—CF,)AC:.CF,'kAC  : CF,'KFA. 

In  questa  pongliiamo  in  luogo  delle  rette  le  quan* 
tilà  algebriche  eh’  esse  rappresentano  nella  fìgnra  ; 
ottenghiamo 

A,M . cn  : (ere  — fi)n  X /Jre  : (isn 

e quindi  A,M  = 

cs 

Ma  nel  caso  attuale  fi  = cn  — 1-=  cS n —e'  = ac 
Dunque 


A,M== 


n — n 


s 


Dunque  la  distanza  del  punto  M,  dal  punto  A,  h 

uguale  alla  distanza  ii  dell’  asintoto  t,  = dal 

s 

nuovo  asse  delle  z , che  dall’  intersezione  del  piano 
secante  col  diametrale  YZ  vien  dato  nello  spazio. 

Essendo  A^  la  piojezione  di  un  tal  asse  'nello 
spazio,  è evidente  essere  Ah  la  projezione  dell’ asin- 


toto ti  = : onde  vien  dato  nello  spazio  dalla 

intersezione  del  piano  secante  col  piano  limite  della 
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conoidale  , il  quale  passa  per  la  retta  di  pennutazio-Tar.  14. 
ne  più  prossima.  "* 

Gli  altri  triangoli  simili  À,F,C  , AiÀ'M/  : 
A,F,C  , AFC  paragonati  tra  loro  porgono  analo- 
gìe, dalle  quali  eliminate  le  rette  A,C  ^ A,F,nc  ri- 
sulta r altra 

A,M/X  CF:(CF+CF,)AC::CF,yAC:CF,  XAF 

la  questa  espressione  sostituiti  i valori  algebrici  che 
essa  contiene  delle  rette  della  figura  , ottenghiamo 

A,M! . cn  : (cn  + firn 

e quindi,  mettendo  0=cSn'  — e‘ = ac 

A,M!  = . 

s 


Onde  r asintoto  t,,-- 


n + a , 


è dato  nello  spazio 


dalla  intersezione  del  piano  secante  col  piano  limite 
die  passa  per  la  retta  di  permutazione  più  lontana 
da  esso. 

Quindi  una  prova  novella  , dell’  essere  i piani 
tangenti  alla  superficie  secondo  le  rette  di  permuta* 
zione,  piani  limiti  di  essa,  e di  esser  questa  tutta  in- 
tera compresa  tra  quelli:  conciossiachè  se  variando  i 
parametri  della  curva  essa  genera  la  superficie  , ì 
suoi  asintoti  generano  li  detti  piani. 

3o5.  Gli  asintoti  retti  di  una  curva  tenendo  luo- 
go di  tangente  , e ciascun  ramo  di  quella  di  cui  ci 


Digitized  by  Googli 


PARTE  SECONDA 


244 

stiamo  occupando  avendone  due  che  la  prendono  im- 
niczzo  per  lutto  il  suo  corso  , e che  sono  paralleli 
tra  loro  , è evidente  dovere  ciascun  suo  ramo  avere 
ammeno  un  punto  di  flesso.  Occupiamoci  dunque 
della  ricerca  di  tali  punti. 

Riprendiamo  1’  equazione  [P]  della  curva 

e — 2SfU  — st)z  =zcmt 

Calcolandone  le  derivate  prima  e seconda  ottengliiamo 
dx 

( c*  — isat  — i'C  )i  — ^ — [c’m’r  -j-  (a*  -f"  *’0  *’]  = ° 

( e’  - ).  + (e>  - zsa/  - it')  ^ 

-4A(a+rt)*-^-(cW  + >V) 

/ 

Tra  le  tre  precedenti  equazioni  eliminiamo  ce—, 

dt 

d’z 

è ponghiamo  nella  equazione  finale  .^=0:  olten* 

ghiamo  , dopo  tali  operazioni  e le  riduzioni  che  si 
presentano  , 

j(rt’  -f.  30S  — 3e')t'  — naet  — 0 

Questa  equazione  risoluta  rispetto  a t ci  dà  le  ordina- 
te dei  punti  della  curva  nei  quali  ha  luogo  una  fles- 
sione. 

Risolvendola  si  ottiene 


t = o , t = 


aae' 


s{a  2(1  s — 3e’) 
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Il  primo  di  questi  due  valori  dà  z = o ; onde  nel* 
r origine  ha  luogo  un  punto  di  flesso.  Nella  dcri* 
vata  prima  fatto  t = o,  e z = o,  si  ottiene 


dz  c/n 


e questa  dà  la  direzione  degli  elementi  della  curva 
nell’  origine. 

Il  secondo  valore  di  t , può  mettersi  sotto  la 
forma 

^ _ n — a 3a(n  + a) 

~ 4 ’ (4a’-f-  3£i4  — 3n’) 

o]ipure 

n-\-n  2<i(n  — ai) 

* 4 " (3/»’ 3/J4  — 4“’) 

Qualunque  sieno  i valori  che  possono  avere  le  co- 
stanti a , n , 4 , è sempre 

/ 

'i  aa(/i  .j.  a)  > 4^’  2<i4  — 3n’ 

oppure 

aa(n — a)  > 3n’  — sas  — 4«’* 

Dunque  questo  secondo  valore  di  t non  è mai  mi- 
« — « n-frt 

noie  di  t,  = -■  ' . , tn  = j e perciò  il 

punto  che  gli  corrisponderebbe  non  è punto  della 
curva  , cadendo  al  di  fuori  degli  asintoti  , i quali 


% 
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come  aLbiain  veclnlo  (3oo,  3oi)  prendooo  immezzA 
la  curva. 

Dunque  ciascun  ramo  della  curva  lia  un  sol 
punto  di  flesso,  il  quale  è all’  origine  delle  coordi- 
nate : ed  è ad  un  tempo  punto  doppio  della  curva, 
come  abbiamo  già  dimostrato  , e come  dal  valore 


pure  rilevasi. 


3o6.  Di  qui  evidentemente  concbiudesi  che  la 
curva  dappertutto  rivolge  concavità  all’  asse  delle 
ascisse  z , il  quale  passa  pel  punto  doppio.  Impe- 
rocché non  potrebbe  diversamente  avvenire  , che 
esistendo  qualche  punto  di  flesso  tra  1’  origine  , ed 
il  punto  d’  incontro  cogli  asintoti  ; la  qual  cosa,  co- 
me abbiam  veduto  , nou  ha  luogo. 


3o^.  Dopo  il  fiu  qui  detto  si  vede  che  calco- 
lando alcuni  punti  della  curva  , essa  prenderà  la 
forma  espressa  nella  figura  seconda  della  tavola  i6. 


3o8.  Abbiamo  esaminato  fin  qui  il  corso  della 
curva  , generalmente  considerandola  ; senza  assegna- 
re cioè  nino  valore  particolare  alle  c,  s,  l.  Volen- 
do ora  ciò  fare  , e volendo  esaminare  tutti  i casi  , 
suppongbiaroo  in  primo  luogo  che  il  piano  secante 
roti  intorno  alla  sua  retta  di  intersezione  col  diame- 
trale YZ.  £d  una  tal  supposizione  per  due  ragioni 
la  facciamo:  perchè  avendo  fatto  fi  = cn  — I siam 

venuti  a supporre  che  il  piano  corrispondente  al  caso 
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di  0'  ^ c'n*  ) si  tenesse  parallelo  aH’altro  corrispoii- 
deute  al  caso  di  ff‘=z  c'n  ; il  qual  piano,  come  ab- 
biam  veduto  nel  paragrafo  precedente  , rivolgevasi , 
pel  variare  di  r e c,  intorno  la  retta  di  permutazio* 
ne,  che  è per  lo  appunto  retta  di  sua  intersezione 
col  diametrale  YZ'.  3 perchè  altrimenti  supponendo 
o poirebbesi  non  conoscere  , od  ammeno  difficilmen- 
te , la  legge  colla  quale  la  ^ , e quindi  le  , -e  , 
che  sono  nella  equazione  della  curva  contenute,  varia- 
no pel  variare  delle  c ed  s\  od  assumendosi  qualche 
legge  del  loro  variare  pel  variare  di  queste  , potreb- 
be accadere  (come  non  è difficile  ravvisare)  che  per 
qualche  particolar  valore  delle  r,  c il  piano  secante 
non  più  tra  le  rette  di  permutazione  si  contenesse , 
la  qual  cosa  ci  porterebbe  al  caso  di  ^ c‘n‘,  che 
qui  non  cousideriamo.  Esaminata  una  tal  rotazione  , 
supporremo  in  secondo  luogo  che  vari  la  retta  d’in- 
tersezione del  piano  secante  col  diametrale  YZ,  che 
è quella  intorno  la  quale  uti  tal  piano  si  sarà  già  sup- 
posto rotare,  la  quul  supposizione  riducesi  a dare  va- 
lori diversi  alla  l. 

309.  Ciò  posto,  poiché  r equazione  della  curva 
contiene  e ed  a,  è necessario  anzi  tutto  il  determi- 
nare la  legge  con  cui  esse  variano  pei  variare  di  c 
ed  s. 

Sia  f la  distanza  della  retta  di  intersezione  del 
piano  secante  col  diametrale  YZ  dal  primo  asse 
indefinito.  La  projezione  di  f sul  nuovo  piano  coor- 
dinato YZ  è per  lo  appunto  0 , essendo  questo  ul- 
timo 2>iano  perpendicolare  al  secante.  Dunque  è 

^ = f C0S,{/j')  ossia 
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e poiché  fi  = c^n  — e’  verrà  f=  — e’ 

Per  la  qual  cosa  nou  variando  la  n , ed  essendo  / 
una  quantità  costante  , finche  la  rotazione  del  piano 
secante  si  considera,  saranno  costante  pure  a ed  e. 
E però  le  quantità  a eà  e nou  sono  funzioni  di  c 
ed  j , e non  variano  pel  variare  di  esse. 

3 10.  Di  qui  conosciamo  che  la  quantità  a in- 
trodotta per  semplice  comodità  dello  scrivere  nella 
equazione  della  curva,  esprime  la  distanza  della  retta 
di  iuterseziniie  del  piano  secante  col  diametrale  YZ 
dal  primo  asse  indefinito  della  superficie. 

311.  Sia  ang.(xx<)=  i9.  sarà  J=  i , c = o* 
Per  questa  supposizione  le  serie  t',  t"(3oi)  perdono 
tutti  i loro  termini  meno  il  primo;  per  la  qual  cosa 
le  differenze  tra  1’  ordinata  della  curva  , e quella 
del  corrispondente  asintoto  diventouo 

t,  — t'z=o,  = o 

Dunque  la  curva  mettesi  insieme  cogli  asintoti  fin 
dal  principio  del  suo  corso;  e ciò  lo  mostrano  pure 
le  loro  equazioni.  Di  fatto  1’  equazione  [P]  della 
curva  diventa 

(e‘  — 3at  — l’)z’  = 0 , 
e quelle  degli  asintoti  (3u3) 

n — a , + 

zi  =(rt  — fl)z’  , zt 
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Delle  qnali  cinque  equazioni  I>i  prima  si  (rasfurma 
nelle  tre  rette 

t = n — a , t z=z  — («  «)  , s = o 

e le  due  ultime  nelle  altre 

tz=n  — a , t = — (/r4-a),s=o: 

« però  mostrano  appunto,  clic  quando  ang.(orx')r=i't. 
la  curva  coufondesi  iu  parte  coi  suoi  asintoti  retti  , 
e tutta  intera  coi  curvi  : ed  in  oltre  ebe  questi  si 
confondono  pure  tra  loro  pel  tratto  di  ciascuno  che 
nella  retta  z = o si  trasforma  , imperocché  il  fatto* 
re  z*  è comune  ad  ambe  le  equazioni  di  essi. 

Quando  ang.(^^)  = ang.(xj:»)  = ti.  il  piano 
secante  confondesi  col  diamcirule  KZ  ; per  la  qual 
cosa  esso  deve  tagliare  la  superfìcie  secoudo  le  rette 
di  permutazione,  e la  sua  linea. doppia  : e le  tre 
equazioni 

/ = n — a , t = — («-j-a),z=sO 

esprimono  per  lo  appunto  tali  rette;  e quindi  si 
vede  come  questi  risultati  mirabilmente  coincidono 
con  quelli  altrove  ottenuti. 

3i3.  Vada  diminuendo  l’angolo  (rx')  a co- 
minciare da  li.  La  c crescerà  a cominciare  dallo 
zero  , e la  5 decrescerà  a cominciare  dall’ unità  ; 
tutti  i termini  delle  serie  (3oi)  cresceranno,  ed  i più 
vicini  al  primo  , meno  rapidamente  che  i più  lon- 

tani  a causa  del  fattore  — che  trovasi  elevato  a 

s 

potenze  più  alte  in  questi  che  in  quelli.  Per  la 


by  Coogle 


a5o 


pabte  secokua 


qual  cosa  quanto  più  dimiuuisce  l’aiij'olo  tan- 

to meno  rapidamente  la  curva  si  accosta  agli  asin- 
toti , e questi  si  vauuo  sempre  p>ù  alloutauaudo 
tra  loro. 

Rimontando  nello  spazio  si  vede  die  ciò  do- 
veva aspettarsi;  poiché  si  è dimostrato,  che  rotando 
il  piano  secante  iiitoriio  alla  sua  retta  d’intersezione 
col  diametrale  VZ  , e trascinando  seco  la  curva  cui 
suoi  asintoti  retti,  che  variiiio  convenevolmente,  que- 
sti geneiano  i due  piani  tangenti  che  passano  per  le 
rette  di  permutazione  (3o4),  e quella  la  superGcie;  e 
d’altronde  è noto  che  i piani  limiti  quanto  più  si  al- 
lontanano dalle  rette  di  permutazione  tanto  più  si  al- 
lontanano dai  punti  dello  conoidale , potendo  questa 
intendersi  generata  da  ellissi  aventi  un  asse  costan- 
te (17  , 19)  , e quelli  dalle  tangenti  a tali  ellissi 
condotte  per  gli  estremi  del  detto  asse. 


3i3.  Sia  ang.(o:j:')  = o7,5,  sarà  s=z 


Le  serie  divengono. 

f s=s  (n — o)Va 


— — o)  — — -. 

• a n 


i.i  e<  1.1.3 

3.4  rt*  3.4.6 


a)  — 
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/*< = - “f-  »)V» 


_„.4|  (,.  + „) 


a 4 n‘  » 


+ m«|(/i+o)  — — 


I.»  e< 

a. 4 «’ 


1.1.3  e*  i _« 
a.4'(>  n’  } 


Per  la  qual  cosa  esse  cominciano  ad  essere  con  > 
vergenti  tosto  che  z = — n) — ■j  ^ perla 


prima  serie , e z = + n + a — ^ per  la  se- 

conda ; conciossiachè  gli  altri  fattori  che  moltipli- 
cano le  potenze  di  m’z— ’ sono  tutti  minori  del  fat- 

torCvl(n  — a) — 7 prima  serie,  e dell’al- 
tro [ (re  -f.  a)  — nella  seconda  : e però  il  ca- 

rattere asintotico  comincia  a mostrarsi  in  ciascun 
ramo,  nella  regione  delle  t positive  dal  punto  cor- 
rispondente alla  prima  delle  riportate  ascisse,  e nel- 
la regione  negativa  delle  t dal  punto  che  alla  secon- 
da di  esse  corrisponde. 

Di  queste  due  ascisse  , essendo  la  prima  mag- 


Digitized  by  Google 


COKSIDEIIAZIOMI  ALGEBMCnE. 


353 


e quella  della  curva  produce  le  altre  due 
e e 

«=5  + Z , / = — S 

m m 

Dunque  la  curva  si  trasfoima  in  due  rette  concor- 
renti , e gli  asintoti  vanno  ciascuno  tutto  intero  al- 
r infinito  : questi  cioè  non  esistono  ; e di  fatto  quan- 
do ang.(xx')  = o‘f.  tutti  i termini  delle  serie  t'  , 
t"  diventono  infiniti,  e perciò  esse  non  possono  mai 
essere  convergenti  , qualunque  sia  z. 

Quando  ang.(a:x')  = o*?.  il  piano  secante  è pa- 
rallelo al  diametrale  XZ  ; nel  qual  caso  la  super- 
ficie deve  essere  secata  secondo  una  coppia  di  gene- 
ratrici rette  aventi  un  punto  comune.  £ questo  ap- 

punto  esprimono  1’ equazioni  t = — z,  t= z 

nelle  quali  quella  della  curva  si  trasforma.  Di  fatto 
essendo  a=  - e è e = V«*  — a’  ; ed  espri- 
me e l’ordinata  delle  direttrici  corrispondente  al- 
r ascissa  a ovvero  — a ; ma  a c la  distanza  della 
retta  d’ intersezione  del  piano  secante  col  diametrale 
YZ  dal  primo  asse  indefinito  (3  i o);  dunque  le  rette 

e e , 

— z , t = — — z , sono  rette  che  passano 
m ^ m ' 

per  punti  delle  direttrici  : e perciò  sono  due  delle 
generatrici  della  superficie. 

In  oltre  essendo  il  piano  secante  parallelo  al  dia- 
metrale XZ  , è parallelo  pure  ai  piani  limiti  che 
passano  per  le  rette  di  permutazione,  e perciò  non 
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gli  incontra  clie  airiufiuito.  E questo  appunto  espri-' 
mono  le  equazioni  = oo  , <»  = oo  i conciossiacbè 
esprimer  debbono  la  intersezione  del  piano  secante 
coi  detti  piani  limiti. 

315.  Esaminata  la  rotazione  del  piano  secante, 
supponghiamo  ora,  come  ci  erasafno  proposti  (3o8), 
che  Tari  la  retta  d’intersezione  del  piano  secante  col 
diametrale  YZ,  , che  è quella  intorno  cui  un  tal 
piano  abbiam  supposto  rotare. 

Dovendo  far  variare  la  detta  retta  è in  nostro  ar* 
bitrio  il'  far  variare  la  / , oppure  1’  una  qualunque 
delle  a ed  e , potendosi  da  queste  determinare  la 
prima  , e dal  valore  di  quella  dipendendo  la  posi- 
zione del  piano  secante  , per  essere  P = cn  — l la 
sua  distanza  dal  primo  asse  indehnito.  Noi  faremo 
variare  la  a esprimendo  questa  , come  abbiamo  di- 
mostrato (3 io),  la  distanza  della  retta  suddetta  dal 
primo  asse  indefinito. 

316.  Sia  a=zti,  sarà  e=\ri‘—à'i=o.  Per  que- 
sta supposizione  la  equazione  della  curva  diventa 

— (3  snt  -f-  sY)  z’  = c'mY 
ossia 

(<?•/»’  -f.  2mtz’ 

ed  è la  stessa  che  quella  della  curva  del  caso  di 
fi’  = c’n’  , riferita  al  suo  ramo  retto  : e cosi  dove- 
va risultare  poiché  essendo  a=n  il  piano  secante 
passa  appunto  per  la  retta  di  permutazione,  come  nel 
detto  caso. 
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Nella  ipotesi  medesima  le  equazioni  degli  asintoti 
•retti  divengono 


La  seconda  è la  equazione  (273,  387)  dell' asin- 
toto corrispondente  al  caso  di  la  primo  è 

quella  del  suo  ramo  retto;  e però  potrebbe  conchiu- 
dci'si  essere  questo  asintoto  della  curva,  la  qual  cosa 
ripugna  col  già  dello;  poiché  abbiam  veduto,  discor- 
rendo delle  curve  del  primo  genere,  che  il  ramo  retto 
ed  il  ramo  curvo  si  toccano  in  un  punto  non  situato 
all'  infinito  (371  )•  Per  spiegare  una  tal  contraddizione 
ricorriamo  alla  serie  t'.  Postovi  <2  = n tutti  i suoi  ter- 
mini vanno  a zero.  Dunque  non  è già  che  il  ramo 
retto  della  curva  è suo  asintoto , ma  invece  é il  ra- 
mo retto  che  confondesi  tutto  intero  coll’  asintoto  ; 
imperocché  l'andata  a zero  di  tutti  i termini  della 
serie  t'  indica  una  osculazione  massima  tra  1*  asin- 
toto ed  il  ramo  retto  della  curva.  Quindi  deve  con-  • 
chiudersi  in  vece,  che  a rigore  matematico  parlando, 
il  ramo  retto  della  curva  ha  pur  esso  un  asintoto  e 
che  questo  con  esso  confondesi. 

Questa  circostanza  può  geometricamente  spie- 
garsi riguardando  al  solilo  le  cose  nello  spazio  , c 
sulla  conoidale  ; imperocché  1*  intersezione  del  pia- 
no colla  conoidale  dando  la  curva,  e quella  coi  suoi 
piani  limiti  gli  asintoti  , e questi  piani  avendo  di 
comune  colla  superficie  le  rette  di  permutazione;  de- 
ve la  curva  confondersi  col  suo  asintoto,  quando  il 
piano  secante  passa  per  T una  di  tali  rette. 
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r.n  — a n + a , 

frtisi  = , c perciò  ti  — tu. 

s s 

3i8.  Sia  n = n ‘ sarà  e — n.  ' 

In  questa  ipotesi  la  equazione  della  curva  diventa 

(«’  — = c’/rt’r* 

ossia 

{s'z  + cnìy  = n'z' 

quelle  degli  asintoti  retti 

n li 

''  = 7’  V' 


c quelle  dei  curvi 

2r(n  — st)z  = c mn 
3s(n  -f-  sl)z'  ~ c'mn 

E però  le  equazioni  della  curva  e dei  suoi/ asinto- 
ti , diventano  ^ come  doveva  aspettarsi  , quelle  ot- 
tenute nell’articolo  quarto  (335). 


319.  Pei  movitnenti  dati  al  (>iano  secante,  ali- 
Liarao  veduto  presentarsi  cinque  essenziali  modifi- 
cazioni j due  delle  quali  (3i  I,  3iG)  rientroiio  nel  caso 
di  fi'  = c'n  , e perciò  (aS^)  alle  curve  del  primo 
genere  appartengono  ; le  altre  corrispondono  a curve 
tutte  del  secondo  genere  ; e di  queste  quelle  che 
più  essenzialmente  difieriscono  tra  loro  , corrispon- 
dono ai  tre  casi:  ang.(xx')  nè  zero  nè  un  quadran- 
te, ed  a diverso  dallo  zero  : ang.(jra:')  nè  zero  nè 
un  quadrante  ed  0 = 0:  ang.(xn;')  = o , ed  a 

•7 
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diverso  dallo  zero.  Quelle  corrispoudenti  al  primo 
caso  non  avendo  che  un  sol  asse  diametrale  ortogo- 
nale , quelle  del  secondo  avendone  due  ed  un  cen- 
tro , e quelle  del  terzo  componendosi  di  due  rette 
concorrenti . 

Clnssi(ìclieremo  adunque  le  curve  del  secondo 
genere  in  curve  di  prima  , seconda,  e terza  specie. 
Chiameremo: 

Curve  di  Pi  ima  Specie  quelle  corrispondenti  al  caso 
di  ang.(xa:')  diverso  dallo  zero  e da  un  quadran- 
te , ed  n ossia  — e’  diverso  dallo  zero. 
Curve  di  Seconda  Specie  quelle  corrispondenti  ad 
ang.(a:a*')  diverso  dallo  zero  c da  un  quadrante  , 

ed  a ossia  Vw’  — e’  = o. 

Curve  di  Tciza  Specie  quelle  corrispondenti  ad 
ang.  = o. 

320.  Quindi  c che  di  tutte  le  curve  prodotte 
da  piani  paralleli  al  primo  asse  indefinito  , e che 
passano  tra  le  rette  di  permutazione  , 

Le  curve  di  prima  specie  sono  prodotte  da  piani 
inclinati  al  secondo  asse  parametro  , e che  non 
passano  pel  suo  punto  di  mezzo. 

Le  curve  di  seconda  specie  sono  prodotte  da  piani 
inclinati  al  secondo  asse  parametro,  e che  passano 
pel  suo  punto  mezzo. 

Le  curve  di  terza  specie  sono  prodotte  da  piani 
perpendicolari  al  secondo  asse  parametro. 

3ar.  Le  curve  di  prima  specie  potrebbonsi  sud- 
dividere in  variel<à  , c così  pure  quelle  di  seconda, 
tenendo  conto  della  maggiore  o minore  distanza 
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degli  asintoti,  o deH’aiigolo  che  fanno  le  due  laiigcnli 
al  punto  doppio,  o di  altre  circostanze;  ed  in  variclà 
potrehbonsi  dividere  pure  quelle  di  terza  specie,  te- 
nendo conto  del  maggiore  o minore  angolo  dell’  in- 
contro delle  due  sue  rette  , o rami.  E questa 
classiCcazione  sarebbe  analoga  a quella  delle  curve 
di  prima  e seconda  specie  , quando  pel  maggiore  o 
minore  angolo  che  fanno  le  tangenti  al  punto  dop- 
pio si  classificassero. 

332.  Le  curve  di  prima  , seconda  , e terza 
specie  , sono  delineate  nella  seconda  colonna  verti- 
cale della  tavola  sedici. 


Curve  del\  terzo  genere , ovvero  caso  di  /?’  > c n’. 

SaS.  La  relazione  ^ c'n  porge  le  altre  duo 
fi  cn  , fi  ^ — cn\  ma  qui  avendo  luogo  il  di- 
scorso medesimo  , che  al  numero  ag3  fu  fatto  , la 
sola  relazione  fi  ^ cn  considereremo. 

334.  Riprendiamo  la  equazione  (a53) 

r 71/  n ^ ^csfii'x  -f-  ( c’/j’ — 

^ "f"  c'm'x’  — la  firn' X -|-  s'fi’m’  ^ 

Il  Valore  di  fi  dovendo  essere  maggiore  di  cn , fac- 
ciamo 

fi  = cn  + l, 

essendo  l una  quantità  qualunque  positiva. 

Per  accomodare  la  equazione  [d/'J  al  caso  attuaa 
le  , dovremmo  sostituirvi  in  luogo  di  fi  il  binomio 
cn-f./  ; ma  poiché  una  tal  sostituzione  ad  espressioni 


j>\nxE  seconda 


2O0 

complicate  ci  coiidunclihe,  facciamo  in  vece 

/*  = cVn 

ove  il  valore  della  e dipende  da  quello  di  / per  la 
i-elazioDC 

cn  + / = cVn’  + e’ 

die  dal  paragone  delle  due  espressioni  di  f risultai 
la  quale  relazione  porgendo 

e = + 

là  conoscere  quale  deve  essere  la  e per  ogni  valore 
che  vuoisi  assegnare  alla  l affinchè  sia4  = cn-f-/. 

3a5.  Ponghiamo  fi  — cVn’  + e’  nella  equazio* 
ne  [Af']  : ottenghiamo 

r ^ (,y  + cV)x*  + - m*)V;F+7l  ^ 

fVJ  ^c'^cV  + s’/tt-Xn’  + O — n’a  i 

e questa  è la  equazione  di  tutte  le  curve  del  ter« 
eo  genere  , che  alle  sezioni  della  conoidale  fatte 
con  piani  paralleli  al  suo  primo  asse  indefinito  ap-* 
partengono. 

3a6.  Cominciamo  dal  porre  nella  relazione 

m , (=54) 

ottenghiamo  s'n'z'  — c'e'm'  < 0 

. cem 

e quindi  z < 

Sfl 
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Donque  fioche  la  z ha  valori  minori  di  -.'i  Ta- 

rn 

lori  corrispondenti  della  x sono  immaginari;  quan- 

1 ii>  • • t • 

do  all  incontro  z , oppure  > i valori  cor- 

sn 

rispondenti  della  x sono  reali.  Quindi  è che 
ascisse 


;!  = ± 


cem 

sn 


corrispondono  alla  origine  del  corso  della  curva.  Tali 
ascisse  le  chiameremo  i per  modo  che  sia 

cem 

3 = ± = ± t 

sn 

337.  Risolviamo  1’  equazione  della  curva, 
rispetto  ad  x.  Otlenghiamo  ( dopo  aver  ridotto  al- 
lo stesso  divisore  le  quantità  sotto  il  radicale , e 
dopo  le  riduzioni  possibili , tenendo  conto  della  re- 
lazione j’  + c’  = I .) 

^ *Vj*n’i*  — c’e’/n* 
c’m'  -j-  $V 

Introduciamo  in  questa  espressione  le  ascisse  corrìr- 
spondenti  alla  origine  del  corso  della  curva  (3a6),. 
per  fare  la  qual  cosa  ponghiamola  sotto  la  forma 

— s*)V«’'  + «’  + **  — 

^ j’n*  /r't'm'  r‘z' 

V »v  'Ti’ 
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e quindi  facciamo  =/,  e per  brevità  Vn’+e'^a*. 
sn 

Risulla 


““  t l 't  I a “ 

s[n  i e z) 

Espressione  che  per  ogni  valore  dell’  ascissa  z , 
da’  due  valori  per  l’ ordinata  x , e questi  sono 

_ e’[ac’(ni’  — Q + — i’)*] 

*(nV  4-  eV) 

Il  _ r’[nc’(m«  — a*)  — ni(a»  — i*)»J 
f(n*t’  -J-  «’•*’) 

E però  essendo  dissuguali  questi  due  valori,  1'  asse 
delle  ascisse  z non  è asse  diametrale  : al  contra- 
rio r asse  delle  ordinate  x è asse  diametrale  della 
curva  , poiché  l’ equazione  [^]  è di  secondo  grado 
puro  rispetto  alla  z. 

SaS.  Poniamo  z = i nei  valori  , x" , risulta 


c’e’(in' — j’) 

x'z=x'  = , — , ossia  x'—x"=- 

asi 


Cloe  1 due  valori  x'  , jc"  , diventano  uguali  quan- 
do s = ±t  , e però  i punti  che  a tali  ascisse  cor- 
rispoiidouo  sono  punii  d’  incontro  di  due  archi  della 
curva.  Per  la  qual  cosa  possono  essere  o di  regresso 
o di  semplice  raccordaniculo  ; non  potendo  aver 
luogo  un  punto  doppio,  per  essere  sempre  il  valore 
assoluto  della  r maggiore  di  /. 
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Prendiamo  adunque  la  derivala  di  pi  imo  or- 
dine deir  ordinata  x , otlcnghiamo 


Ax 

dz 


(nV  -f  Vi’  — i’ 


lon’rj  qz  n(n’i’  — c’i’)Vi’  — i’ 
(«V+e’i’)’ 


cd  in  questa  facciamo  z = /.  Risulta 
d.r 

dT=“ 

I 

dunque  in  ciascuno  dei  punti  corrispoudenti  olle  a- 
scisse  2 = + t la  curva  ha  una  sola  tangente  , e 
perpendicolare  all’  asse  delle  ascisse;  quindi  nei  punti 


2 = 


ceni 

, ceni 

sn 

^ * sn 

s n — ce 

1 sn  — ce’ 

s\ii  e' 

jVh'  -f  e’ 

ha  luogo  raccordamento  : ed  ivi  ha  cominciamento 
il  corso  della  curva. 


339.  Queste  due  proprielà  dei  punti  delle  ascis- 
se { , c invitano  ad  interpetrarc  la  espressione 

, j j j 

su  — ce 
sVn  -f-  e‘ 

c questo  ci  porrà  al  caso  di  comprendere  per  quale 
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ragione  geomelrica  le  espressioni  analiticbe  delle  coor* 
dittate  a:',  x"  divengono  uguali  quando  z = + 

Nulla  equazione  della  superficie  (33^) 

[/]  (J37  -f.  cjryt  -f.  m'{c^  — sjry  = n’z* 

poniamo 

. o c'e'ni' 
z — i — — • 

Stl 

pllciigliijnii)  la  ellisse 

(ix  q_  rjyce  (ex  — sjy/ri  = cea 

riferita  a dne  assi  coordinati  ortogonali,  che  passano^ 
pel  suo  cetilro. 

Sia  y~b 

la  equazione  di  una  retta  riferita  ai  medesimi  assi 
coordinati  ai  quali  è riferita  la  ellisse  : per  cui  sa- 
rà una  retta  parallela  all'  asse  delle  x di  questa. 

Determiuiainola  in  modo  che  tocchi  la  detta 
ellisse  ; ed  U loro  punto  di  contatto  determiniamo. 

Poniamo  nella  equazione  della  ellisse  jr  z=  b \ 
risulta 

(rx  -f-  cbyc'e'  (ex  — sbys'n'  = c'etì 

Risoluta  questa  rispetto  ad  x , e presa  la  dìfTereu^a, 
tra  i due  valori  che  se  nc  cavano  , si  ottiene 

en\b'  — c\n  -|-  e’) 
cs{ti  + e’) 

e questa  è la  lunghezza  di  una  corda  qualunque  dpllu. 
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ellisse,  parallela  al  suo  asse  coordinato  delie  x,  Quaar 
do  una  tal  corda  diveata  zero  , la  retta  inde6aitR 
di  cui  essa  è parte  da  secante  diventa  tangente,  co-' 
pie  è noto  |iegli  elenaenti.  Facciamo  dunque 

— c’(«’  + e’)  ~ o 

e da  questa  equazione  , e dalle  altre  due 
{sx  -j-  cy'^ce  -f-  {ex  — sj^sn  = cen 
j-h 

cliniiuiatno  la  & ; ed  oltengliiamo  le  coordinate  x 
ed  y del  punto  di  contatto.  Cosi  facendo  risulta 


y = c^n  ^ e , 


> • 

s n ■ 


X =• 


sVn'  4-  e 


e la  prima  di  queste  è la  equazione  della  retta  tan- 
gente. 

Intendiamo  proiettata  la  ellisse  sul  piano  14 

perpendicolare  al  primo  asse  indefinito  della  super- ^ 
ficie  e condotto  pel  centro  ; saranno  CX\  CV  le 
proiezioni  degli  as.si  coordinati  della  ellisse,  ed  una 
retta  parallela  a CX‘  e distante  da  essa  per 


y = cSn-\-e 

sarà  la  projezione  della  retta  ad  essa  tangente  con- 
dotta parallelamente  al  suo  asse  coordinato  delle  x. 
Ma  se  Xi,Fii  è la  projezione  del  piano  secan- 
te corrispondente  a i*’  > cV , è 

CFn.  = cn  + { — c\  Il  + q‘ 
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Dunque  la  rolla  tangente  alla  ellisse  della  equazione 

+ O')  c e -f-  (c.r  — sj)  s n = c en 

è sul  piano  secatile  : e però  sarà  projeziona 

pure  della  laiigentc  alla  della  ellisse  parallela  al 
suo  asse  delle  x. 

Essendo  la  projezione  della  rolla  tan- 

genle  , se  prendiamo  da  i^/i  verso  i?„  la  ugua- 
le alla  ascissa  del  punio  di  cualallo , cioè 


FJ-. 


9 « 

sn 


« 1 

c e 


rV«’  _}-e* 


sarà  i la  projitzione  del  punlo  dì  coiilatto  della  rolla 
colia  ellisse.  Ma  essendo  Ài, Fi,  il  piano  secanle 
corrispondente  al  caso  di  P'  > cn  , è F„  la  pro- 
iezione deir  asse  z\  e perciò  il  punlo  z preso  so> 
pia  Ài,Fii  , e distatile  da  F^  per  l'ordiaata  del  punto 

origine  del  corso  della  curva  , cioè  per  — , 

è la  projezione  di  un  tal  punto.  Dunque  tanto  il 
punto  di  contatto  della  retta  colla  ellisse , die  il 
punto  origine  del  corso  della  curva  , sono  projcltali 
in  un  medesimo  punto  i. 

£ poiché  la  ellisse  è distante  dai  piano  coor- 

ceni 

dinato  diametrale  A'E  per  j = , e per  la  stessa 

* su 

quiiiitilà  uc  è distante  il  punto  origine  del  corso 
della  curva  ; ne  segue  clic  questo  punto  è Io  stesso 
che  il  punto  di  contatto  della  retta  y — b colla 
ellisse  (rx  -p  c;)’cV -J-  (ex  — sjYs'n'  — ceu 
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Abbiamo  poi  già  dimostrato  die  la  retta  tan- 
gente è sul  piano  secante  : dunque  questo  tocca  la 
detta  ellisse  nel  punto  ebe  è origine  del  corso  della 
curva.  E però  nelle  curve  di  terzo  genere  il  punto 
niigiuc  del  corso  di  ciascun  suo  ramo  è dato  nello 
spazio  dal  punto  ove  il  piano  secante  tocca  l'una 
delle  generatrici  ellittiche  della  superfìcie. 

33o.  Ora  chiarissima  apprisce  la  ragione  geo- 
metrica della  riduzione  all'  uguaglianza  dei  valori 
jc'  , x"  dellordinata  x della  curva  quando  è s = i ; e 
chiara  apparisce  pure  la  ragione  geometrica  della  im- 
mugiiiarielà  per  x quando  z < i. 

Dì  fatto  suppongbiauio  che  il  piano  secante  sia 
generato  da  una  retta  parallela  al  diametrale  XY , 
c che  si  vada  ad  esso  avvicinando.  Questa  retta  se- 
cherà tutte  le  ellisse  generatrici  della  conoidale  ; ma 
quando  e lontana  dal  detto  piano  XY  per  i,  tocche- 
rà Id  ellisse  , come  nel  numero  precedente  abbiamo 
veduto  ; e però  per  questa  ragione  quando  z = i 
i valori  x' , x"  dell’ordinata  divengono  uguali,  poi- 
ché la  differenza  di  tali  valori  non  può  essere  zero 
che  quando  essi  sono  eguali , e la  differenza  mede- 
sima esprime  quella  porzione  della  detta  retta  gene- 
ratrice del  piano  secante  , che  è intercetta  tra  la 
ellisse  eh’  essa  seca.  Continuando  a camminare  la  ret- 
ta suddetta  non  incontra  più  I’  ellisse  , finché  non 
passi  al  di  sotto  del  piano  XY ^ e non  se  ne  sia 
allontanala  per  i.  Allora  sarà  di  nuovo  tangente  ad 
una  ellisse  generatrice  ; e perciò  quando  z = — t è 
pure  x'  = x":  c per  la  ragione  medesima  é imma- 
ginaria la  X quando  é c < < , e > — i. 
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Interpelrate  le  cose  relative  ai  punti  origine  del 
corso  della  curva  seguitiamone  la  discussione. 

33i.  Riprendiamo  i valori  x'  , x"  della  x e 
sviluppiamoli  secondo  le  petenze  discendenti  della 
ottenghiamo 

**  = — — {ac'  — 
s 


n <o  — n n' 
i t n e’ 

n la-^H 

“ Tt"T“  ■ IT 


' '*“1 


1 

a c< 


, i.i  n*  1.1.3  ^ ^6 


I n'  1.1 


*«=»--  (ac* + 

. * 

r t « e’  ’ a e*r 

B ( a 4-  n 1 «’  i . i #1®  » / 

-TV— 

n ta  + B ^ «’  ri±i 

si  B ' e®  a <<  a. 4 «’  ” a.4<>  e®  >• 

BJO  + » ”*i*'**  i.in* 


ì 
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A misura  che  la  z cresce  i termini  superio- 
ri di  ciascuna  serie  vanno  scemando  , e la  somma 
di  tutti  essi  dopo  il  primo  , si  accosta  sempreppiù 
a quest’  ultimo.  Quando  z è grandissima  una  tal 
somma  diOerisce  pochissimo  dal  primo  termine  del- 
la serie  , e 1'  eguaglia  quando  z = ± oO  . Dunque 
le  rette 


«„  = — j(ac’+rt) 

SODO  asintoti  della  curva  : e però  essa  ha  due  asin- 
toti, li  quali  sono  paralleli  all’asse  delle  ascisse  z. 
Quello  della  prima  di  queste  due  equazioni  serve 
a coniugare  gli  estremi  dei  due  rami  della  curva , 
che  al  valore  x>  delle  ordinate  corrispondono  ; e 
quello  della  seconda  , serve  a conjugarne  gli  altri 
che  corrispondono  ai  valori 
33a.  L’  asintoto 

— jK  + n) 

h costantemente  nella  regione  delle  ordinate  nega- 
tive , qualunque  siano  i valori  di  a di  c di  .f  ^ e 
di  n.  L’altro 

x,  = — -^(ac'  — n) 

potrebbe  trovarsi,  o nella  regione  medesima , od  in 
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quella  delle  positive  , od  anclie  in  niuna  di  esse  , 
ma  sull’asse  delle  ascisse  con  esso  confondendosi.  E 
queste  cose  avrebbero  luogo  quando  fosse  rispelti- 
vameute 

ac'  > n , ac  <.n,  ac’  = n ; 

quindi  è necessario  1’  esaminare  se  queste  tre  ulti- 
me condizioni  possano  aver  luogo  , o quali  di  esse. 
Perchè  sia  ac'  > n deve  essere. 


ac'  = n -H  /» 


essendo  h una  quantità  positiva  : dalia  quale  equa- 
zione abbiamo 


a 


(n  + h) 

c* 


e quindi  ponendo  in  vece  di  a ciò  che  essa  espri- 
me , cioè  \n 

e = V • + c’)  -f.  3nfi  -f-  h’ 
c 

Questo  valore  di  e è sempre  reale  qualunque  sia 
h ; dunque  può  ben  essere  oc'  > m,  dunque  l’asin- 
toto della  equazione  x — (ac'  — n)  può  tro- 

varsi nella  regione  delle  ordinate  negative. 

Perchè  sia  in  vece  ac'  < n deve  essere 

ac' — n — h 

ove  h è pure  una  quantità  positiva:  ma  qui  la  h non  può 
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essere  qualunque,  impcrocclic  nelle  curve  del  terzo 
genere  deve  essere  sempre 

^">01,  ossia  ac  > cn  , ed  ac'  > cn  , 
onde  deve  essere  pure 

Il  — h~>  c n ossia  h < s'n 

por  In  qual  cosa  h è qui  una  quaiitilà  positiva  I>en- 
sì  , ma  die  può  avere  soltanto  tutti  i possibili  va- 
lori compresi  tra  zero  , ed  s’n. 

Risolviamo  la  equazione 

ac'  =n  — fi 

per  rispetto  ad  e dopo  avere  in  luogo  di  a posto 
V/t'  _|_e‘  : otleiigliiamo 

e = -^  V « + d)  — (2/1  — h)h 
c 

Per  essere  immaginario  questo  valore  della  e do-  . 
vrebbe  risultare 

A/t’(i  + c’)  < (ari  — ìì)h 

per  tutti  ì valori  di  cui  è suscettibile  la  h.  Sosti- 
tuiamo per  h il  limite  supcriore  dei  suoi  valori  pos- 
sibili , che  abbiamo  veduto  essere  s'n  : risulta 

(an  — /i)/t  = (a  — s')sn' 

che  è quantità  positiva  e non  maggiore  di 
ma  ad  essa  uguale  , per  essere  , come  dalla  trigo- 
metria  , 3 — Dunque  il  limite  supe- 

riore di  tutti  i valori  che  può  avere  la  h non  ren- 
de sn(i  +d)  < (aw  — h)Ii.  Dunque  qualunque  va- 
lore abbia  la  h , di  tutti  quelli  che  gli  competono 
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percliè  possa  essere  oc'  *C.n  , è sempre  reale  il  va-» 
loro  <Ii  e.  Dalla  qual  cosa  risalta  che  poò  ben  essere 
ac'  n. 

Dunque  1’  asintoto  della  equazione- 

I , 

Xi  = {ac'—n) 

s 

può  trovarsi  per  qualche  valore  di  ^ , C ed  a neU 
la  regione  delle  ordinate  negative. 

Per  ultimo  perchè  fosse  oc’ dovrebbe  essere 

.1*  stl  ; 

a'= — , e quindi  e=  — Vt+e’ 

c 

Valore  sempre  reale.  Dunque  può  essere  ac'=ni 

e però  l’asintoto  della  equazione  a:/  = (ac'  — n) 

può,  per  qualche  valore  delle  c,  s,  /,  trovarsi  sul* 
1’  asse  delle  z , con  esso  confondendosi. 

Dunque  in  generale  la  curva  di  cui  si  tratta 
ha  due  asintoti  , che  riferiti  a due  assi  coordinati 
ortogonali  , di  cui  quello  delle  ascisse  risulta  dalla 
intersezione  del  piano  secante,  con  un’  altro  ad  esso 
I perpendicolare  , e che  passa  pel  primo  asse  indefini- 
to , sono  , 1’  uno  sempre  nella  regione  negativa  delle 
ordinate  , l’ altro  , o nella  regione  medesima  , o 
nella  positiva,  o sull’asse  delle  ascisse.  Questo  asin- 
toto potremo  chiamarlo  perciò  Asintoto  di  Regione 
Variabile  > e 1’  altro  Asintoto  di  Regione  Perma- 
nente. 

36o.  Vediamo  ora  quali  debbano  essere  i valori 
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dei  parameli'i  «Iella  curva  , percliè  l' asiutolo  «li  re< 
gioue  variabile  si  trovi  o nella  regione  positiva  del- 
le ordinate,  o nella  negativa,  od  in  nuina  di  esse. 
Abbiamo  veduto  (333)  che  quando 

e ac^  =zn  , e e s=  V • + 


dunque  essendo  0 = c^n'  -f-e',  sarà,  quando  rastu- 
foto  si  confonde  coll'  asse  delle  z , 


e poiché  per  trovarsi  nella  regione  delle  x positive 
deve  essere  ac'^^n,  e per  trovarsi  nella  negativa 
ac'  ^ n ; risulta  che: 

Per  trovarsi  l'asintoto  di  regione  variabile  nella 
positiva  delle  ordinate,  deve  essere 

/?  = cn  4-  / < — ; 

c 

per  trovarsi  sull’  asse  delle  ascisse  z,  deve  essere 

f =zcn  + I z=  — : 
c 

e per  trovarsi  nella  regione  delle  ordinate  negativa 

. « 

^ =cn  + i : 
c 

E viceversii.  Abbia  poi  ciò  luogo  pel  variare  delle 
l , o pel  variare  della  c ossia  di  ang.  (xx')  sarà 
sempre  vero  ciò  che  abbiam  .detto. 

i8 
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È da  osservarsi  che  le  suddette  condizioni  és* 
sendo  indipendenti  dalla  m , un  tal  parametro  non 
influisce  punto  sulla  posizione  degli  asintoti. 

334.  Abbiamo  dimostrato(333),che  quandol’asin- 
foto  di  regione  variabile  è sull'  asse  delle  ascisse,  si  ha 

fi  t=z  Ora  faremo  osservare  , che  questa  espres* 

sionc  ci  mette  al  caso  di  conoscere  geometrica- 
mente  , c senza  ricorrere  al  calcolo  , in  quale  re- 
gione si  trova  I’  asintoto  di  cui  si  tratta,  perda- 
ti valori  dei  parametri  della  curva  ; che  anzi  ci  fà 
conoscere,  tra  tutti  i piani  paralleli  al  primo  asse 
indefinito  e secanti  la  conoidale  secondo  curve 
del  terzo  genere  , quali  ce  le  danno  aventi  1’  asin- 
toto di  regione  variabile  sull’asse  delle  z,  quali  che 
r abbiano  nella  regione  delle  ordinate  positive  , e 
quali  in  quella  delle  negative. 

335.  L'asse  delle  z delle  curve  di  cui  ci  stiamo 
occupando  , risulta,  nello  spazio , dalla  intersezione 
del  piano  secante  la  superficie  , con  un  piano  ad 
esso  perpendicolare  e condotto  pel  primo  asse  indefi- 
nito. Quindi  è manifesto  che  i piani  tangenti  ad 
un  cilindro  di  rivoluzione  , avente  per  asse  il  pri- 
mo asse  indefinito  della  superficie  , e per  parame- 
tro fi,  e perciò  per  rette  generatrici  gli  assi  delle 
ascisse  delle  curve,  secano  la  superficie  secondo  cur- 
ve del  terzo  genere. 

Ciò  posto  inlerpetriamo  la  espressione  —, 
per  fare  la  qual  cosa  riprendiamo  la  figura  4>*  della 
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tRTola  i4)  alle  parti  della  quale  diamo  il  significatoT*T.  14. 
altrove  assegnatogli  (aSg,  a63).  , * 

La  retta  CF> , facendo  nn  angolo  acuto  colla 
, ed  a questa  la  LL'  essendo  perpendicolare,  le 
due  rette  CY* , LL'  % incontreranno.  Quindi  è costi- 
tuito il  triangolo  rettangolo  CAQ\  e questori  dà 

CQ~  CAsrc.QCA 

onde  , essendo  CA  = n , Q CA  ~ ang.(arjc»),  viene 
CQ  = nsec.(*x') 


ossia 

n ^ 

cos.(xjr’)  c 

Dunque  1’  asse  delle  ascisse  è sul  piano  limite 
quando  l’ asìntoto  di  regione  variabile  con  esso  con- 
fondesi . 

Ma  , per  cib  che  si  è premesso  , gli  assi  delle 
ascisse  di  tutte  le  curve  del  terzo  genere  sono  rette 
del  cilindro,  al  quale  i piani  secanti  debbono  essere 
tangenti. 

Dunque  tra  tutti  i piani  secanti  la  conoidale 
secondo  curve  del  terzo  genere  , quelli  che  toccano 
il  detto  cilindro  secondo  le  sue  rette,  che  sono  inter- 
sezione di  esso  coi  piani  limili,  danno  curve  aventi 
1^  asìntoto  di  regione  variabile  sull'  asse  delle  ascisse. 


336.  Essendo  CQ  = -,  ne  segue  che  quando 
c 

^ ~ r asse  delle  ascisse,  cade  tra  i piani  limiti, 
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e quando  ~ 

ciò  nel  primo  caso  il  piano  secante  tocca  il  detto 
cilindro  secondo  rette  comprese  tra  i piani  limiti, 
c nel  secondo  caso  lo  tocca  secondo  sue  rette  non 
comprese  tra  essi. 

Dunque  tra  tulli  i piani  secanti  la  conoidale 
secondo  curve  del  terzo  genere,  quelli  clic  toccano 
il  cilindro  di  asse  il  primo  asse  indefinito  c di  para* 
inrtro  la  loro  distanza  da  questo  , secondo  rette 
comprese  tra  i (liaui  limiti,  producono  curve  aventi 
r asintoto  di  regione  variabile  nella  regione  positiva; 
e quelli  die  io  toccano  secondo  rette  non  comprese 
tra  i delti  piani  danno  curve  aventi  l’asintoto  di 
regione  variabile  nella  negativa  (*). 


(*)  piletta  pit)pD8tzione  c U precedente  et  mettono  al  catodi  poter oo* 
stniìre  per  mexxo  dot  metodi  iiitegnali  ibtU  Grcumetria  Detcrittira  , una 
individuata  curva  del  terzo  genere,  la  quale  ahhia,  secondo  clic  ti  vuole,  il 
suo  adntotu  o MilPassc  delie  atci.<tsc , o a destra  di  caso,  o alla  sua  tiniitra. 

Dale  le  pnjczioni  degli  as>i  parametri,  si  coi^truiteanu  le  tracce  del 
piani  limiti  , e quelle  di  un  cilindro  di  rivoluzione  avente  per  aste  il  pii* 
mo  asse  indefìnito  , le  di  cui  projezioni  sono  già  costrutte  , c per  pararne» 
tra  la  distanza  del  dato  piano  sccaiiic  da  questo.  Le  tracce  dei  piani  limili 
aopra  un  medesimo  piano  di  projezione  ^aranno  parallele , e taglierani>o  la 
traccia  del  cilindro  sul  piano  i$trs»o  in  qn:ittro  punii , i quali  saranno  cstre' 
mi  di  due  arrhi  compresi  ira  le  tracce  dei  piani  liniti,  e due  archi  non 
compresi  tra  esse. 

Vogliasi  una  curva  che  ahbia  il  tuo  asintoto  dì  regione  varialiiie  suL 
r asse  delle  ascisse,  per  uro  qualunque  dei  quattro  detti  punti  d*  iiiterscv 
ziooe,  conducasi  una  generatrice  del  cilindro  , e per  questa  un  piano  ad 
€9M>  tangente:  costruiscasi  V intersezione  di  questo  colla  superficie,  e la  cur- 
Ta  die  ne  risulla  tara  la  ricliiesla.  _ Si  vede  che  tali  curve  non  |)ossono 
essere  più  di  quattro. 

Vogliasi  una  curva  arcnlc  il  sito  .r«inlo|o  a dcnfra  detrasse  delle  a- 
icissc.  Per  010  qiialuoque  d«Ì  punii  dfgli  ardii  dvifa  traccia  del  cilindro 
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337.  Abbiamo  vcilulo  (335)  elio  rasinlolo  di  re 
gìoae  Tai’iabilCj  quando  sull’asse  delle  ascisse  si  trova, 
nasce  , nello  spazio  , tlalla  intersezione  del  piano  se- 
cante, con  uno  dei  piani  limiti;  una  tale  intersezio- 
ne essendo  allora  1'  asse  delle  ascisse.  Vediamo  ora 
d’  onde  risulta  nello  spazio  1’  asintoto  medesimo  , 
quando  non  trovasi  sul  detto  asse  ; e vediamo  puro 
d’  onde  risulta  1’  altro  asintoto  , cioè  quello  di  re- 
pione permanente.  Per  la  qual  cosa  interpetriamo 
r una  dopo  1’  altra  le  due  espressioni 

Xi  = — — {ac — «)  , {oc'  + n) 

s s 


che  i due  asìntoti  rappresentano.  , 

Essendo  ^ — ac  ^ possiamo  io  luogo  di 


scrivere 


intcrcetU  tni  le  tracce  ilc’pian»^  limili,  conducasi  una  generatrice  diesao,  e per 
questa  ua  piano  ad  cmo  Uuguile  : costruiscasi  la  curva  di  sua  interKiio* 
ne  colla  Mipcrfìcìe,  c qitCRlu  la  richie>ta.*^La  traccia  dd  cilindro  es- 
sendo, in  peoerale,  una  eiii»sc  avente  uno  dei  tuoi  assi  parateli  alle  tracce 
dei  piani  lìuiiti,  ai  vede  cIk- in  generale  ic  curve  aventi  il  loro  asintoto  a de" 
atra  deH’assc  delle  asei^^i  mhiu  identìclie  a quadro  a quattro;  e che  quando 
il  piano  secante  fosse  pcrpcodicolare  ai  pìaui  limili-  queste  quadro  diverreb- 
bero due. 

Vogliasi  uoa  curva  avente  il  suo  asintoto  di  regione  variabile  a sinistra 
dcir  asse  delle  aacis»e.  Per  uno  qualunque  degli  archi  della  traccia  del  ci- 
lindro aventi  per  solioe  le  tracce  dei  piani  limili,  si  conduca  una  retta  del 
cilindro,  c per  questa  un  piano  ad  (sso  taogrnte:  costruiscasi  fiotersezione 
di  qiiesto  rolla  superficie  c si  avrà  la  curva  richiesta. — Queste  curve  in  ge- 
nerale saranno  a quattro  a quattro  identiche,  per  le  ragioni  più  anpra  deUc> 
c queste  quattro  non  polranuo  mai  diveutaic  due,  poiché  ciò  avrcbLc  luoga 
quando  ii  piano  secante  fosse  parallelo  ot  piani  Umili  > la  quai  cosa  ripugna». 
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Ta»  i4  la  quale  dà  origine  alla  analogia 


ossia 

nlang.(xx')  x 0 — nsec.(xx')  Unì  x, 

Prendiamo  da  C la  CF„  = 0 e conduciamo  per 
F,,  la  M„S^^  Ijcrpendicolare  alla  CY-.  sarà  M„S^^  l« 
projcAione  del  piano  secante.  Essendo  (a5g) 

AC  — n ed  ang.ECE'^  ang.  sen.f  «ang.  cos.tf 
sarà 

nlau^.(xx’)=2  QA,  nsec.{xx')s=CQ, 

quindi  1’  ultima  analogia  qui  sopra  dedotta  si  can- 
gia in 

QA  : CFu  — CQ  ::  AC  j x, 
ossia 

QA  ; QF„  A C \x, 

e questa  , per  la  simiglianza  dei  triangoli  rettangoli 
CAQ,  QF„F  ci  mostra  essere  F,y  z=.  x,  ; impe- 
rocché essi  ci  porgono 

QA  : QF„  V.  AC  \ F„V 
Quindi  qualunque  sia  la  = CR  -f-  / , 1'  asintoto 
di  regione  variabile  trovasi  sempre  sul  piano  LV  : 
e però  un  tal  piano  è la  superficie  generata  dall’  a- 
siutoto  di  regione  variabile  pel  movimento  dei  piano 
secante  / mentre  la  curva  d’ intersezione  genera  la 
superficie. 

£ poiché  F^  è la  projezione  dell’  asse  delie 


: 
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ascisse  z , abbiamo,  nel  caso  della  Cgura,  la  ne-Tar.  14. 
gali  va  essendo  > CQ,  se  fosse  CF^  ^ CQ  ^ 
vremmo  x,  positiva  : imperciocché  il  punto  sa- 
rebbe tra  C e 9 , ed  il  punto  F"  si  troverebbe  tra 
F „ ed 

L’  altro  asintoto  jr„  = — ^ ») , che  è 

di  regione  permauente  genera  l'altro  piano  limite//'. 

Di  fatto  avendosi  qui  uc  n in  luogo  di  ac' — n 
si  ha  ^ + nsec.(jrx')  in  vece  di  p — /»sec.(j:a:')  e 
perciò,  in  luogo  della  ottenuta  analogia  , si  ha  l’altra 
; CF„  + €0“  ::  JC  : x„ 
la  quale  risulta  dai  triangoli  simili  M,iFi,Q\  QCA 
essendo  CQ  = CQ',  Quindi  è x„s=  ed  é 

manifesto  che  qualunque  sia  T angolo  YCY*  il  pun- 
to d'intersezione  della  W colla  è sempre 

da  F„  verso  M„. 

338.  Dopo  ciò  che  nei  due  precedenti  numeri 
abbiamo  detto,  si  scorge  per  quale  ragione  l’uno  dei 
due  asìntoti  è di  regione  permanente,  e 1’ altro  nou 
lo  è : e quando  e perché  questo  trovasi  in  una  re- 
gione piò  tosto  che  nell'  altra  delle  ordinate. 

Questo  é,  perché  rincontro  del  piano  secante  col 
piano  ad  esso  perpendicolare , e che  passa  pel  pri- 
mo asse  indefinito  della  superficie , può  accadere  o 
tra  i piani  limiti  , o al  di  fuori  , o sopra  uno  di 
essi.  Quando  trovasi  Ira  tali  piani  1’  asin^  M re- 
gione variabile  è nella  positiva  ; quando  trovu.  ' 
di  fuori  di  detti  piani  è nella  negativa:  e quando 
b delta  retta  d’ intersezione  trovasi  sopra  uao  del 


« 
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delti  piani  limili  esso  confoiidesi  coll’  asse  delle  a- 
scisse.  L’ altro  asintoto  poi  è di  regione  permanente, 
pcicliè  la  detta  ietta  d’  intersezione  , è sempre  dalla 
medesima  parte  rispetto  ad  uno  dei  piani  limiti. 

33q.  Abbiamo  ottenuto  gli  asintoti  retti  della 
curva  di  cui  si  tratta  arrestandoci  al  primo  termine 
di  ciascuna  serie  (33i)  x',  x";  se  ci  arrestiamo  iu  ve- 
ce al  secondo , otterremo  due  asintoti  curvi  , ed 
i più  semplici  di  quelli  che  può  avere.  Eguagliando 
X a’  due  primi  termini  di  ciascuna  serie  , ponendo 
in  luogo  di  i il  suo  valore  (3a6),  ordinando  le  equazio- 
ni che  ne  risultano,  e riflettendo  che  (aon — an’ — e’) 
=— (a  — il)  , e (aan  -|-  an’  -|-  e’)  = (a  -f.  n)’,  ot- 
teughiamo 

s'zx  -j-  s\ac  — iì)z  + c'iìi’^a  — n)*  = o 

A’z’x  + s'(ac  -j-  n)z‘  — c ni  (a  + ")  = o 

e questi  sono  i più  semplici  asintoti  curvi  ; e val- 
gono questi  soli  ad  indicare  il  corso  della  curva  nei 
punti  corrispondenti  ad  ascisse  assai  alte  ; concios- 
siuchè  gli  altri  sono  tutti  di  un  ordine  superiore  a 
quello  della  curva  di  cui  si  tratta.  Per  la  qual  cosa 
i qui  sopra  riportati  riterremo. 

Le  equazioni  degli  asintoti  curvi  sono  di  terzo 
ordine  , ed  appartengono  al  primo  dei  quattro  casi 
di  equazioni  secondo  la  clussifìcaziouc  algebrica  fat- 
tane da  Newton.  (’) 

(*)  V.  Newton.  — Jolm  Bomijoutc.  Nel  luogo  CiUio  al  n.°  3oa. 
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La  equazioue  di  un  tal  caso  è della  forina 
xjr'  = ax^  ^ bx'  ^cx  ^ d 

ed  è fjicile  vedere,  die  quelle  degli  asintoti,  in  que- 
sta lientroQo.  Di  fatto  facciamo  nella  prima  e nella 
seconda  rispettivamente 

sx  ^ a c'  — n=zt 
sx  ac  n = t 

essendo  t una  nuova  variabile  , ottengbiamo 
s zt^cm(a  — n)  =o 
jV<  — cm*(a  + n)’  = o 

die  sono  della  medesima  forma  che  quella  di  New- 
ton qui  sopra  riportata  , quando  in  questa  è a = o, 

, , cm  (a — n) 

0 = 0,  c = o , e ==o  , e d = ; per 

* V V ^ 

la  prima  , e v ..^h^  Z-.  per  la  seconda. 

Essendosi  fatto  sx-^-ac  _ n=zt,  sx  -f.  ac'^n  = t 

si  ha  , dalla  prima  x=  t——  (ac'  — n) 


e dalla  seconda  x = t ^ (ac'  + n) 

dunque  le  equazioni,  tra  z e < , degli  asintoti  curvi 
sono  riferite  la  prima  . all’asintoto  di  regione  variabi- 
le, e la  seconda  a quello  di  regione  pei  manente. 

Dunque  le  curve  di  cui  si  tratta  hanno  per  a- 
siiitoto  due  curve  del  terzo  genere  , corrispondenti 
al  primo  caso  di  equazioni  secondo  Newton,  e quando 
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questa  Iia  , oltre  al  termine  noto  ,'un  sol  termine 
contenente  ambe  le  coordinate  (*). 

340.  Gli  asintoti  i-etti  teugon  luogo  di  tangente 
alia  curva  nei  suoi  punti  messi  all’  infinito  ; quindi 
ad  essi  rivolgono  convessità  quegli  suoi  ardii  , che 
ad  ascisse  assai  alte  coi  rispondono  , e che  sono  più 
vicini  a ciascuno  di  essi.  In  oltre  (3a8)  essendo  la 
curva  tangente  ad  una  retta  parallela  all'  asse  delle 
ordinate,  e distante  da  esso  per  la  quale  è per- 
pendicolare perciò  agli  asintoti  ; a questi  rivolgono 
convessità  pure  quegli  archi  che  ad  ascisse  poco,  di- 
verse da  i corrispondono. , c che  sono  più  vicini 
a ciascuno  di  essi. 

Resta  a vedere  quale  è il  corso  della  curva  nei 
punti  intermedi. 

341  • Se  tra  i detti  punti  , se  cioè  tra  l’origi- 
ne  del  corso  della  curva  , ed  i suoi  punti  corrispon- 
denti ad  ascisse  assai  alte  , non  esiste  singolarità  di 
sorte  , nè  la  curva  taglia  gli  asintoti  , è manifesto 
eh’ essa  debbe  rivolgergli  sempre  convessità,  e più  par- 
ticolarmente, quei  suoi  punti  corrispondenti  ai  valori 


(*)  Qui  i i»  OMOTtn  die  l*'MÌoloto  curvo  lidie  cane  del  leno  ge- 
nere , i della  Diedetima  natura  che  quello  delle  curve  del  iccondo  genere  ; 
ctaendone  le  equationi  della  medeaima  forma  xr*=d.  Il  più  lempUfie  tàia- 
loto  curro  delle  curve  di  prima  genere , lia  per  cqiiaiione 

a>»*x  + »*n(i  + c*)a*  — 4***^*  — ® 

die  pure  è ddia.  forma  3^  = d quando  all’aaintDto  retto  ai  riièriacai  onda 
liilie  le  curve  di  primo  teoondo  e tepao  genere  hanno  per  aiintoti  retti , 
rille  |iarallele  al  toro  aiae  dcfle  aidtae  a , e per  aiinloti  corvi  i più  itm- 
plici,  corre  della  mal  eri  ma  natura,  iigaalmenle  giacenti  rapporto  agli  alio- 
ipti  retti , ed  aventi  ^uationi  ddla  mcdiaiina  forma  d. 
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x'j  all’asintoto  di  regione  rariabile,  e gli  altri  cor- 
rispondenti ai  valori  x'>  all’  asintoto  di  regione  per- 
maueute. 

Ora  per  ciò  che  abbiant  detto  , e pel  modo 
come  si  compongono  i valori  della  ordinata  x,  si  ve- 
de che  nè  punti  isolali  , nè  di  regresso  , nè  punti 
doppi , possono  aver  luogo.  Resta  a vedere  adunque 
se  la  curva  seca  gli  asintoti  , e se  esistano  punti 
di  desso. 

Per  rendere  più  focile  una  tale  ricerca  consit 
deriamo  la  x Come  variabile  indipendente. 

343.  Ordiniamo  la  equazione  della  curva  (3a5) 
rispetto  a z , ottenghiamo 

[(•*■*  + — n*]*’  + cm\x  — asy  = o 

Jl:i  quindi  risolvendola 

. cmix  — as) 
a =±  - — — 

Vn’ — 

Questi  due  valori  della  ^ , divengono  immaginari  tor 
sto  che  (rx  -J.  c*a)‘  > n’,  quindi  il  più  gran  valore 
cbe  può  avere  la  x è quello  che  soddisfa  alla  e- 
quazione 

u — (sx  -f,  c*o)’  = o 

Risoluta  questa,  abbiamo  per  x i due  valori 

I "I 

, Xi  zs: (ac  — n) , x«  :-(ac‘+n) 

vf  S 

Punque  la  curva  non  seca  gli  asintoti  (33t),  nè  l’ia- 
contra  inoltri  punti  diversi  dairiofioito. 
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343.  Pietidiamo  la  derivata  di  pruno  ordine 
della  z , olleii^liiauiu 

d z cm(tic'  — w’) 

ìlx  V[/t* — ]‘ 

Perchè  questa  sia  zero  , deve  essere 


Questo  valore  è , in  quantità  assoluta,  maggiore  del- 
l’altro , pure  in  quantità  assoluta 

X,  = (ac'  — n) 

s 

Dunque  ~ non  può  mai  diventare  zero,  con- 

ciossinchè  il  valore  di  x che  la  renderebbe  tale  , 
non  essendo  compreso  tra  x„  x„  darebbe  per  z un 
valore  immaginario. 

dz 

La  medesimma  — non  può  diventare  infinita 

che  per  quei  valori  della  x che  rendono  pure  z 
infinita. 

Dunque  per  questa,  e per  la  proposizione  pre- 
cedente , non  può  aver  luogo  uè  un  massimo  , nè 
un  minimo. 

344*  Calcoliamo  la  derivata  seconda  della  z : 
risolta  ( dopo  tutte  le  riduzioni  , e tenendo  conto 

della  relazione  a=  Vn’^e*) 

d’e  ^ cm\ios'x' — [4**f»’«* — c’c*)— s*n’]af — as[ac*(s*n* — cV) — 

dx  — (s*-Pc*o)*]* 


] b>  ^'i<ogk 
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£gnn»liaii)o  n zero  la  quantità  funzionante  da  divi- 
dendo iti  questa  espressione,  e la  equazione  che  ne 
risulta  risolviamola  rispetto  ad  x : ottengUiamo  i 
valori  • 

— n’  + — c'e*)  + «V n ’ — 8e’ 

4jVh’  + e' 

— n + 4('*’”’  — — » Vn'  — 8e’ 

x= - - 

4^V«*  -f-e’ 

Sostituiamo  successivamente  questi  due  valori  di  x, 
nella  funzione  z (34  2)  , risultano  rispettivamente  , 
(dopo  le  analoghe  riduzioni , e sempre  tenendo  conto 

della  relazione  a = V»’  + c’  ) > valori 

s = -4e’H-nV;?Zr8e' 

* ^ 1;:^  \ --4e—nVn*— ac- 
che sono  entrambi  immaginari.  Dunque  non  ha  luo- 
go flessione.  ‘ 

345.  Le  cose  dette  nei  tre  numeri  precedenti 
ci  fanno  conoscere  che  la  curva  rivolge  dappertutto 
convessità  agli  asintoti  ; e però  costrutti  prima  que- 
sti , essa  può  tracciarsi  , posto  che  si  calcolino 
alcuni  valori  x',  x''  della  x per  mezzo  delle  for- 
mole  (337). 

346.  Ma,  poiché  i due  asintoti  non  sono  di  re- 
gione permanente  , la  cui  va  non  può  rivolgere  sem- 
pre concavità  o convessità  all’asse  delle  ascisse  z:  e 
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Diana  regola  generale  potrà  oaservbrsi  per  tt-ac* 
ciarla  , volendo  tener  conto  degli  assi  coordinati 
soltanto  e non  degli  asintoti.  Potremo  permutare 
però  in  modo  gli  assi,  che  quello  delle  ascisse  z sia 
Itale  , che  la  curva  glÀ  rivolga  dappertutto  concavi- 
tà : e gli  asintoti  siano  per  rispetto  ad  esso  entram- 
bi di  regione  permanente.  La  qual  cosa  risulta  da 
quello  che  abbiam  detto  intorno  alla  posizione  de- 
gli asintoti , e dei  punti  orìgine  del  corso  della  cur- 
va , nello  spazio. 


347.  Nel  numero  839.  abbiamo  veduto,  che  l'o- 
figine  del  corso  di  ciascun  ramo  della  curva  vien 
dato  dal  punto,  ove  il  piano  secante  tocca  Kuna  delie 
generatrici  ellittiche,  ed  abbiamo  nel  numero  34o  di- 
mostrato che  i piani  limiti  sono  luoghi  degli  asintoti 
retti  delle  curve  di  cui  si  tratta.  D’  altronde  sap- 
piamo che  tra  tali  piani  son  contenute  tutte  le  det- 
te ellissi  geueratrici.  Dunque  se  pei  punti  orìgine 
del  corso  della  curva,  considerati  nello  spazio,  con- 
ducessimo una  retta  , e questa  prendessimo  per  as- 
se delle  ascisse  , gli  asintoti  sarebbono  entrambi,  di 
regione  permanente  , prenderebbero  sempre  immez- 
zo. l’asse  delle  ascisse,  ed  a questo  la  curva  dapper- 
tutto rivolgerebbe  concavità. 

Per  ottenere  1’  equazione  della  curva  , e degli 
asintoti  riferiti  a questi  nuovi  assi,  dovremmo  fare 


a:  = jc' 


« • 

sn  • 


fVn’  -{-  e* 


nella  equazione  [0. 
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348.  Questa  sosUtutiooe  poca  o niuua  sempli- 
ficazione port^  nella  equazione  della  curva  ; quin- 
di la  riferiremo  invece  a’ suoi  asintoti,  conciossiac- 
cliè  pure  elegante  ne  é la  equazione  , e già  cono- 
scesi  rispetto  8(1  essi  l’andamento  degli  asintoti  cor- 
vi, die  sono  pure  in  un  tal  caso  piò  facili  a co- 
struirsi per  avere  la  più  semplice  equazione  (SSg). 
Oltre  a che  la  equazione  della  curva  ad  essi  riferita 
potrebbe  essere  utilissima , quando  le  cose  nello  spa- 
zio volessero  esaminarsi  ; meno  vaga  essendo  , ov- 
vero difficile  a concepirsi,  la  posizione  degli  asintoti 
nello  spazio,  che  quella  del  nuovo  asse  delle  ascisse? 
e di  fatto  gli  asintoti  sono  allogati  io  due  piani,  e 
quegli  assi  sarebbero  allogati  ( come  risulta  dalle 
cose  dette  nel  precitato  n.^  829  ) in  un  cilindro 
avente  per  sezione  normale  una  curva , che  sarebbe 
proiezione  retta,  sul  piano  delle  direttrici,  di  una  al- 
tra che  passasse  per  tutti  i punti  di  contatto  de'pia- 
ni  secanti  colle  generatrici  ellittiche  , < la  quale  sa- 
rebbe il  luogo  geometrico  di  tali  punti  (*). 

349.  £ manifesto  , che  per  riferire  la  curva 
all*  asintoto  di  regione  variabile  , come  asse  delle 
ascisse  , dobbiamo  porre  nella  equazione  [^]  della 
curva  ( prendendo  sempre  per  ordinate  positive 
quelle  applicate  a destra  , e per  negative  quelle 
applicate  a sinistra  ) 

Xszt  — — (oc  — n) 
s 

O n loogo  geomelrica  di  Uli  punti , è 1 rifore  una  superScie  e non 
mu  Hnca  ; va  noi  aappoDiaiDo  o che  «a  lenprc  lo  steaso  p , t rari  e ed 
a , oppon  ebe  ani  0 tot  tanto  riteneodo  il  medeumo  eatoic  c (d  1. 
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e per  riferirla  all’  altro  asintoto 


x — t — ~ (flc’  + n) 

Per  tali  sostituzioni  ottenghiamo 

(jV+c’m’)s’«’+i[njV— c’/n’(a— 

(s’s’+c’m’)s’<’— 2[ns’*’+e’/7i’(a+n)]sr+c’/n’(n+n)>  = o 

e queste  sono  le  equazioni  della  curva  riferite,  la 
jirinia  all’ asintoto  di  regione  variabile,  e la  seconda 
all'asìntoto  di  regione  permanente  ; ai  quali  sono 
pure  rispettivamente  riferiti  i due  già  trovali  (33g) 
asintoti  curvi 

s'z't  + c’m\a  — n)*  = o 
s'z't  — c'm'{a  + n)’  = o (*)• 

(*)  Anaiizzianw  le  cquauool  nglì  asintoti  della  curva  , c cominciamo 
dalla  prima.  L'ultifoo  tonnine  c*/w’(a  — «)•  è palesameote  positivo;  c però 
essendo  esao  il  prodotto  delle  radici  della  equaaionc , tali  radici  dovnano 
€8s««  od  entrambe  positive , o tutte  due  negative. 

11  codEciente  — c*i«*(a  — «)1*  non  ritiene  sempre  lo  stesso  va- 

lore contenendo  la  z;  ma  poiché  è a:=:\n*  4. e*,  un  tal  coefitcicnCe sar^ 
empre  positivo,  purché  sia  per  tutti  i valori  della  s 

' ni***  > ri)  ' ■ 

PoDiamo  £ = 1 = ^^:  qtid  cocfficìcnic  diventa 

$n 

' , • i » 

r<^o*/n*  rC*/»*  n 

3^1^— — c*m*(a  — n)J  ossia  ai[ — . (e’  _ on  + «*jj 

ebe  per  essere  a = Yn»  4.  «*  si  trasforma  io 

OS 

— — ri) 

n 

die  c quantità  csscoziaimcote  positiva  , dunque  essendo  s = t é 
m*s*  > c*m*(a  — n) 

ma  I é il  più  piccolo  valore  che  ptKi  ricevere  la  s ; dunque  é sempre 
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35o.  Dopo  il  fin  qui  detto  apparisce,  quale  è la  Tiy.iC. 
forma  in  generale  delle  curve  del  terzo  genere. 

Siano  ATx,  Zz  gli  a.ssi  coordinati;  C l'origiiic. 

Dal  punto  C verso  X prendiamo  la  patte 

r 

CB  = — (tic’  — n)  , da  C verso  x la  parte 

^ » 

CB'=  — (tic’  +n)  e tiriamo  per  B ^ B'  le  rette 

DE  , VE'  parallele  a Zz  : saranno  DE  , D'E'  , 
gli  asintoti  della  curva  (33i).  Nel  prendere  la  CB 


m*x*>c*M*(a-n),  Qualunque  lia  i:  dunque  il  coc£Scienle  U^ruV-<:*ia*(a-n)3 
i icapre  poeitiiro.  K poicliè  il  coefllciciilji;  dd  Keopdo  lormine  di  una  equa- 
xione  i u(u>le  alla  •mmu  delle  radici  preM  col  aegno  oooltario,  ed  abbia- 
mo ora  veduto  che  le  radici  della  equazione  di  cui  li  tratta  hanno  il  me- 
deamo  ttpm , ne  legue  ebe  ambi  i valori  della  I aono  negatÌTi  : c pcr& 
tutta  la  curva  c nella  regione  negativa  delle  ordinate  ail’aiioloto  di  regione 
variabile  applicate, 

ConaMferiamo  I'  altra  equazione.  A colpo  if  occhio  li  vede  che  d i cm 
r ultimo  termine  c*aH(a  4-  »}*  i lempre  poaitivo  , e che  per  lo  contrario 
d aempre  negativo  il  coefficiente  — aj[/n*a*  + c*m*(o  n)^.  Dunque  la 
radici  della  equazione  aono  ambe  poaitive  ; e però  tutta  la  curva  c nella 
regione  poaitiva  delle  ordinale  alf  aaintoto  di  regione  permanente  applicate. 

La  curva  adunque  emendo  a liniatra  di  un’  aimlolo , ed  a delira  del- 
r altro  qualunque  aia  a , è per  tutto  il  luo  cono  tra  gli  ajinluti  compreaa. 

Queata  propoaiziaoe  cavai  itnmrdiatamuDte  dal  n.°  34’’!  concioiaiacliè 
non  potendo  la  curva  arcare  gli  aliatoti,  ed  avendo  rorigioe  del  aoo_  corro 
tra,  cari  deve  ogni  zuo  punto  tra  gli  uinloti  giacere. 

Ticerena  dalla  propurizione  qui  dimoatrata  potrckhc  cavarsi  quella  del 
n.*  dialo.  I 

Da  daicuna  di  quezte  propoaizioni  riaulla  di  nuovo , ciò  che  tante 
volta  abbiam  detto , cioè  che  i piani  condotti  per  le  rette  di  permutazione 
pttpemlicolBiTncnte  al  loco  piano , aono  limiti  della  anperdeie  : imperocché 
ami  aono  luogo  degli  aaiototi , e tra  queati  è per  tutto  il  luo  cono  com^ 
prtia  la  curva. — Quata  conaeguenza  è legittima;  c si  vede,  cIk,  per  la  pto- 
poriiione  dalla'  quale  qui  deriva,  non  è occnsario  che  già  ai  sappia  essere 
i detti  piani,  piani  Umiti  della  superficie.  • 

>9 
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Tar.  io.da  C verso  X uiibianio  supposto  essere  ac'  < n;  se 
fosse  ac'^n  , si  avrebbe  dovoto  prendere  la  CjB, 
da  C verso  x (33a). 

Dal  punto  C verso  Z,  prendiamo  la  CI  = 

su 

e da  C verso  z la  CI'  — CI  ; e per  / , J'  in- 
nalziamo le  IL  , l'L'  perpendicolari  a Zz  : sa- 
ranno /Z,  IL'  le  tangenti  alla  curva  nella  origine 
del  corso  di  ciascun  suo  ramo  (SaS)* 

Tagliamo  sopra  /Z  c da  I verso  Z la  parte 

li  = ^ “ , e sopra  /'Z' , da  7*  verso  Z'  la 

sMn  -f  e* 

parte  l'H  =-Ii.  Saranno  i , i'  i punti  origine  del  corso 
della  curva. 

Risoluta  rispetto  a t l’una  delle  equazioni  agli 
asintoti,  e dato  alla  z dei  valori  particolari,  costrui- 
remo dei  punti  ; e la  curva  passcrìa  per  essi  pren- 
dendo la  forma  che  vedesi  nella  figura. 


' 35i.  Esaminalo  in  generale  il  corso  della  cur- 
va , c conosciutane  la  forma  , vediamo  a quali  cam- 
biamenti vada  soggetta  pel  variare  dei  suoi  para- 
metri. £ per  procedere  innanzi , come  nei  due  pre- 
cedenti paragrafi,  supponiamo  , che  il  piano  secan- 
te concepisca  prima  un  movimento  di  rotazione  | e 
poi  mantenendosi  sempre  .parallelo  a se  stesso  un 
tnovimenlo  progressivo. 

E qnì  è da  avvertire  , che  quantunque  , come 
nei  due  precedenti  paragrafi  , pure  due  movimenti 
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in  questo  supponiamo  , V asse  di  rotazione  non  può 
essere  lo  stesso  per  le  carré  de}  secondo  , e del 
terzo  genere,  Melle  curve  del  secondo  genere  il  pia- 
no secante  l' abbiamo  supposto  rotare  intorno  alla  sua 
intersezione  col  diametrale  YZ  (3o8);  qjal  non  pos- 
siamo cosi  supporre  ; imperciocché  se  '1  facessi- 
mo , nel  caso  di  ang.(xx*)  = il  piano  secante 
passerebbe  per  le  rette  di  perniatazioni , e sarem- 
mo perciò  condotti  alle  curve  del  primo  genere  , e 
sente  poter  mai  ottenere  corvè  di  terzo  genere  pro- 
dotte da  ^ piani  paralleli  al  diantetrale  YZ.  Quin- 
di sapporremo  rotare  i)  piano  secante  intorno  alhr 
sua  retta  di  intersezione, con  uno  dei  i, piani  limiti.' 
Nè  nelle  curve  de}  secopdo  ,g?nc;re,>  deliq,  quali  ,i)el- 
paragrafo  precedente  abltiattoo  discorso , d pianole-, 
caute  intorno  alla  sua  inlessezlooe  .coa  uno  dei  pia- 
ni limiti  avremmo  potato  supporre  rotare  » i come> 
qui  facciamo  ; imperocché  niuna  curva  di  secondo 
genere  prodotta  da  piani  perpendicolari  al  diame- 
trale YZ  avremmo  potuto  > ottenere.  La  rotazione 
per  le  curve  del  primo  genere  , può  aversi  come 
la  stessa  di  ciasenna  di  queste,  imperciocché  la  ret- 
ta di  pertnntarfóiié",'' ch*'é'a'd  ‘nò  tempo'*' sul' pianò' 
limite,  e sul  diametrale  FZ;' èra 'asse  di  rotazione^ 
,1  ')  1,  I ■■ 

35a.‘  Nell' àcGflmniodare  la  equazione  [ilf] 
alle  curve  del  terzo  genere  avremmo  dovuto  fare' 

’.{tjssxen-¥l\  '' 

ed  abbiamo  fatto  in  v^  , per<  maggiore  sempiifi-'> 
ti  (334,  337),  . , _______  „ . 

^ = cVn’  + e’  = ac. 


Digitized  by  Googlc 


PARTE  seconda 


393 

Ora  furcRio  osservare  , che  quando  la  rotazione  del 
piano  secante,  ed  ^ cambiamenti  che  nella  curva  ne 
derivano  vogliansi  esaminare  , ' non  è indifferente  il 
porre  per  fi  1'  una  qualunque  di  queste  due  espres- 
sionf  ; e di  fatto'  attenendoci  alla  prima,  viene 
fi=ì , quando  ang.(jC3:')  = i*/:,  cil  attenendoci  al- 
la seconda,  fi=ot  risultati  contraddittori.  Quello 
die  si  ha  dalla  seconda  è ‘assurdo  j ' imperocché  e- 
sprimcndo  fi  la  distanza  dei 'piano  secante  dal  primo 
asse  indeHuito  , il  risultato  fi  zn  0]  d dice  che  mi' 
tal  piano  passa  pel' detto  asse;  e 'però  ili  piano  se- 
cante • cd  il  diametrale  YSi  s' incontrérfebbòno  men- 
tre,' nel  caso  di  ang. (*5*:')=^  1^,  sono  piirallcli.*- Quindi 
c necessario  rigettare' la  eSp'rcssioné  fi=c\ n'-\^'z=oc, 
e ritenere  V altra  fi  z=cn  ^ t,  quando  il  movimento 
rotatorio  del  piabo  secante ' vogliasi  considerare  ; e 
porre  perciò  in  tutte  de  Ibrmole  , “ che  alle  diverse 
ipotesi  di  tal  movimenta  voglionsi  accomodare' 


. 1 I '11'  • ? 

, . < ' ■■■Il  cn  + i'  • 'i-'" 


il  quale  valore  di  dflla  ugua^lispga,  dellp  due 
sprc^sioni  di  fi  si  oUipne,  ^ , ,1  ,,  . .i  . 

353.  Sia  ang.(xdc')  = i9  : sarà  c = o,  j=i. 
E la  equazione  della  curva  ;,  4*^- la  d^ta  sostitu* 
ziODC  per  a,  diventa  11  ■ l'i  > 

(«’  -r- 

e quelle  dei  suoi  asintoti  retti  ' ‘ " 

-,  , - i.  ' 

x za  + n t X ss  — n. 

, : "•>  f . 
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Equazioni  tlie  dovcvatix»  aspcUarci  , e delle  quali 
lu  piima  è simile  alla  discussa  uci  numeri  3ti  , e 
seguenti , e che  iu  quella  si  cangia  facendo  / = «. 

Lé  equazioni  degli  asintoti  curri  diventano, 
per  la  medesima  ipotesi  ^ 

(«  T-  = r/re’  , (m  -f-  x)z'  = Tot’ 

onde  questi,  quando  si  cambi  / in  «,  sono  asintoti 
curvi  di  quella  nei  numeri  citati  discussa. 

Se  le  equazioni  agli  asintoti  retti  consideria- 
mo , quelle  della  curva  , e degli  asintoti  curvi  sono 

z't(t  + in)  + Fm'  = o z’l(t  — an)  + Fnt  =s  o 

z't  + fai  =s  o z't  — fm'  = o 

z't  — fm'  =3  0 z’<  + l’ai  =3  o 

secondo  clic  all’  asintoto  di  regione  variabile  , od 
a quello  di  regione  permanente  si  riferiscano. 

354*  ‘ Vada  diminuendo  ang.(xa:')  , a comin- 
ciare da  un  qiudranle.  La  equazione  della  curva 
riprende  il  suo  termine  in  x , e gli  asintoti  retti 
divengono 


mCi  + c)  , cl} 
s fi 


e però  le  loro  distanze  dall’  asse  delle  z si  fanno 
disuguali;  e così  si  fanno  pure  i valori  x\x"  del- 
l'ordinata della  curva.  A misura  che  l’angolo  (xx'), 
va  diminuendo  , 1’  asintoto  di  regione  variabile  si 
và  accostando  all’  asse  delle  z,  quello  di  regione 
permanente  se  ne  và  alloatuiiaqde. 
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355.  Sia  ang.(xj:')  :=  o’,5;  sarà  cs=f=s-^,  e 

le  equazioni  della  curva  , e degli  asintoti  tanto 
retti  che  curvi  , diventano 

a(»*  “1-  m')x’  -j-  a(«Va  -J-  atX*’  "»*)  * 1 

+ (n  + + «’)  - 4«V  1 “ “ 

*,  = Jl—ly  z’xVa-l-C^^Y^^ny-l-am’rVa  CEO 
Va 

4 

Dalle  equazioni  degli  asintoti  retti  si  vede , che 
quando  ang.(j:jf*)  = o^,5  l'asintoto  di  regione  va» 
riabile,  pel  diminuire  di  ang.(xx*)  da  un  quadrante , 

» 

si  è avvicinato  all’  asse  delle  z per  (Va — + *>  ® 
quello  di  regione  pernsanente  se  ne  è allontanato  per 

(Va  + 

356,  Continui  a diminuire  F ang.(xx*)r  di* 
minuirà  s , crescerà  c,  e la  cotangente  di  ang.(xar*) 
crescerà  rapidamente.  Quindi  (354)  continuerà  a de- 
crescere X,  ; ed  x„  a crescere , ma  rapidamente. 

357.  Sia  ang.(xa:')  = o ; sarà  c=i.,  f = o. 
£ le  equazioni  della  curva  , e dei  suoi  asintoti  di- 
vengono rispettivamente 

an/z’-f-jnVsso,  = 00  , »«  = — OO  < 
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357.  Ora  in  questa  ipotesi  l' accrescimento  / di 
cn  non  può  ritenersi  indeterminato  , come  abbiam 
fatto  fiu  qui  ; ma  deve-  in  vece  essere  espresso  per 
rang.(a:j:')  : imperciocché  rotando  il  piano  secante 
intorno  alla  retta  di  sua  intersezione  con  uno  del 
piani  limiti  , deve  con  questo  coincidere  quando 
ang.(j:x')  = o9  , e perciò  essere  / = o. 

Per  determinare  l riprendiamo  la  figura  quar>Tir.  14 
ta  della  tavola  i4>  Abbiamo  già  dimostrato  essere 
e CF  — cn;  per  la  qual  cosa  , essendo 
/i  = cn  + l,  e CF,,  CF  + FF„  , 
risulta  / = FFij. 

Per  yi  si  tiri  A/  parallela  a,  CF„  : sarà 
FF„  = A/ 

£ quindi 

Ma  pel  triangolo  rettangolo  AfF  è 
Af  =s  AF.  sea.VAf=s  AF.  sen.(a:x') 

Dunque  chiamando  AF  con  « , è 
i = sa  : 

ed  è questo  il  determinato  valore  della  l il  quale 
d’  altronde  può  pure  variare  variando  «. 

Poniamo  questo  valore  di  l nella 
atilz'  + m'x'  = o 
risulta 

3sn«z’  -f-  rnx'  = 0. 

E però  nel  caso  in  coi  siamo  di  ang.(xx,)=  0. 
la  equaiione  della  curva  diventa 

m'x’  — 0 , ossia  x = 0 , 
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essa  cioè  si  Irasforipa  in  una  reità. 

E di  fatto  cosi  doveva  essere  , imperciocché  il 
plano  secaiiU  coincidendo  col  piano  limite  della  co- 
noidule  , non  ha  di  comune  con  questa  che  la  retta 
<Ii  permutazione  pel  quale  esso  piano  limite  passa. 


358.  Seguitata  la  rotazione  del  piano  secante , 
seguitiamone  il  moto  progressivo  ; e supponghiamo 
che  cominci  dall’essere  l = o. 

35g.  Sia  /=o:(324)sarà 


e la  equazione  della  curva  diventa  (piella  delle  cur- 
ve del  primo  genere. 

Le  coordinate  • 


cem 

z = i = , 

SH 


X =- 


s'n'  — c’e’ 


s\n  + e 

della  origine  del  corso  della  curva(3jG,3a8)(liventano 
2 = 0 , x = sn. 


Crescendo  la  l cresce  In  e ; e le  coordinate  del 
punto  medesimo  vanno,  la  2 crescendo,  e la  jr di- 
niitiuetulo.  E pelò  passando  thille  curve  del  primo 
il  quelle  del  terzo  gi'oere  , il  ramo  curvo  di  quelle 
si  divide  ili  due  nielù  , e così  dividesi  pure  il  suo 
ramo  retto  diventando  curvo  ; e quello  che  è punto 
d'incontro  di  tali  rami  , componesi  in  dnequiuti  di 
raccordamento  , che  vanno  scftipre  allniilaiiaiidosi  al 
crescete  di  /,  e che  sono  ciascuno  origine  del  cor- 
so dei  due  rami  curvi  cU  qnoHe  del  terzo  genere  , 
che  da’ due  scmirami  di  quello  di  primo,  c che  era- 
no r uno  curvo  e 1’  altro  retto  si  sono  composti. 
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Gli  asintoti  retti  nella  ipotesi  medesima  di 
l—o  divengono  (33i) 

1 , . 

= , o:„=— — ( i + c ) 

e mostrano  (analogamente  a ciò  che  altra  volta  (3i6) 
si  disse  discorrendo  delle  curve  di  secondo  genere), 
che  quando  dalle  curve  di  terzo  genere  sì  passasse 
a quelle  di  primo  , le  porzioni  dei  rami  di  curva 
situati  a destra  della  rutta  condotta  per  le  origini 
del  corso  , sì  confondono  coll’  asintoto  di  regione 
variabile,  trasformandosi  in  un  sol  ramo  retto.  Que- 
sta è la  trasformazione  inversa  di  quella  qui  sopra 
osservata. 

36o.  Continui  a crescere  la  / , le  origini  del 
corso  della  curva  continueranno  ad  allontanarsi;  gli 
asintoti  serberanno  la  medesima  distanza  ; ma  i 
punti  della  curva  corrispondenti  ad  una  medesima 
ascissa  si  allontaneranno  sempre  più  da  essi. Ciò  si 
rende  palese  calcolando  la  distanza  dei  due  asintoti 
. e la  differenza  dell’  ordinata  di  ciascuno  di  essi  e 
della  corrispondente  dellaMCurva.  Onde  ciascun  ra- 
mo si  va  sempre  stringendo. 

La  ragione  dell'essere  la  distanza  dei  due  asin- 
toti, qualunque  sìa  /,  sempre  la  stessa,  trovasi  nel 
parallelismo  dei  due  piani  limiti  tra  loro  e del 
piano  secante  a se  stesso  nel  suo  movimento  pro- 
gressivo. 

La  ragiona  dell'  allontanarsi  di  ciascun  punto 
della  curva  appartenente  alla  medesima  ascissa 
dall'  asìntoto  corrispondente  , si  trova  nell’  allonta- 
narsi da*  piani  limiti  la  superficie  a misura  che  i 
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suoi  punii  si  ullontauiino  dal  piane*  degli  assi  para- 
nieli’i. 

36i.  Sia  /=oo  ■ »a'à  e = oo  • E I®  curva 
va  lutla  inleia  all  infinilo:  e così  deve  essere;  im- 
perocché Cjiiaiido  il  piano  secante  è infinitamciite 
lontano  dui  primo  asse  indefinito  non  può  incon- 
trale la  conoidale  che  ne’ suoi  punti  pure  iufini- 
tamcnle  lontani  , e questi  sono  ad  uu  tempo  a di- 
stanza iiiGuita  dal  diametrale  Xy. 

3o2.  Dal  fin  qui  detto  intorno  al  movimento 
del  jiiano  secante  risulta  , che  le  curve  della  equa- 
zione [^J  (3a5)  per  cinque  casi  più  essenzialmen- 
te dilTeiiscono  tra  loro.  E sono:  ang.(xx')  = iv, 
cd  l diverso  dallo  zero  e dall’  infinito  : 
ang.(xj:')  =o9 , ed  l diverso  dallo  zero:  ang.(xx') 
nè  zero  nè  un  quadrante  , ed  / diverso  dallo  zero 
e dall’infinito:  / = o:  /=QO,  ed  aug.(xx')  di- 
verso dallo  zero.  Dei  quali  cinque  casi  il  secondo 
ed  il  quarto  rientrano  nelle  curve  di  primo  genere. 

Quindi  le  curve  di^lerzo  genere,  possono  clas- 
sificarsi in  tre  Specie.  E noi  chiameremo  : 

Curve  di  Prima  Specie  quelle  corrispondenti  al  ca- 
so di  ang.(xx')  nè  zero  nè  un  quadrante,  ed 
l diverso  dallo  zeio  e dall' infinito: 

Curve  di  Seconda  Specie  quelle  corrispondenti  al 
raso  di  aug.(xx')  =1“^.,  ed  lue  zero  nè  infinito; 
Curve  di  Terza  Specie  quelle  corrispondenti  al  caso 
di  /=  00  ed  ang.(xx')  diverso  dallo  zero. 

3G3.  Per  la  qual  cosa  di  tutte  le  curve  pro- 
dotte da  piani  paralleli  al  primo  asse  indefinito  , e 
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che  noD  passano  tra  le  rette  di  permutaùone  , nè 
per  ninna  di  esse. 

Le  curve  di  prima  specie  sono  prodotte  da  piani 
inclinati  al  secondo  asse  parametro  : 

Le  curve  di  seconda  specie  sono  prodotte  da  piani 
paralleli  al  secondo  asse  parametro: 

Le  curve  di  terza  specie  corrispondono  a plani 
infinitamente  lontani  dal  primo  asse  indefinito,  e 
non  perpendicolari  al  secondo. 

364-  Le  curve  di  prima  specie  potrebbonsi  di- 
videre in  varietà  ; e così  pure  quelle  di  seconda. 
Quelle  di  terza  non  sono  suscettibili  di  classificazio- 
ne , nè  possono  delinearsi , andando  tutte  intere 
all’  infinito. 

365.  Le  curve  di  prima  , e seconda  specie  di 
quelle  di  terzo  genere  sono  delineate  nella  colonna 
terza  della  tavola  sedici. 
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ALL' ARTICOLO  QDINTO. 
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Luoghi  Geometrici  relativi  alle  curve  di  Prima 
Genere  , di  quelle  prodotte  da  piani  paralleli 
al  primo  asse  indefinito. 

I. 


366.  Abbiamo  già  dimostrato  (aSi)  , che  tut- 
te le  curve  corrispoudenti  al  caso  di  fi'  = c’n%  in- 
contrano il  loro  asse  delle  ascisse  in  un  punto  di- 
stante dalia  origine  delie  coordinate  per 


E 3=  :i: 


cm 

vT+?  ’ 


Questa  quantità,  costante  di  sua  natura,  prende  va- 
lori diversi  corrispondentemente  ai  diversi  valori 
della  c,  ossia  di  ang.(«x').  £ però , quando  si  as- 
suma variabile  la  c , la  espressione 


a = ■*•'■■  ■ 

Vi+c* 

non  esprimerà  più  una  lunghezza  , ma  in  vece  , il 
luogo  geometrico  dei  punti,  ove,  nello  spazio,  tut- 
te le  curve  di  primo  genere  incontrano  i rispettivi 
loro  assi  delle  ascisse  , i quali  dalla  intersezione  del 
piano  secante  con  un  piano  ad  esso  perpendicolare 
e condotto  pel  primo  asse  iadefioito  sono  dati. 
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Le  cnrve  di  primo  genere,  essendo  curve  della 
toDoidale,  il  suddetto  luogo  geometrico  deve  trovar* 
si  su  di  essa  : e però  se  la  c è una  variabile  nella 

* ir  ± ■■  non  può  essere  indipendente;  ma  de- 

V I +c 

ve  dipendere  dalle  coordinate  della  supeificie,  ed 
esserne  una  funzione;  la  quale  esprima  la  relazione 
che  passar  deve  tra  c e le  x , perchè  quella  e- 
spressione  il  luogo  geometrico  rappresenti.  Quando 
una  tal  relazioDe  conoscessimo , potremmo  esplicita- 
mente esprimere  la  z per  x , ed  ^ eliminando  la 
c , ed  otteri'emmo  cosi  la  equazione  del  luogo  geo- 
metrico , riferito  ai  medesimi  assi  diametrali  ortogo- 
nali della  superficie,  come*  assi  coordinati.  La  ricer- 
ca di  sua  tale  equazione,  e 1’  esame  del  luogo  che 
rappresenta,  è 1’  oggetto  di  questo  primo  paragrafo. 

367.  Il  determinare  che  funzione  è c di  x ed 
y è cosa  assai  facile  dopo  ciò  che  fin  qui  abbiamo 
detto  intorno  alla  figura  quarta  della  tavola  i4- 

Essendo  SR  la  projezione  del  piano  secante  ^^•li- 
corrispondente  alle  curve  del  primo  genere  (a63),  ò 
CF=i  0 = cni  dunque  se  esprimeremo  CF  per 
X ed  avremo  trovato  qual  funzione  di  queste  è la  c. 

Ora  nel  caso  in  cui  siamo,  x eà  y essendo  le 
distanze  del  punto  di  intersetione  della  curva  pro- 
dotta dal  piano  <fi{,  col  suo  asse  delle  ascisse  cheò 
proiettato  in  F , dai  piani  diametrali  XZ  , YZ  , 
si  vede  che  tutto  si  riduce  ad  esprimere  CF  per 
le  distanze  del  punto  F dalle  rette  Cx , CY  ; se- 
condo tali  rette  essendo  proiettati  i piani  diametrali 
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>4* saddetti.  Condociamo  adunque  pel  punto  F la 
retta  FO  perpendicolare  ad  j4C  ^ sarà  CO=/’, 
ed  FO=x  ; ed  una  relazione  tra  CF ^ CO,  ed 
OF  dovremo  trovare. 

Il  triangolo  j^FC  , essendo  rettangolo  io  F, 
porge 

CF*z=iAC  X CO 
e 1’  altro  COP  , rettangolo  in  O 

'CFs^'CO  +OF^ 

dalle  quali  due  relazioni  risulta 

CF=  AC  X VCÌP’  — ÒF ' 

Nella  prima  e nella  terza  di  esse,  poniamo  in  luo* 
go  delle  rette  le  quantità  algebriche  che  rappresen- 
tano, cioè  ss  n,  CjFt=s  co,  OjPsaX,  CO 
ottenghiamo 

nc’  — r = o 

W 

b’c<  — nc*  + a-  = o 

£ queste  esprimono  quale  relazione  deve  esistere  tra  c, 

jp,  y perche  la  equazione  z = + possa  rap- 

I . ' ' I Vi  ■ 

presentare  il  luogo  geometrico  di  coi  si  tratta  t es- 
se danno  la  funzione  c delle  x *A  y. 

368.  Volendo  esplicitamente  z per  « ed  ^ , 
eliminiamo  la  c dalla 
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per  mezzo  delle  [r]  : otteogliiamo 

m = « 

^ xV — 31»  ‘x'z  -f.  3nV  — tnn  z m*x’  = o 

Queste  due  equazioni  sono  quelle  del  luogo  geome- 
trico di  cui  si  tratta  , riferito  ai  tre  assi  diametrali 
ortogonali  della  superfìcie,  come  assi  coordinati.  La 
piima  è quella  della  projezione  della  curva  sul  pia- 
no diametrale  YZ  della  conoidale  ; la  seconda  è 
quella  della  sua  projezione  sull’ altro  suo  piano  dia- 
metrale XZ. 

Eliminando  tra  queste  due  la  z otterremo  la 
equazione  della  projezione  del  luogo  geometrico  sul 
diametrale  XY.  Così  facendo  risulta 

r 

Dunque  il  luogo  di  cui  si  tratta  è projeltato  sul 
piano  XY  secondo  una  circonferenza  di  circolo  aven- 
te il  secondo  semiasse  parametro  della  conoidale  per 
diametro.  ‘ 

369.  Questa  proposizione,  e con  essa  quest’nl-T^.^- 
tima  equazione  avrebbe  potuto  da  semplici  conside- 
razioni geometriche  immediatamente  dedursi  ; ed  in- 
dipendentemente da  qualsiasi  eliminazione.  Di  fatto  il 
punto  F essendo  al  vertice  del  triangolo  rettangolo 
AFC  ^ è palese  che  mentre  il  piano  secante  fa  una 
intera  rivoluzione  intorno  alla  retta  di  permutazione 
projettata  in  ^ , la  retta  CF  facendo  essa  pure  una 
intera  rivoluzione  intorno  al  punto  C ^ e mante- 
nendosi sempre  perpendicolare  alla  AF  , il  punto 
F generar  deve  una  circonferenza  avente  per  diametro 
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*^AC\  e perciò  l’asse  delle  ascisse  delle  curve  di 
primo  genere  che  è prnjeltato  in  F un  cilindro,  del 
quale  il  primo  asse  indelìnìto  della  superfìcie  e la 
sua  retta  di  permutazione  projettata  in  A sono  due 
lati  , ed  un  circolo  di  diametro  v/C  ne  è la  base. 
£ però  essendo  sopra  gli  assi  delle  ascisse  i punti 
costituenti  il  luogo  geometrico  , questo  avrà  per 
projezione  sul  piano  XV  la  projezione  istessa  del 
cilindro:  cioè  il  circolo  AFCA  e perciò  per  sua 
equazione  quella  di  questo  circolo  ; che  , per  es> 
sere  AC  = rij  e C la  projezione  dell'asse  coordi- 
nato delle  z , è per  lo  appunto 


= «r  — / 

370.  Di  qui  può  conchiudersi  , che  le  equa- 
zioni del  luogo  geometrico  di  cui  si  tratta  , dalla 
successiva  eliminazione  delle  z , x ^ y ^ dalle  due 


w 


jr  = «r  — r 

- I • » * » 

jrt  •^mx  s=ns , 


e senza  tenere  nessun  conto  della  -==y 

Vi  +c’ 

avrebbero  potuto  ottenersi  ; conciossiachè  il  luogo 
geometrico  essendo  ad  un  tempo  e sulla  conoida-, 
le  , e sul  cilindro  di  rivoluzione  avente  il  semiasse 
parametro  per  diametro  della  sua  sezione  .retta  yj 
sulla  loro  intersezione  deve  trovarsi  ; ed  una  tale 
intersezione  dalle  due  equazioni  [f]  trattate  simuli 
taneamcntc  vien  data.  ,.  { 

Eliminando  la  * e poi  jr  tra  le  due 
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[j]  oHenghiarao 

-y)  = o 

(m<  i^)x^  -f-  — 7.m'x'  — mV)  = o 

equazioni  assai  diverse  dalle  [/?].  Queste  due  si 
scindono  in  fattori  , e danno  luogo  alle  due  coppie 
di  equazioni 

J yi'  -j-  ni’  — m'y  = o 

{ *’*<  — — m’nV  -f"  m*»’  = o 


delle  quali  le  due  prime  sono  identiche  alle  equa- 
zioni [i?]  (368)  , e le  seconde  rappresentano  la 
retta  di  permutazione  anteriore  della  conoidale. 

Questi  due  risultameuti  così  diversi  tra  loro  , 
mentre  perfettamente  identici  si  avrebbono  potuti 
aspettare  , c’  invitano  ad  osservare  attentamente  le 
diverse  circostanze  , che  hanno  relazione  colle  cose 
di  cui  stiamo  trattando. 

371.  L'asse  delle  ascisse  delle  curve  prodotte  da 
piani  che  passano  per  la  retta  di  permutazione,  può 
trovarsi  su  di  questa  con  essa  coincidendo  ; e ciò 
ha  luogo,  quando  il  piano  secante  è parallelo  al  diame- 
trale XZ  (278):  ha  luogo  cioè  quando  ang.(jrj:')=o‘f. 
Abbiamo  veduto  che  quando  aiig.(j:a'')  = 0“?,  il  ra- 
mo curvo  delle  curve  di  primo  genere  si  confonde  col 
suo  asse  delle  ascisse  (278)  ; e perciò  nello  spazio  col- 
la retta  di  permutazione.  Nel  caso  medesimo  l’ascissa 

30 
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cm 

z=±  porge 

V>  + c’ 


onde  mentre  la  curva  non  incontra  il  suo  asse  dqllc 
ascisse  in  un  punto,  ma  con  esso  confondcsi  , l’a- 
scissa che  un  tal  punto  rappresenta  non  diventa  in- 
determinata , ma  ritiene  il  valore  . 

Va 

Questa  è la  ragione  , per  cui  facendo  capo  al- 
le equazioni  [v]  si  ha  la  iella  di  permutazione,  ol- 
tre una  curva  ; e facendo  capo  alla  espressione 

s = ± -,  - la  sola  curva  risulta. 

Vi  + c 

Quindi  è che  , a rigore  parlando  , le  equazio- 
ni [il],  e le  altre  [r]  risolvono  due  problemi  ben  di- 
stinti tra  loro»  Le  equazioni  [il]  danno  il  luogo  geo- 
metrico dei  punti  di  intersezione  àe]\a  curva  col  suo 
asse  delle  ascisse,  cioè  dei  suoi  punti , che  trovansi 

su  questo  e che  hanno  per  ascisse  z = + — . Le 

Vi  +C‘ 

equazioni  [r]  danno  il  luogo  geometrico  dei  punti 
comuni  alla  curva  ed  al  suo  asse  delle  ascisse,  qua- 
lunque sianne  le  coordinate. 

Per  le  quali  cose  è vero  essere  il  luogo  di  cui 
si  tratta  sulla  intersezione  del  cilindro  colla  co- 
noidale ; ma  non  è ugualmente  vero  l’ inverso,  cioè 
che  la  intersezione  di  tali  superficie  è il  luogo 
suddetto. 
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373.  Dal  (ìli  qui  dello  risulta  : che  le  equa- 
zioni del  luogo  geoinetiico,  di  tutti  i punti  ove  cia- 
scuna curva  delle  sezioni  della  conoidale,  prodotte  da 
piani  condotti  per  la  retta  di  permutazione  anterio- 
re, seca  il  suo  asse  delle  ascisse  che  dalla  intersezio- 
ne del  piano  secante  con  un  altro  ad  esso  perpendi- 
colare e condotto  pel  primo  asse  indefinito  vieu  dato, 
sono  le  tre 


ti*  -fy*  — ny  = o 
yt'  -f-  «*’  — iii’y  — o 

, **i<  — am'x'i'  -|-  aB**<  — mV*’  -f-  = o 

£ le  equazioni  dell’  altro  luogo,  relativo  alle  sezioni 
prodotte  da  piani  condotti  per  1’  altra  retta  di  per- 
mutazione , sono  le  tre 


[•?'] 


*’+/  + »y  = 0 

yx'  — lu’  — m*y  ■=  o 

r’it  — im'x'i’  -J-  an’*t  .5^  m Va*  -J-  = o 


Queste  si  ottengono  col  processo  medesimo  che  le 
[5]  solo  che  in  vece  di  /?  = cn  , si  faccia  uso  di 
fi  — — cfi,  ossia  che  si  esprìma  — era  in  luogo  di 
era  per  x ed  , la  qual  cosa  torna  allo  stesso  che 
cambiare  y in  — y nelle  equazioni  [•?]. 

373.  Intanto  se  si  vogliano  sole  tre  equazioni, 
che  rappresentino  ambi  i delti  luoghi  ; ossia  se  si 
voglia  la  equazione  del  luogo  geometrico  relativo  a 
tutte  le  curve  di  primo  genere  , basterà  moltiplica- 
re  la  prima  e seconda  delle  equazioni  [i9]  , rispetti- 
vamente per  la  prima  e seconda  delle  [5'j;  ritenendo 
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quale  è la  terza  di  esse;  conciossiacliè  , essendo 
esse  identiche  nelle  [iS]  , le  projezioni  dei  due 

luoghi  geometrici  relativi  alle  sezioni  prodotte  da'pia- 
ni  che  passano  per  la  retta  anteriore  di  permutazio- 
ne , e per  la  posteriore  , coincidono , e costituisco- 
no una  sola  e medesima  linea.  Facendo  come  abbia- 
mo detto  si  ha 

/ -f-y^  ~ n'y'  = o 

/ y,4  _ myt'—n’zi  -f-  miy’  = o 
j iii’ii  — mVs*  -{-  rn^x'  c=  o 

e queste  sono  le  equazioni  del  luogo  geometrico  dei 
punti  d’ intersezione  di  tutte  le  curve  di  primo  ge- 
nere , col  loro  rispettivo  asse  delle  ascisse. 

374*  Queste  tre  ultime  equazioni,  contenendo 
le  sole  potenze  pari  delle  coordinate,  ci  dicono,  che 
i due  luoghi  geometrici,  relativi  a ciascuna  delle  due 
rette  di  permutazione  , quando  si  considerino  simul- 
taneamente e come  parti  discontinue  del  luogo  geo- 
metrico relativo  a tutte  le  curve  di  primo  genere, 
sono  simmetrici  intorno  a'  piani  diametrali  ortogo- 
nali della  superficie.  , 

375.  Dunque  per  tutte  sifiìitte  cose,  il  Inogo 
geometrico  dei  punti  d’ intersezione  delle  diverse 
curve  prodotte  da  tutti  i piani  immagginabili,  con- 
dotti per  le  rette  di  permutazione  della  conoidale  , 
coi  loro  rispettivi  assi  delie  ascisse  , c una  linea  a 
d(  ppia  curvatura  che  ha  per  piani  diametrali  ortogo- 
nali quelli  della  superficie  ; ed  ha  un  centro,  che 
pure  con  quello  della  superficie  coincide  : la  qual 
linea  si  compone  di  due  parti  discontinue  tra  loro 
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cd  Ognuna  delle  quali  ha  due  piani  diametrali  or- 
togonali , e sono  quello  degli  assi  parametri  della 
superficie  ed  il  diametrale 

376.  Abbiamo  detto  (366),  che  onde  la  equa- 
zione 

cm 

z = ±.  — == 

Vi  +c’ 

fosse  atta  a rappresentare  il  luogo  geometrico  , la  c 
deve  essere  variabile,  ma  non  indipendente:  e come 
essa  dipenda  dalle  x ed  abbiamo  veduto  (367). 

Ora  se  rifletteremo  che  la  funzione  c di  x ed  7^  ,TAr.  14. 
l’abbiamo  determinata  trovando  una  relazione  tra~^^  ■ ‘ 
CF  y FOy  ed  OC  ; ed  in  oltre  che  il  punto  F è 
sulla  circouferenza  di  un  circolo  avente  AC  per  dia- 
metro; potremo  facilmente  ronchiudere  che  la  equazione 

cm 

r = ± - ■ ■A 

Vi  +c' 

basta  essa  sola,  ed  indipendentemente  da  ogni  eli- 
minazione , ad  esprimere  il  luogo  di  cui  si  tratta  , 
quando  una  circonferenza  sul  piano  diametrale  XY 
della  superficie  , avendone  il  secondo  semiasse  pa- 
rametro per  diametro,  si  assuma  come  asse  delie  a- 
scisse  ; e le  applicate  perpendicolari  al  piano  mede- 
simo si  assumano. 

Ma  assunti  così  gli  assi  coordinati  , si  manche- 
rebbe alla  legge  generale  cui  ogni  sistema  di  coor- 
dinate deve  obbedire  : si  vuole  che  dato  un  valore 
alla  variabile  si  conosca  immediatamente  e senza  uopo 
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<1ì  calcolo  un  punto  pel  quale  condurre  la  applicata;  si 
vuole  cioè  clic  la  ascissa  sia  essa  medesima  nella 
equazione  della  curva.  E qu'i  la  ascissa  non  vi  è 
ma  in  vece  la  c , cioè  il  suo  coseno  , e perciò  è 
uopo  di  un  calcolo  per  conoscere  un  punto  pel  qua- 
le condurre  I'  applicata. 

Quindi  diiatncrcmo  t I’  ascissa  ; sarà 

/ z=  arc.cos.c  , e perciò  c=sCOS,t 
onde 

cm  . . m.cos.t 

3 = ± — , si  cangia  in  c = + — 

Vi-f-c’  Vi-f-cos’.« 

ed  in  questa  la  t è una  variabile  indipendente. 

Innalzando  al  quadrato  la  equazione  tra  z e < 

si  La 

[T^  (i  -|-  cos’.Qc’  = m'cos'.t 

e questa  è la  equazione  del  Iqogo  geometrico  di  cui 
si  tratta  , riferito  ad  una  sorte  di  coordinate  che 
possousi  dire  polari:  esse  sono,  una  circonferenza  a- 
vente  per  diametro  il  secondo  semiasse  parametro 
dellH  superficie , e giacente  sopra  di  un  piano  per- 
pendicolare al  primo  asse  indefinito  ; e questo  me- 
desimo asse.  Le  t sono  le  ascisse  computate  sulla 
circonferenza  , ed  a partire  dal  centro  della  super- 
ficie ; le  z sono  le  ordinate  computate  sopra  ap- 
plicate parallele  al  primo  asse  indefinito  (*). 

(*)  La  equazione  [T*]  è riicrìta  al  iittema  medesimo  di  assi  coordi- 
nati , cui  è rifiu-ita  la  notissima  equazione  deir  elica 
z = s tang.g 

nella  quale  l' arco  ^ è l' ascissa  campatala  sulla  cirooulèrettza  della  barn 
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377.  Così  ridotta  la  equazione  del  luogo  geo- 
metrico , è £icile  e spedito  costruirlo  iu  rilievo  da- 
to che  sieno  di  posizione  e di  grandezza  i due  assi 
parametri  della  couoidalc,  e non  altro. 

Per  la  loro  iutersezìone  si  conduca  uu  piano  per- 
pendicolare al  primo,  e sopra  ciascuna  metta  del  se- 
condo come  diametro,  e sul  detto  piano  , si  descri- 
vano due  circoli.  Partendo  dalla  intersezione  suddet- 
ta , sì  prenda  di  ciascuna  circonferenza  un  arco  a , 
per  r estremo  di  ciascuno  di  essi  si  conduca  una 
retta  perpendicolare  al  piano  del  circolo.  Kella 

m cos.t 

2 = ±-7=-_ 

Vi-f-cos.*< 

si  ponga  r = „ e si  calcoli  z : risolti  z = y.  A 
partire  dal  piede  delle  perpendicolari  condotte  , si 
tagliano  su  di  esse  due  parti  1’  una  al  di  sopra  e 
l’altra  al  di  sotto  del  piano  del  circolo  , ciascuna 
uguale  Saranno  gli  estremi  di  tali  partì  , punti 


dell'  elica , e x U lunubezza  della  ordinala  , pcrpcndicolamieDlc  al  piano 
della  l>a»  applicala  (*').  Perù  non  dcre  sembrare  strano,  il  sistema  di  assi 
qui  aupta  scelli.  Se  tion  che  quegli  della  elica  paesano  essere  qualunque  di 
posixionc , e questi  sono  indiriduati  perchè  sulla  conoidale  della  eqiiasione 
y*x*  .f  m*a* — H*x*  dere  giacere  la  curva  ; ma  se  isolatamente  si  consideri  si 
Tede  che  pure  per  essa  possono  essere  qualunque:  e vederi  che  variando  l'as- 
se delle  ascisse  raria  la  curva,  come  per  lo  appunto  varia  l'elica  pel  varia- 
re della  tua  base.  Ed  è da  avvertire  che  queste  due  curve  ti  somigliano  in 
questo  pure,  che  ciascuna  ha  due  parametri,  uno  dei  quali  è dipendente  dal- 
l'asse  delle  ascisse.  I due  parametri  ndl'clica  sono  il  raggio  della  tua  base, 
cd  il  suo  passo,  di  cui  il  primo  dipende  dall’  asse  delle  ascùte,  ed  il  tccoodo 
ne  è indipendente  ; nella  curva  di  cui  qui  ti  tratta  i due  parametri  sono 
quelli  della  conoidale , dei  quali  il  secondo  dipende  dall'asse  delle  ascisse 
cd  il  primo  ne  è indipendente,  quando  prescindendo  dai  punti  oorrispon- 
denti  alle  sciioni  di  una  individuata  conoidale  vogliauti  considerare. 

(**)  Kauunti  — Urmliea  — LUm  y.  Cap,  y.  Pr«p.  I. 
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del  luogo  geometrico.  In  un  modo  analogo  potran- 
uo  detcrrainarseiiG  quanti  se  nc  vogliono. 

■‘or  cm 

Tav.iì.  378.  La  espressione  s = + t non  solo 

/'i'-  5-  V*  + 

a Farci  costruire  in  rilievo  il  luogo  geometrico  di 
cui  si  traUa  basta  essa  sola  , ma  si  presta  pure  al- 
la. cletcrinìnazione  grafica  della  z delle  equazioni  [/IJ 
coi  rispuucleii temente  a dati  valori  delle  x , ^ , co- 
munque assai  complicate  tali  equazioni  si  presentino. 

Por  un  punto  qualunque  C , tiriamo  due  iet-> 
te  ortogonali  imlefiuite  X,X , VZ,  col  centro  C,  e 
col  raggio  CB  = m descriviamo  la  circonferenza 
BGD  -,  col  punto  B , ove  essa  incontra  la  XX, 
come  centro,  e collo  stesso  raggio  CB  descriviamo 
l’altra  circonferenza  CKEH\i\à\  punto  C verso  Y 

tagliamo  una  retta  Ci  = — n e col  centro  i , 

3 

cd  il  raggio  Ci  descriviamo  l’altra  circonferenza 
JFCÀ.  Dopo  queste  poche  costruzioni  preliminari 
determineremo  speditamente  la  z dato  che  sia  un 
qualunque  valore  delle  x , jr. 

Sia  CO  =jr  , dal  punto  Osi  tiri  la  Oi^paral- 
lela  a CX^,  pel  punto  F ove  essa  iucoutra  la  circonfe- 
renza AFC  , e pel  punto  C si  tiri  la  retta  CiT/; 
pel  punto  l , ove  questa  incontra  la  circonferenza 
DIGB  si  meni  la /iV  parallela  ad  X,X^  e pel  pun- 
to JV  ove  essa  incontrala  e l’altro  jP  si  conduca 
la  BN.  Se  dal  punto  d' intersezione  K della  J!fB 
colla  circonferenza  CKEII , si  conduca  la  KP  pa- 
rallela a i’CjVjuesta  incontrerà  la  CA  iu  un  punto 
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P , c sarà  CP  \m  z corrispondeute  alla  = CO.Ta».  14. 
Imperocclic  ul)biamo  già  dimostrato  (a8i)  che  essendo 
tale  il  valore  di  c da  fare  essere  2^C.^=aDg.cos.c  è 
cm 

CP  = / — , ; ed  il  nuoto  estremo  della  ascis- 

Vi  + c”  * 

sa  CQF  a coordinate  polari,  con)e  abbiam  detto 
(a^5)  , è determinalo  dalle  CO,  OjP,  e corrispon- 
de all’  angolo  FCA. 

Sia  CT=  X : si  tiri  TF  parallela  alla  CY% 
c pel  suo  punto  d’  incontro  F colia  circonferenza 
CFA,  e C si  conduca  la  CI\  ed  ottenuto  il  punto 
d’  incollilo  I di  questa  coH’allra  circonferenza  DIGB 
si  prosegua  la  costruzione  come  quando  essendo  da- 
ta la  jr,  crasi  giunto  ad  ottenere  il  medesimo  pun- 
to: si  otterrà  in  ultimo  CP.  £ sarà  per  le  medesi- 
me ragioni  addotte  nel  caso  in  cui  era  data  j , 
CP=  z , quando  è x — CT. 

379.  Se  invece  di  essere  date  le  x , y , fosse 
data  la  z,  la  medesima  costruzione  invertita  ci  de- 
terminerebbe le  X,  y corrispondenti  ad  un  dato  va- 
lore della  z. 

A partire  dal  punto  C verso  Y si  prenda  sopra 
CY  la  CP  uguale  al  dato  valore  della  z : si  tiri  la 
PK  parallela  a CX,  e per  B e l’altro  punto  K, 
ove  la  PK  incoulia  la  circonferenza  CKE  si  con- 
duca la  BK,  e si  prolunghi  fino  ad  incontrare  la  CY: 
pel  punto  N di  un  tale  incontro  si  tiri  la  NI  paral- 
lela a CA' , e si  congiunga  il  punto  d’incontro  / del- 
la iV/ colla  circonferenza  DIGB,  col  punto  C:  pel 
punto  d’incontro  F della  CI  colla  CFA  si  condu- 
ca la  FO  parallela  a XC,  È x,  OC=y,e 
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TiT.i4.queste  sono  le  lunghezze  delle  x , jr  corrispondenti 
alla  lunghezza  della  z = CP. 

38o.  Per  convincerci  iu  un  modo  più  decisivo, 
che  le  costruzioni  qui  sopra  fatte  al  loro  scopo  con- 
ducono , facciamo  paragone  tra  le  analogie  ri- 
sultanti dai  triangoli  simili  (di  cui  KRB  si  è com- 
posto conducendo  la  KR  parallela  ad  N C) 


NCR  , KRB  , cogli  altri  CNI , COF 
Risultano  immediatamente  le  analogie 
CN  : CB  CP  : BR 
co\  CN  ::  CF\  ci 

moltiplicandole  , e poi  paragonando  il  prodotto  degli 
estremi  con  quegli  dei  medi , otterremo 

CBX  CP  X CF=  CO  X CI  y.  BR 

e quindi  essendo  CB  = CI 

CPXCF=COXBR 

rfella  quale  postovi  il  valore  di  CF  ^ che  per  le 
proprietà  del  circolo  CFyi  si  trae,  e quello  di  BR 
che  traesi  da  quelle  del  triangolo  rettangolo  BRK, 
e messovi  dopo,  in  luogo  delle  rette,  le  quantità  al- 
gebriche che  rappresentano  , oltenghiamo 

^ nz'  — m'jr  = o 

•lic  è la  prima  delle  equazioni  [R]  : e però  la  z 
che  per  la  fatta  costruzione  si  ottiene  è quella  di 
questa  equazione  corrispondente  al  dato  valore  del- 
la sua 
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Dai  medesimi  triangoli  CNI  > C OF  si  ha  ^ 
CN  : NI  CO  : PO 

In  questa  analogia  poniamo  in  vece  di  CI y e CO 
i loro  valori  dati  per  le  proprietà  dei  circoli  DIGB, 
AFCÀ  ; nell’  altra  analogia  già  ottenuta  , 

CN  : CB  ::  CP  : BR 

poniamo  in  luogo  di  BR  il  suo  valore 

BR  = ^fBÌC  — ~CP 

e paragoniamo  tra  loro  i valori  della  CN  che  da 
(ali  analogie  cosi  trasformate  risultano  , otterremo 
una  equazione  , la  quale  diventa , sostituendovi  in 
luogo  delle  rette  che  contiene  le  quantità  algebri- 
che esse  rappresentano 

x’i*  — 2tnx*z'  — ni  nz  = o 

e questa  è appunto  la  seconda  delle  equazioni  [iljt  c 
però  la  z di  questa  equazione  corrispondente  ad  un 
dato  valore  della  a:  , è quella  che  per  la  falla  co- 
struzione si  ottiene. 

38 1.  Poiché  le  due  equazioni  [/l]  rappresenta- 
no le  projezioni  del  luogo  geometrico , sopra  i piani 
diametrali  YZ  , XZ  della  conoidale  , potremo  per 
mezzo  della  falla  costruzione  , che  dalla  espressione 

dipende  , costruire  sopra  un  piano 

V*  + 

qualunque  le  curve  di  tali  projezioni;  anzi  potremo 
costrnirle  sopra  i medesimi  piani  diametrali  YZ  , 


Digitized  by  Google 


3i6 


PARTE  »COm>A 


Tat.  1 

fis- 


k-XZ  , e ad  uu  tempo,  quando  questi  si  suppongano 
abbattuti  sul  diametrale  XY , o sopra  altro  piano  a 
questo  parallelo  , f>er  mezzo  della  costruzione  mede- 
sima e senza  ricorrere  a calcolo  veruno. 

' Sia  il  piano  della  figura  un  piano  parallelo  al 
diametrale  XY  : sia  C la  proiezione  del  primo  asse 
indefinito  della  superficie  CX^  > quelle  dei  due 
piani  diametrali  XZ  , YZ  , e siano  A ^ A'  le  pro- 
iezioni delle  rette  di  permutazione. 

Suppongliiamo  die  il  piano  diametrale  XZ  roti 
intorno  la  sua  retta  di  intersezione  XX,  coll’  altro 
della  figura  : e die  si  abbatti  su  questo.  Il  primo 
asse  indefinito  si  troverà  dopo  l' abbattimento  in  CZ 
perpendicolare  ad  XX,.  Similmente  supponghiamo 
che  I’  altro  piano  YZ  roti  intorno  la  CY,  retta  di 
sua  intersezione  col  piano  della  figura:  dopo  l’abbat- 
timento il  primo  asse  indefinito  , si  porrà  in  CX 
perpendicolare  a ZY.  Dal  punto  C verso  X,  e 
verso  Z sopra  le  CX,  CZ,  si  taglino  le  Cc' , Cc 
uguali  alla  distanza  del  piano  delia  figura  dal  dia- 
metrale XY,  e per  z? , c*  si  conducano  le  xx, , jrjr^ 
parallele  la  prima  a XX, , la  seconda  a ZY  : saran- 
no c , c*  posizioni  del  centro  della  conoidale  dopo 
r abbattimento  , e xx,  , jy,  quelle  del  secondo  asse 
indefinito. 

Dal  centro  C , verso  X si  prenda,  sopra  CX, 
la  CB  , uguale  il  primo  semiparametro  , e coi  cen- 
tri C , e i?  , ed  il  raggio  CB  , si  descrivano  le 
circonferenze  BGJD,  CKEH.  Inoltre  sopra  CA  co- 
me diametro  si  descriva  la  circonferenza  CFAC  : 
sarà  questa  la  projezione  del  luogo  geometiico  sul 
piano  della  figura. 

Ciò  posto  vogliansi  descfÌTcre  ad  un  tempo  le 
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due  projezioni  del  luogo  geometrico  sopra  i piani 
diametrali  XZ  , YZ  , che  abbiamo  abbattuti. 

Sulla  circonferenza  CFAC  si  prenda  un  punto 
qualunque  F , e per  questo  si  conducano  le  tre  ret- 
te indeGuite  CFl , FTf,  , FOf  delle  quali  la  pri- 
ma che  passi  per  C , la  seconda  parallela  ad  YZ  , 
la  terza  parallela  ad  X^X ; c pel  punto  F dove  la 
incontra  la  circonferenza  CFAC^  l’altra  retta 

pure  indefinita,  e parallela  a CZ,  Pel  punto  I 
ove  la  C/ incontra  la  circonferenza  BGID  con^ 

duca  la  IN  parallela  ad  X,X,  e per  iV,  ove  incontra 
CY , e per  B la  NB.  Il  punto  K ove  questa  in- 
contra la  circonferenze  CKEH  si  projelti  sopra  c'j  , 
col  centro  c'  e raggio  c'r  , distanza  della  projezione 
, di  da  c*,  si  descrivi  la  semicirconferenza 
e col  centro  C ed  i raggi  Cp'  , Cp!  , si  descrivi  no 
i quadranti  p'p  , p/p,.  Pei  punti  p , p,  si  conduca- 
no le^^  , f^,  parallele  alla  ex  ; e per  p'  , p/  le 
p'f>  , pifl  parallele  a c'y  •'  le  prime  due  incontre- 
ranno le  indefinite  Ff,  , F^i  in  quattro  punti;  le  al- 
tre due  incontreranuo  la  indefinita  Ff  ^ in  due  punti. 
I primi  quattro  f f t fi  t f,  sono  punti,  dopo  1’  ab- 
battimento dei  piani,  della  projezione  del  luogo  geo- 
metrico sul  diametrale  XZ,  gli  altri  due  f , f,  sono 
punti , dopo  r abbattimento  dei  piani  , della  sua 
projezione  sul  diametrale  ZY. 

Prendendo  degli  altri  punti  sulla  circonferenza 
CFA  , e facendo  delle  costruzioni  analoghe  si  ot- 
tengono nuovi  punti  delle  projezioni  dei  luoghi  ; e 
condotto  per  quelli  appartenenti  ad  una  medesima 
projezione  una  linea  con  tratto  continuo,  si  ottengo- 
no lo  projezioni  dei  luoghi  geometrici  così  come  veg- 
goosi  nella  figura. 
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Tat.i4;  Queste  sono  relative  ai  piani  secanti  condotti 
per  la  retta  di  permutazione  projetlala  in  A.  De- 
scritto sopra  CA'  un'  altra  circonferenza,  e fatto  ri- 
spetto ai  punti  di  questa  , le  costruzioni  medesime 
che  rispetto  al  punto  F della  CFAC  si  son  fatti  , 
si  ottengono  le  projezioni  del  luogo  relativo  ai  pia- 
ni secanti  che  passano  per  la  retta  di  permutazione 
projettata  in  A‘. 

La  curva  afe'/, 'a,'  è quella  rappresentata  dalla 
equazione 

yz'  -|-  iiz  — >»/  = 0 

e r altra  ad  essa  identica  , c posta  simmetricamente 
dall’altra  parte  della  CX  c quella  rappresenta- 

ta dalla  equazione 

yz'  — nz  —m'jr  =0 

riferite  entrambe  agli  assi  X,X  ^ jr>f' 
afef,afjc^a  è quella  della  equazione 

* a<- amxz  -h  an z<  — mnz  + =o 

riferita  agli  assi  CZ  , xxi. 

Per  le  quali  cose  se  sopra  le  tre  curve  CFAFC, 
afcTa;  , afc9,n,/c^,  e sopra  le  identiche  alle  due 
prime*  situate  dall’  altra  pai  te  di  XX  , ergeremo  tre 
cilindri  iclli  , e supporremo  che  i piani  diametrali 
XZ  , YZ  , riloniino  al  loro  posto  trascinando  seco 
tali  cilindri,  la  intersezione  di  essi  sara  il  luogo  geo- 
metrico di  cui  si  tratta. 
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II. 

38 a.  Abbiamo  già  altrove  (a8o)  osservato  die 
latte  le  curve  di  primo  genere  , di  quelle  prodotte 
da  piani  paralleli  al  primo  asse  indefinito  , hanno 
due  punti  di  flesso.  E poiché  ne  cambia  nello  spazio 
la  posizione  , a misura  che  quella  del  ]>iano  secante 
pur  cambia  , è manifesto  che  rotando  questo  intor- 
no alla  retta  di  permutazione,  il  punto  di  flesso  ge- 
nera una  curva,  che  è il  luogo  geometrico  de’  punti 
di  flesso  di  tutte  le  curve  prodotte  da’  piani  che  pas- 
sano per  r una  delle  rette  di  permutazione.  La  de- 
terminazione, di  un  tal  Inogo  geometrico  , ovvero 
delle  equazioni  di  esso  forma  l' oggetto  di  questo  se- 
condo paragrafo. 


383.  Sono  coordinate  del  punto  di  flesso  di  una 
individuata  curva  delle  sezioni  di  cui  si  tratta  (a84) 


^ f * »\ 

3S 


cm 


Ma  questi  valori  di  x , z convengono  ai  due  punti 
di  flesso  quando  la  curva  cui  appartengono  su  di  un 
piano  voglia  considerarsi  e non  nello  spazio  ; che  se 
così  voglia  riguardarsi  in  vece,  è necessario  implicar- 
vi la  equazione  del  piano  secante  che  è quello  su  cui 
essa  esiste. 

Essendo  jr  ss  fi  = ai  la  equazione  di  un  tal  pia- 
no, le  coordinate  del  punto  di  flesso  nello  spazio  sono 


X 


cm 
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Ed  esse  comprendono  implicitamente  quelle  del  Ino* 
go  geometrico  ricliiesto  ; |K>ichè  facendo  variare  s e 
c , i surriferiti  valori  di  or  e o non  esprimeranno 
più  le  coordinate  del  punto  di  flesso  di  una  indivi- 
duata sezione  , ma  in  vece  quelle  di  tutte  le  sezio- 
ni immaginabili  prodotte  da  piani  , che  passano  per 
l’una  delle  due  rette  di  permutazione. 

Le  coordinate  del  punto  di  flesso  nello  spazio 
sono  riferite  ad  un  sistema  di  piani  coordinati  orto* 
gonali  , de’  quali  uno  è il  medesimo  piano  diametra- 
le ortogonale  XV  della  superfìcie  , e gli  altri  due 
passano  pel  primo  asse  indefìuilo  di  essa  e sono  l’uno 
al  piano  secante  perpendicolare  , e 1’  altro  ad  esso 
prallelo  ; ovvero  a tre  assi  coordinati  ortogonali  , 
due  dei  quali  sono  sul  piano  diametrale  XV , e 
quello  delle  x'  la  col  secondo  asse  indefinito  della 
conoidale  , un  angolo  del  coseno  c e del  seno  s. 
Per  la  qual  cosa  (aSo  , 33^)  variando  la  c e la  f 
varia  con  esse  il  sistema  degli  assi  cui  si  riferisce 
ciascuna  coppia  di  punti  di  flesso.  Quindi  è che  vo- 
lendosi determinare  la  equazione  del  luogo  geometri- 
co , è anzi  tatto  necessario  riferire  le  coordinate 


jr  = cn,^  ‘ = 


ad  un  sistema  di  assi  la  posizione  de’  qnali  non  va- 
ri! al  variare  delle  c ed  s.  Perciò  agli  assi  diame- 
trali ortogonali  della  superficie  le  riferiremo. 

Trattasi  dunque  di  riferire  le  coordinate  . ■ 


X =■ — (s  — ( 
3J 


cm 


•),  j^cn,  z = 
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agli  assi  diametrali  ortogonali  della  superficie. 

384-  Altrove  (337)  abbiamo  già  determioato  la 
relazione  che  passa  tra  le  coordinate  x , y , z de 
punti  della  superficie  riferiti  a’  suoi  assi  diametrali 
ortogonali  , e le  altre  x'  y y'  ^ z'  riferite  al  nuovo 
sistema  di  assi  ; de’ quali  quello  delle  x' , e l’altro 
delle  y sono  sul  medesimo  delle  x , / , e fanno 
rispettivamente  con  questi  T ang.(xx')  = ang. (//'), 
di  cui  il  coseno  è c ed  il  seno  è s.  Tali  relazioni 
sono 

• X = ex'  — sy 
y=  sx»  + cy'. 

Da  queste  ottengbiamo 

x'  = sy  + ex  y y — cy  — sx 

e questi  valori  di  x'  ed  y sostituiti  in  luogo  di  x, 
y , nelle  equazioni  del  punto  di  flesso  porgono 

3j’j^  4-  2CSX  = n(j*  — c') 
cy — sx  = cn 
3f’z*  = c’m' 

Queste  sono  le  equazioni  della  coppia  di  punti  di 
flesso  , appartenenti  ad  una  individuata  sezione  di 
quelle  di  cui  si  tratta,  riferiti  agli  assi  diametrali  or- 
togonali della  superficie. 

385.  Ora  la  posizione  degli  assi  coordinriti,  ai 
quali  le  equazioni  sono  riferite,  essendo  indipen- 
denti da’ valori  di  c ed  r , potremo  far  variare  queste 
ultime  quantità  (383),  onde  ottenere  le  equazioni  del 
luogo  geometrico.  Ma  tanto  è far*  variare  c ed  s 
quanto  eliminarle  dalle  tre  equazioni  [^J  ; essendo 

31 
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esse  clic  una  data  posizione  del  piano  secante  deter- 
minano, c perciò  il  punto  di  flesso.  Dunque  elimi- 
neremo le  c ed  t tra  le  equazioni 

j ^ acso:  = n(s'  — c’) 
cj  — sx  ■=  cn 
3rV  = cV. 

Dividendo  la  prima  per  c e la  seconda  per  c, 
ottenghiamo 

(aj  — n)  -f  2X  i + n = 0 

X “ — r + «==o; 

c 

e dall*  ultima  di  queste 

c ~ X 
s 

il  quale  valore  di  — , sostituito  nella  prima  porge 
c 

3jr>  _j.  axy  — ^ny  — rwe*  + 4"’/  — n*  = o 

e questa  è una  dèlie  equazioni  del  luogo  geometrico. 

Tra  le  stesse  due  prime  equazioni  \y\  elimi- 
niamo successivamente  la  e la  x ottenghiamo 

jj  .>  s ■ 

ax  — +nl,  + ox  — -f  M = o 
c’  c c ' 

(ajr  — n)  4 -f-  3/  — n = 0 
c» 
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Dalla  terza  delle  stesse  equazioai  ollcngliiamo 

s’  »r 

c’  “ir 

il  quale  valore  sostituito  nelle  due  ultime  equazioni, 
ci  porge 

I ^ l 

3n:’y3  + Giixz'  -f  m'uz\?>  + hìi'.t  — o 
6j-z'  — 3/1  d’  -j-  2//»y  •—  m'n  = o 

e queste  sono  le  altre  due  equazioni  del  luogo  geo- 
metrico. 

386.  Di  queste  ultime  quella  tra  .re  2 ci  of- 
fre due  equazioni  : se  prendiamo  i segni  superiori 
ottenghiamo  quella  appartenente  al  luogo  de’  punti  di 
flesso  le  di  cui  coordinate  a:  , z nello  spazio  hanno 
un  medesimo  segno;  se  prendiamo  gli  inferiori  quel- 
le appartenenti  al  luogo  de' punti  di  flesso  le  di  cui 
coordinate  x , -z  , hanno  segno  diverso  ottenghiamo. 

387.  Similmente  se  nelle  ottenute  equazioni 
cambieremo  j'  in  — j',  otterremo  quelle  relative  ai 
punti  di  flesso  delle  curve  delle  sezioni,  prodotte  da 
piani  che  passano  per  la  retta  di  permutazione  si- 
tuata al  di  dietro  del  piano  diametrale  ; poi- 
ché di  tali  piani  è equazione  ^ = — cn  , e noi 
( 383  ) abbiamo  fatto  = -f-  cn. 

388.  Quindi  il  luogo  geometrico  de’  punti  di 
flesso  di  tutte  le  curve  di  primo  genere  , di  quelle 
prodotte  da  piani  paralleli  al  primo  asse  indefinito  , 
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«:  coluposto  (la  (juatlro  curve  date  dalle  cquazioai 


iU],  3.» 


( 2/’  -|-  23’’^ — Sny'  — nx'  -f-  4'ij'  — a’  =o 
( 3nj’V3  m’myS -J- im’x  = 0 

I 6yi’  — 3n*’  -l"  2ot  jf  m’n  = o 

f 2y’ 2x’^*^5ny’ — nx’ -}- .fa’y n’ = 0 
! 3nj’ V3  — 6mxi’  m'ni\3  — * am’x  = o 

i.  6yi'  — 3ni’  anj’y  m’n  c±  o 

Ìay’  -f"  2*’_y4'5'»y’  + "**  "f"  4'*V  H-  «’  = ° 

3ns’V3  -f-  6»ixs’  -j-  m'mM'i  -j-  am’x  = o 
Cy;’  + Sns’  -f-  am’y  -|-  m’n  = o 


2^5  -j.  2*’y-j-5ity’  -f-  nx'  -f-  4"!y  “h  a’=  ® 
3n*’V3  — 6mri’  + m’n»V3  — am’x  = o 
-f-  3n*’  -4'  am^  -f-  m’n  = o 

Le  due  prime  terne  sono  relative  alla  metà  anterio- 
re della  superficie;  le  altre  due  alla  posteriore  : e 
ciò  per  rispetto  al  piano  diametrale  XZ  di  essa  ; 
sono  cioè  le  due  prime  relative  alle  sezioni  prodotte 
da  piani,  che  passano  per  la  retta  di  permutazione 
situata  al  davanti  del  piano  diametrale  XZ  , c le 
altre  due  relative  alle  sezioni  prodotte  da  piani  che 
passano  per  la  retta  di  permutazione  situata  al  di 
dietro  del  detto  piano  XZ. 


38g.  Per  scorgere  la  forma  del  luogo  geome- 
trico in  tutta  la  sua  estensione , Lisognerehbc  di- 
scutere separatamente  ciascuna  lena  delle  equazioni 
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Ili  ; ma  poiché  la  curva  è la  stessa  per  ciascu- 
na di  esse  , soltanto  che  s’ intenda  cangiata  la  regio- 
ne delle  coordinate  in  cui  e.«sa  esiste,  cangiandosi  esse 
1 una  nell  altra,  pel  cambiamento  dei  segni  delle 
^ t y ì s > una  terna  solamente  discuteremo,  e pre- 
cisamente la  prima. 

390.  Ordinando  rapporto  a 2 la  terza  delle  e- 
quazinui  [?7j , i.»  oltenghiamo 

[«'"J  {ij  — n)32*  4.  {ij  — n)m’  = o 

e quindi  le  due  ^ 

3/  — n =;=  o , 32*  4.  to’  = 0-  • 3 

ovvero 

j-=-n,  2 = ±otV— “ 

La  prima  di  queste  è quella  di  una  retta  sul  pia- 
no diametrale  V.Z  , parallela  all’  asse-  delle  2 ; e 
però  la  [ ] , esseudo  projez'ione  della  curva  sul 

piano  YZ  , ci  dice  che  essa,  è una  curva  piana  : 
e che  esiste  su  di  un  piano  parallelo  al  diametrale 
XZ  della  superficie  e distante  da  esso  per  la  quar- 
ta parte  del  secondo,  asse  parametro.  Quindi  si  ve- 
de , che  la  curva,  deve  essere  projettata  pure  se- 
condo una  retta,  sul  piano,  diametrale  XY imper- 
ciocché il  suo  piano  essendo  parallelo  al  diametrale 
XZy  deve  essere  perpendiqplare  eli’  altro  XY.  Dun- 
que la  equazione 

[li  ] 3/’  4.  2xy  — Snjr'  — Tix'  -f-  4«y  — n}  = 0 
che  c la  prima  delle  [ ^ ] , i .*  deve  contenere  il 
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. iy  — n = 0 

391.  Dividendo  la  [m»]  per  questa  ultima  e- 
quazione  ottenghiamo 

O._„y  + x*=o 

Onde  la  equazione  [a']  si  trasforma  in 

( 37  - « ) [ ( j — K y + X ] = o 
ossia  nelle  due 

.27  — « = o , (7  — 7J  )’  -J.  a:’  = o 

La  ]>rima  di  queste  porge 

7=7  " 

La  seconda  uon  può  essere  vcriGcata  die  essewlu 
separatamente 

(7  — n)‘  = o , j:‘  = o 

■ V ossia 

, 7 = « , X = o 

Queste  due  equazioni,  dovendo  esistere  simultanea- 
mente  senza  di  die  non  potrebbe  essere  avverata 
la  equazione  (7  — n)’  -J-  = o,  debbono  appartenc- 

n ad  lina  medesima  linea.'  E però  la  projezione 
della  curva  di  cui  si  tratta  sul  piano  XV  è com- 
posta di  due  parti  : di  una  retta  della  equazione 
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e di  un  punlo  delle  equazioni 


che  può  considerarsi,  come  punto  isolala  della  curva. 

3g3-  Il  luogo  geometiico  trovandosi  su  di  un 
piano,  sarà  la  intersezione  di  esso  colla  superficie  ; 
ma  per  la  generazione  di  essa,  ogni  piano  parallelo  al 
piano  direttore,  seca  la  superficie  secondo  una  cop- 
pia di  rette,  che  hanno  un  punto  comune  sul  secon- 
do asse  parametro , e che  si  appoggiono  alle  diret- 
trici ne'  punti  ove  queste  sono  incontrate  dal  piano 
secante  ; dunque  essendo  il  luogo  geometrico  su  di 
un  piano  parallelo  al  dianieti'iilc  Ai!  (3go,3gi),  ed 
essendo  questo,  per  la  l'atta  scelta  degli  assi  coordi- 
nati (ih a)  , parallelo  al  piano  direttore  o piano 
fisso  , il  luogo  geometrico  sarà  projettato  sul  piano 
XZ  secondo  due  rette  che  passano  pel  centro  del- 
la superficie  , e che  fanno  angoli  uguali  col  suo 
primo  asse  indefinito: 

3g3.  Sopra  una  retta  BD  uguale  il  secondo 
asse  pai  ameti'o  della  superficie  descriviamo  la  semi-  - 
circonferenza  DAB  , pel  punto  di  mezzo  C della 
DB  innalziamo  una  indefinita  CcZ  ad  essa  perpen- 
dicolare ; c sia  (C,c)  il  centro  della  superficie  , e 
[DAB^  Z>5)  una  delle  sue  direttrici.  Pel  punto  di 
mezzo  E della  CA  tiriamo  l’indefinita  PP'  e pei 
punti  P,  P'  ove  incontra  la  DAB  conduciamo  due 
perpendicolari  Pp  , P'p'  alla  DB  , c per  p,p'  , e 
c tiriamo  le  indefinite  pc,  pici  è palese , dopo  ciò 
che  abhiam  detto,  che  le  rette  (PC,  pc),  (P'C,p'c) 
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Tàv.i4.  apparteogoDO  al  luogo  geometrico  di  cui  si>  tratta, 
c che  pc , p'c  ne  sono  projezioni  sul  piano  diame- 
trale XZ, 

Essendo 

EC=^n,  e CP:=n  sarà  Cp=  — nV3: 

3 a 

» 

onde,  essendo  Cc  — m,  saranno 

3wir  amar 

ovvero 

nzV3  — amx  = o,  nzV3  4- ama:  = <r- 

le  equazioni  delle  rette  pc  , p'c. 

£ però  la  equazione 

3n;’  V 3 -j-  Gmxs’-}-  mnz^ 3 -f-  am*  a:  = o 

che  è la  seconda  della  prima  terna  delle  [i7],  appar- 
tenendo al  luogo  de'  punti  di  flesso  le  di  cui  coordi- 
nate hanno  lo  stesso  segno,  dovrà  esser  divisibile  per 

7jzV3  -j-  ama:  = o. 

Dividendola  per  quest’  ultima  , prende  la  forala 
(nzV3  -|-  3ma:)(m’  + 3z’)  = a 
la  quale  dà  immediatamente  le  due 

( nzV3 -f.  ama:  ) = o , m’ -j- 3z  = o 
ossia 


ama: 

■J^V3  ’ 


z = ±mV-  j 
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L’  altra  equazione 

»isV3  — ^mx  — o 


dipendente  dall’espressione  + deve  csse- 

re  fattore  della  seconda  equazione  delle  [ Z7  ] , a*,  e 
perciò  di  essa  non  terremo  qui  conto  ; le  sole  e- 
quazioni  [Z7],  i , volendo  qui  discutere,  come  ab* 
Liam  detto  (389). 

394.  Delle  tre  equazioni  della  tema  di  cui  sì 
tratta  , i primi  tre  fattori  sono  rispettivamente 


gli  altri  tre  pure  1 ispettivamente  sono 


(?■  — «)’  + -r*  = o • 
3z’  + ni’  = o 
3z’  -{-  to’  = o 


Onde  r una  delle  carré  del  luogo  di  qui  si  trotta 
si  compone  di  due  parti  date  da  tali  fattori  ; 
ossia  una  parte  dalle  equazioni  [fT*]  , l’altra  dal- 
le [Z7«]. 

I primi  tre  fattori  gli  abbiamo  pienamente  csa- 
pinati  ) ed  abbiamo  veduto  come  vadano  di  accordo: 
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esaminiamo  gli  altri  tre. 

3g5.  La  prima  delle  equazioni  [£/'']  abbiam 
veduto  (391)  dar  luogo  alle  due 


die  sono  le  equazioni  di  iwv  punto  sul  diametrde 
JCf'  ; ed  esprimono  l' estremo  anteriore  del  second» 
asse  parametro  della  superficie:  e però  esse  indicano 
la  proiezione  sul  detto  piano,  della  retta  di  permu- 
tazione, che  passa  per  un  tal  punto.. 

La  seconda  e terza  delle  equazioni  [17"],  souo< 
identiche  tra  loro , e danno  luogo  alla 

z = ± Di  V—  f 

che  è espressione  immaginaria.  Se  fosse  reale  indi- 
cherebbe due  piani  paralleli  al  dianaetrale  e di- 
stanti da  esso  per  la  porle  Vj  del  primo  semias- 
se parametro.  Quindi  i tre  secondi  fattori  della 
terna  di  equazioni  [Z7j,  i',  (388)  , che  qui  conside- 
riamo , esprimerebbono  due  punti  situati  su  la  ret- 
ta di  permutazione  anteriore  , ed  equidistanti  dal 
secondo  asse  parametro  per  la  parte  Vi  del  primo  se- 
miparametro. 

Vediamo  perchè  tali  punti  sono  dati  per  espres- 
sioni immaginarie,  e perchè  delle  due  sue  prujezioni, 
quella  sui  piano  ATK  è data  jiel  fattore  reale 

(r  — «y+^’="- 

3g6.  Le  coordinate  del  punto  di  flesso  delia 
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curva,  rifurite  agli  assi  sul  suo  piano  (u84)  , sono 


Riferite  al  ramo  retto  della  curva  (a88),  divengooo, 


Ora  il  ramo  retto  della  curva  , essendo  nello 
spazio  lo  stesso  cbe  la  retta  di  pcnuutazione  , do- 
vrebbe poter  essere  s — ao , perchè  tra  tulle  le 
curve  immaginabili  prodotte  da  piani  che  passano 
per  r una  delle  rette  di  permutazione , ve  ne  fosse 
alcuna  che  avesse  il  suo  punto  dì  flesso  su  di  una  > 
tal  retta  ; essendo  ^ =-00  soltanto  , che  può  rende* 

i 

n , -,  • . 

re  x' = — =0.  Ma  la  quantità  s non  può  avere 


altri  valori,  in  generale,  che  quelli  compresi  Ira  -{-  1. 
e — I.  Dunque  non  v’è  uissuna  delle  dette  cur- 
ve , che  possa  avere  il  suo  punto  di  flesso  sopra 
1 una  delle  due  rette  di  permutazione. 

D’altra  parte  nella  espressione  (287) 


snrz 


, t . » 1 

cm 


( che  è quella  delle  distanze  de’  diversi  punti  del- 
la curva  dal  suo  ramo  retto  ) , fatto  j = OO  , ot- 
teughiamo  per  tuli’  i punti  della  curva 
x'  = o 
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vai  qnautodirc  che  allora,  rioì-  quando  il  jmnio  di  fle> 
so  si  trovasse  sai  ramo  rcllndt’lla  rui-va,  il  suo  ruino' 
curvo  dovrehhe  trasformarsi  in  quello.  Ecco  petcLò' 
mentre  il  fattore  ( 3z’  -rf-  = o dà  hiono  all’  espi  cs- 
sione  imnianiaaFÌa  z=:±  inV~5’’  fatloi'C 

( J— »■)*  + x’  = a dà  luogo  alla  espressione  realts 

A 

< — ” , che  è per  Io,  appunto,  la.  equaiion.C 

della  retta  di  permutazione  (*J. 

3g7-  Dopo  tutto  ciò  le  due  proposizioni  se- 
guenti possono  enunciarsi. 

I Le  rette  della  conoidale  , che  passano,  pei 
punti  di  mezzo  del  secondo  suo  semiasse  parame- 
tro , sono  luogo  geometrico  dei  punti  di  flesso  delle 


' (*)  ft  |1.1  notarsi  questa  notcTolisùnia  cosa,  àot  eh*  qtiando  si  olliene 

h retta  di-  permiitiiaione  per  In  curri  di  iotcrsciionc,  ossia  nel  limite  delle 
i^czioni  , le  cspreiftioni  delle  coordinate  de!  punto  di  flesso  , danno  punti 
Inori  della  curva.  Di  fatto  il  ramo  curvo  (2/4)  coincide  col  ramo  retto  ^ 
quando 


cd  in  un  tu]  cavo  i vaioli 


A =:  o. 


2S 


drilc  ctHtidiiKilc  del  punto  di  flesso,  riferite  al  ramo  rcUo  della  curva, 
divrn^no  « 


5 = + flp  , 00 


Dunque  il  punto  di  flesso  si  titivcrebbe  suf  piano  limite  della  sitpei*- 
(«eie  cd  iidinitamcnte  lontano  dalla  origine  e dalla  retta  di  pcrmiiUztone 
prr  cui  pavs  a un  tal  |tiaiK>  ; e perciò  fuori  del  luogo  gc*unctrico.  E (Msi 
lieve  estere;  pcrclic  in  questi  punti  soltanloj  il  luogo  di  cui  si  tratta  pi^>trcl>> 
bc  incontrare  la  curva , essendo  la  retta  di  permutazione,,  in  cui  la  curva 
si  è tr.*ido rinata , parallela  al  piano  del  luogo  geometria). 

Kd  ceco  una  nuova  ragione , per  cui  la  seconda  e terza  delle  equa- 
zioni d.taiino  immaginarictà  : 
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'iiifitiitc  sezioni  di  essa,  prudoltc  da  lutti  i piani  ìm* 
macinabili,  che  per  le  sue  lelte  di  permutazione  si 
conducessero  : e viceversa. 

a.”  Ciascuna  coppi.»  ili  generatrici  rette  , che 
passa  pel  punto  di  mezzo  del  secondo  semiasse  pa- 
raiiietin,  c il  luogo  de' punii  di  flesso  delle  infinite 
sue  sezioni  , prodotte  da  tutti  i piani  ìnamagiiiabili 
coiidotli  per  la  retta  di  permutazione  la  più  pros> 
slma  ad  esse:  e viceversa. 

398.  Nel  numero  388  , abbiamo  trovalo  mo- 
do  da  costrnire  graficamente  sopra  un  piano  paral- 
lelo al  diametrale  della  conoidale,  la  projezionc 
• e la  grandezza  dell’ordinata  del  punto  di  flesso  di 
una  individuata  curva  di  primo  genere  , di  quelle 
prodotte  da  piani  paralleli  al  primo  asse  indefinito, 
cd  abbiam  costrutto  ad  un  tempo  la  projezione  di  tali 
punti.  Abbiamo  ivi  veduto  che  essendo  A la  pro- 
iezione di  una  delle  rette  di  permutazione  della  su- 
perficie , AC  quella  del  .secondo  semiasse  parame- 
tro di  essa  , ed  SAF  la  projezione  del  piano  se- 
cante; è P la -proiezione  dei  punti  di  flesso  della 
curva  d' iutersciioue  del  detto  piano  SAF  colla 
conoidale. 

Abbiamo  per  altra  parte  qui  sopra  veduto,  che 
il  luogo  geometiico  de’  punti  di  flesso  di  tutte  le  curve 
prodotte  da  plani  cond-jiti  per  1*  una  delie  due  ret- 
te di  permutazione,  sono  logati  sulle  rette  della  su- 
perfìcie, die  passano  pel  punto  del  secondo  semias- 
se parametro  equidistante  dalla  detta  retta  di  pur- 
mulazione  c dal  primo  asse  indefinito  ; che  nel  c.iso 
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<'i-so  della  figura  sono  piojettati  rispettivamcate  in 
J , e C. 

Dunque  se  pel  piiuto  di  mezzo  della  AC  condu- 
ciamo la  indiflnita  P'J^  ad  essa  perpendicolare  ; è 
questa  la  projezione  del  luogo  geometrico  dei  punti 
di  flesso  delle  curve  i di  cui  piani  passano  per  la 
retta  di  permutazione  projettata  in  A ; ed  una  tal 
retta  P'f^  deve  passare  pel  punto  P.  Ed  inoltre 
qualunque  sia  il  -piano  SAF  il  punto  P,  per  la  ci- 
tata costruzione  del  numero  a88  determinato,  dovrà 
sempre  cadere  su  la  retta  P'P";  e viceversa  qualun- 
que sia  il  piano  SAF  , la  intersezione  P della  sua 
projezione  SAF  colla  retta  P'V  sarà  il  punto  me- 
desimo, che  per  la  costruzione  del  detto  numero 
a88  si  otterrebbe. 

Se  ora  ci  ricorderemo  che  la  circonferenza  AFC 
descritta  sul  diametro  AC  ^ c la  projezione  degli 
assi  delle  ascisse  z di  tutte  le  curve  prodotte  da 
piani  clic  passano  per  A,  e perciò  il  luogo  del  pun- 
to F di  qualunque  retta  SAF  projezione  dei  delti 
piani,  sarà  facile  il  concliiudcre,  che  qualunque  retta 
sAf  si  conduca  per  A^  si  ha  sempre 

A C =1  y^Af  Ap  . 

ossia  il  quadrato  fatto  stilla  retta  AC  pareggia  sem- 
pre il  doppio  rettangolo  dei  Iati  Ap^  ed  Af‘.  e per- 
ciò questo  rettangolo  l’altro  dei  iati  AP  ed  AF. 

399.  Quindi  dalle  cose  dette  sui  punti  di  flesso 
delle  curve  di  cui  si  tratta  , queste  bellissime  pro- 
prietà del  circolo  possono  trarsi. 

i.°  Se  pel  centro  del  circolo  conducasi  una 
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reità  iadefinita  perpendicolare  ad  un  suo  diametro, 
e per  1’  estremo  di  questo  una  secante  ; sarà  il  dop- 
pio rettangolo  delle  sue  due  partì  intercette,  1'  una 
tra  la  circonferenza  , e l’altra  tra  la  detta  retta 
pendicolare  al  detto  diametro,  uguale  al  quadrato  di 
questo.  £ se  sieno  più  tali  secanti  saranno  tutti  i 
rettangoli  cosi  formati  uguali  tra  loro. 

3.°  Se  per  un  punto  della  circonferenza  del 
circolo  si  conduca  una  secante  , c si  tagli  su  di 
questa  ed  a partire  dal  detto  punto  verso  l’ interno 
del  circolo  una  terza  proporzionale  , dopo  il  doppio 
della  sua  parte  intercetta  tra  la  circonferenza  , ed 
il  diametro  di  questa  , una  tal  parte  di  secante 
avrà  il  suo  estremo  sopra  una  retta  condotta  pel 
centro,  perpendicolarmente  al  diametro  che  passa 
pel  punto  della  circonferenza  pel  quale  la  secante 
si  è condotta.  E se  più  sieno  tali  secanti  gli  estre- 
mi di  ciascuna  loro  parte  cosi  determinata,  saran- 
no tutti  logati  su  la  detta  perpendicolare. 

4oo.  La  espressione  della  distanza  AP^  è 


ossia 


AP  = 


AC 

sAC.cos.  CAP 


onde  facendo 

AP  = r AC  — n—’ìp  arco.  iVC  = g 
oltenghiamo  r = ;?sec.  S 

e questa  è la  equazione  polare  della  retta  P'V : 
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(Iella  quale  equazione  r e Z sano  le  coordinate  ; ed 
ove  p è uguale  alla  quarta  parte  del  secondo  asse 
paranieli'o. 


ARTICOLO  VI. 

Sczioiti  della  Conoidale  parallele  ed  Secondo  asse 
indefinito. 

4oo.  Siano  ex  , CY , CZ  , i tre  assi  diarae- 
’ tiali  ortogonali  della  supei.ficic  ; sarà  (i6a)  CZ  il 
suo  primo  asse  indefinito  , CY  il  secondo.  Se  per 
CY  coiulunemo  un  piano  qualunque  YCX'  ed  in- 
tenderemo die  tal  piano  roti  intorno  alla  CY , ad 
ogni  sua  posizione  corrisponderà  uno  dei  piani  , O 
più  piani  paralleli  tra  loro  , di  quelli  delle  sezioni 
di  cui  si  tratta.  Conduciamo  per  C la  CZ'  per- 
pendicolare , al  piano  YCX'  , e roti  insieme  con 
<]uesto  inloi  uo  alla  CY  3 una  porzione  di  CZ'  in- 
tercetta tra  quest’  ultimo  piano  , ed  un  altro  ad 
esso  parallelo,  denoterà  la  distanza  del  piano  secante 
dal  secondo  asse  indefinito.  Dunque  se  riferiremo 
la  conoidale  ai  tre  nuovi  as.si  CX'  , CY , CZ'  , e 
nella  etiuazioue  ciré  cosi  la  rappresenta,  fàremo  z'  u- 
guale  ad  una  qualche  quantità  y , avremo  in  gene- 
rale espressa  una  individuata  Sezione  di  quelle  di 
cui  si  tratta*,  c potremo  esaminarle  tutte,  facendo  muo- 
vere convenevolmente  il  piano  YCXi , ossia  dando 
•diversi  valori  all’ angolo  ZCZ'  ^ cd  alla  y 
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4oa.  Sia  M un  punto  della  conoidale.  Per  JUTur.  iS. 
intendiamo  condotta  la  MQ  pet-pendicolare  al  piano 
XCy,  e pel  suo  punto  d’incontro  Q con  questo, 
la  PQ  perpendicolare  a CX  ; sono  CP  , PQ , QM 
le  coordinate  x y jr,  z del  punto  M.  Pel  medesi- 
mo punto  M intendiamo  condotta  la  MQ'  perpen- 
dicolare al  piano  VCX\e  pel  suo  punto  d’  incon- 
tro Q'  con  questo  la  Q'P'  perpendicolare  a CX'  : 
sono  CP" , P'Q",  Q'M  le  nuove  coordinate  x'  , 

7>',  z'  del  punto  M.  Trattasi  di  esprimere  x,y,z 
per  J?'  , y > z'  , ossia  CP  y PQ  y QM , per  CP', 

P’Q'  y Q'M. 

Pel  punto  Q'  conduciamo  le  due  rette  Q'H , 

Q'G  perpendicolari  , la  prima  alla  QMyìa  secon- 
da al  piano  XCY ; e pel  punto  P'  la  P'F  per- 
pendicolare alia  CX.  È 

CP^CF^PF  ‘ 
CF=CP'cos.XCX' 

PF=  QfH=  Q‘Mcos.MQ'H. 

Dunque 

CP  = CP'  tMi.XCX  —Q'M cos.MQ'H 

ossia 

CP  = CP'  sea.X'CZ  - Q'M  cos.X' CZ 

D'  altra  parte  è 

MQ  = MII+ IIQ 
MH^  MQ'  sen.MQ'// 

MQ:=P'F^  CP'  sen.^CA’ 

33 
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3'»t.  i5.  Dunque 

fin-  '• 

' MQ  = mQ'  scn.i»/(^'//  4-  CP'iRXi.XCX' 

ossia 

MQ  = MQ'  scn.  + CP'cos.XCZ 
Quindi  le  tre  equazioni  . , 

CP  = CP'  sen.X'CZ  _ g»'Mcos.A''CZ 
PQ  = P'Q' 


MQ  t=  MQ'  seu.A''CZ  + CP'cos.X'CZ. 

Messovi,  in  luogo  delle  rette  di’  esse  contengono,  le 
quantità  algebriche  che  le  rappresentano , olten- 
ghiamo 

X = x'  sen.(o:'s)  2'  cos.(j:'2) 


y=f 

z = z'  sen.(x'j)  -|-  x'  cos.{x'z) 
o più  scmpHcctncnle 

X = sx'  — cz' 


r=y 

z = ex'  -f-  sz' 

ove  s rappresenta  il  seno  dell’  angolo,  che  fà  il  pia- 
no YCX  colla  retta  CZ,  e c il  coseno  dell’ angolo 
medesimo  ; ossia  (4°*)  s t c sono  il  seno  ed  il  co- 
seno dell’angolo  , che  il  piano  secante  fù  col  primo 
asse  indefinito  della  superficie. 

4o3.  Sostituiti  i trovati  valori  di  x , j , z nella 
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equazione 

yz'  -f.  ìnx  ea  ni 

oUenghiamo 

y''  (ex'  -|-  sz')'  -f-  (sx'  — cz')'  = n’  (ex'  sz')' 

£ questa  è Ui  equazione  della  conoidale,  riferita  ai 
tre  nuovi  assi  , o piani  coordinati  ortogonali  , dei 
quali  quello  delle  x'  , y'  fa  l’angolo  il  di  cui  seno 
e f , e coseno  e col  primo  asse  indefinito  di  essa» 
4o4-  Fouiamo  nella  ottenuta  equazione 

z'=  y 

risulta 

(«’  — ) (ex'  + syy  = m(  sx' — ey)' 
o più  semplicemente 

[^/]  (»  — f)  (ex  -I-  fy  )‘  = m’  (sx  — cry 

E questa  è la  equazione  delle  sezioni  piane  della 
conoidale,  prodotte  da  piani  paralleli  al  suo  secondo 
asse  indefinito. 

Le  X sono  le  ascisse  della  curva  , 
y le  ordinate  corrispondenti  , 
m il  primo  semìparametro  della  superficie  , 
n il  secondo , 

r e c il  seno  ed  il  coseno  dell’  angolo  clie 
il  piano  secante  là  col  primo  asse  indefinito 
della  superficie , ^ 

y la  distanza  del  piano  secante  dal  secondo  as« 
se  indefinito. 

4o5.  Nella  equazione  [y^,]  dando  alle  quantità  Sj 


PARTE  SECONDA 


340 

c cy  tlivcrsi  valori,  curve  diverse  si  ottengono;  c quel- 
le che  a tali  valori  corrispondono  , possono  essere  o 
nò  della  mcdesiiun  naiurn.  E però  della  classificazione 
delle  curve  che  quella  equazione  comprende  ci  occu- 
peremo. Le  quantità  m ed  n non  cadono  in  consi- 
dera zinne  , inipemccliè  di  una  individuata  conoidale 
qui  inleiuliaino  discorrere,  e d’altroqde  per  essere 
esse  parametri  delia  conoidale,  non  possono  influire 
su  la  natura  delle  curve  , ma  solamente  su  la  loro 
grandezza  e posizione  : su  le  loro  varietà. 

406.  La  piò  notevole  dlfTerenza  , che  fra  le 
curve  possa  esistere  , perchè  di  natura  diversa  si 
possano  dire  , consiste  nella  loro  composizione  iu 
rami  finiti  , od  infiniti  , e nel  numero  di  questi. 
Esaminiamo  dunque  se  tra  le  curve  della  equazio- 
ne [y//]  ve  ne  sono  a rami  infiniti  ; ed  a quali 
valori  delle  j , c , 7 , ovvero  relazioni  di  queste 
colle  m , n corrispondono.  Esaminei-èmo  in  oltre  il 
numero  di  Lali  rami  , e dei  finiti  ; ed  il  corso 
di  cia.scunp  di  essi. 

407.  Oidiuiarao  la  equazione  rispetto  ad^: 
ottenghiumo 

[^'3  . • , . / ’ . . . =0 

— 2csy  (m  -f-  ,’i  ) X -f-  (c  /»  — sn  )y  ' 

Dalla  composizione  di  (jucsta  equazione  rilevasi  , che 
1*  ordimita  jr  è immaginaria  , sempre  che  abbiasi 

— c'n)  — 7.CSV  ('a'  n’)  X -J- (c’/n* — 

cioè  quantità  positiva  ; c che  qnaudo  ciò  non  ha 
luogo  lu  y è sempre  reale. 
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Dividiamo  questa  tiissugUiigliiHiza  per  a"  : risulta 


ics's^iii  -j- /i*)  , ( e '«  — sii)y 
(s‘m‘—c'n) ; — >o 

X X 


Poughiamo  x = oo  , questa  ultima  porgo 

• • t » 

s m — e n >0 

t 

Dunque  quando  s'm'  > c'n  la  curva  non  Jia.  rami 
infiniti;  ed  al  contrario  quando  j’/«‘ = cVi’  , op- 
pure s’/n'  < c’n'  la  curva  lu  i suoi  rami  iiitìiiiti  ; 
poiché  nel  primo  caso  dovrehhc  essere  y (|u.inlilà 
reale  qiiuiido  x = ao  , ed  è invece  iiiimagiuaria 
verificandosi  s'm'  — cn  > o , e negli  altri  due  ca- 
si lu  c sempre  reale  non  potendo  mai  verilìcaisi 
la  detta  relazione. 

4o8.  Poniamo  nella  medesima  relazione  [S<] 
X = u risulta 


\c  m — r ;i  ) r > o . ^ 

E però  la  curva  non  ha  punti  sull’asse  delle 
quando  c'm'  > s‘n  , ed  ha  jiunti  sopra  un  lai 
asse  , quando  è c'tn  =';'n'  -,  oppure'  Cnn'  < s'n. 

(Ciascuna  di  queste  tre  ultime  relazioni  non  può 
aver  luogo  , che  pel  valore  particolare  di  uno  dei 
parametri  w»,  il.  Imperocché  le  relazioni  s'm’  > c’«*, 
s' in  z=z  c' n' , s'in  < c’«’,  che  fissano  resistenza  o non 
esistenza  dei  rami  infiniti  (407)  , non  possono  aver 
luogo  , che  per  valori  particolari  delle  s , c ; ed 
in  oltre  i medesimi  valori  di  S'  c c debboa  eziandio 
soddistar«  alla  relazione  s’-)-c’=  i. 


34  3 PARTE  SECQSDA 

Supponiamo  adunque  che  si  tratti  di  una  co- 
noidale , i di  cui  assi  parametri  siano  tali  da  dare 
cm  > s’n  in  qualunque  dei’  tre  casi 

fi  «a  fS  91^31 

s m c n , s m = c n , s m ^ cn  . 

La  qual  supposizione  non  toglie  nulla  alla  ge- 
neralità del  discorso  ; e qui  la  facciamo  per  rende- 
re più  semplici  i ragionamenti  che  seguono  (*). 

409*  Riprendiamo  la  relazione  [J5,]  (407)  , e ve- 
diamo da  quali  valori  della  x è soddisfatta.  Faccia- 
mo perciò 

(s’ot’  — c'n')  x'  — icsy  (m'  -f-  n‘)  x -j-  ( c’/n’  — s’n’  ) »’  = o 

Risoluta  questa  equazione  abbiamo  i due  valori 
per  X 

csy  (in  ^ li)  — mny 


x'sz 


r»  — 


S f 

Cìl 


esf  (to’  -j-  n’  ) -(-  mny 


Sono  questi  che  mettono  separazione  tra  quelli  che 
soddisfano  alla  relazione  , e quelli  che  non  vi 
soddisfano  ; sono  essi  cioè  (407)  che  mettono  separa- 
zione tra  quei  valori  della  a:  che  danno  immagina- 
rielà  per^i  c gli  altri  che  uou  la  dauuò. 

Facciamo 


s n 

c ’ w ' ’ 


(*)  Da  chi  desidera  sapere  cosa  avvenga  quando  ciò  rlie  qui  siippon- 
gliiamo  non  lia  luogo  , vep_;asi  il  numero  >1'  questo  articolo;  e vi 
Iroycià  aiandio  ciò  diinoslra  la  verità  dilla  assuviouc  qui  sopra  Talb. 
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i due -valori  precedenti  della  x divengono  (dopo  le 
debite  riduzioni , e tenendo  conto  della  relazione 

^ = I + 1’ , che  si  ha  per  la  trigonometria  ) 


JC' 


y(  I rt  ) _ >(  I -f-  rf  ) 

t-j-r  ’ < — r 


e la  relazione  cm  > s'rì  , che  dipende  dai  valori 
dei  parametri  (4o8)  j diventa 

I > r<  . 


Quindi  il  valore  x'  è sempre  positivo,  per  la  re- 
lazione I >rt  ; ^e  I' altro  x"  è negativo  quando 
r > t , ed  è positivo  quando  r < t. 

4io.  Sia  jW  < cn  .'  sarò  r > t ; onde  x'  è po- 
sitiva ed  x"  è negativa  (409)-  In  questo  caso  la  rela- 
zione [5,]  (4'’7)>  prendendo  il  suo  primo  termine  ne- 
gativo, non  può  aver  luogo  che  per  valori  molto  picco- 
li della  X ; potendo  per  questi  valori  soltanto  l’ultimo 
suo  termine  ( c’/n’  — s’n’  )y’  , che  è sempre  posi- 
tivo (4o8)  , essere  maggiore  della  somma  degli  altri. 

^ Quindi  è che  quando  s'm’  < c’n’  per  luMi  i valóri 
della  X compresi  tra  x'  , x"  ha  luogo  la  relazio- 
ne [B,]. 

E però  quando  s’m'  < c’n'  , tra  le  applicate 
indefinite  corrispondenti  alle  ascisse  x'  , x"  non  vi 
è curva. 

E poiché  la  equazione  [^,]  è di  secondo  gra- 
do in  X ; ed  abbiamo  dimostrato  (407)1  che  quando 
s'fn  < c'n'  la  sua  curva  ha  rami  tutti  infiniti , ne 
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segue  che  nel  caso  medesimo  la  curTa  ha  due  ra- 
mi iulìiiiti  , l’origine  del  di  cui  corso  corrisponde 
alle  ascisse  x'  , x". 

4ii.  Sia  s’ni  =zcn':  il  primo  termine  della 
relazione  [B^  (4'^7)  sparisce,  e restano  gli  altri  due  ; 
di  questi  il  secondo  è sempre  positivo  (4o8)  , ed  il 
primo  è negativo  , o positivo , secondo  che  è posi- 
tiva 0 negativa  la  x.  E però  la  detta  relazione 
avrà  sempre  luogo  , quando  x è negativa  , e quan- 
do c positiva  non  avrà  luogo,  che  per  valori  mollo 
piccoli  di  essa.  Dunque  quando  rW  = cV  per  tutta 
la  regione  negativa  delle  X non  vi  è curva,  e nel- 
lo spazio  della  regione  positiva  compresa  tra  1’  asse 
delle  , e r applicata  indefinita  corrispondente  al- 
l’ascissa X*  neppure  vi  c curva. 

Al  caso  medesimo  corrisponde  (409)  r = t -, 

onde 


ar 


x"  = ce  : 


e però  la  curva  ha  due  rami  , dei  quali  uno  ha 
Origine  net  puOto  corrìspoudeute  all’  ascissa 


ar 


e si  estende  all’  infinito  nella  regione  positiva  delle 
X ; r altro  ha  origine  nel  punto  corrispondente  al- 
r ascissa  x"  = co  , c perciò  riducesi  iu  un  punto 
coniugato,  all’ infinito. 

4 13.  Sia  iu  ultimo  sm'  > cn  : sarà  < > r,  cd 
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i due  valori  (4”9)  saranno  ontinmlù  positivi.' 

In  ({Ueslu  caso  , per  le  supposizioni  fatte  sui 
Valori  di  OT  , cJ  « (4o8)  , cioè  clic  siano  tali  'da 
dare  cm  > s^n  , la  relazione  [^,]  non  ha  nin- 
na permanenza  nei  suoi  segni  , ma  in  vece  tutte 
successioni  ; onde  essa  può  aver  luogo  , o per  va- 
lori cosi  piccoli  della  x , che  rendessero  1’  ultimo 
suo  termiue  maggiore  della  somma  dei  due  primi  , 
o per  valori  cosi  glandi  , che  ne  rendesst'io  il  pri- 
mo termine  maggiore  della  somma,  degli  altri  due. 
Dunque  nel  caso  di  s'm  > cn'  la  curva  esiste  tra 
le  applicate  iudehuile  coriisponJcuti  alle  ascisse 

(409) 


X'  = 


>(  i — ri) 

t+r 


) 


y(i  +rt) 
t — r ’ 


ed  è tutta  intera  nella  regione  positiva  delle  x. 

Se  vogliasi  la  distanza  tra  le  applicate  indefi- 
nite che  comprendono  la  curva  , devesi  prcudere 
la  differeuza  x"  — x'  . Ciò  fatto  si  olliciie 


ar  ( I -j-  f’  )3' 

i’  — r* 


c questa  quantità  esprime  per  quanto  , nel  casò  di 
s'in  > cìì  , si  estende  la  curva  nel  scu.so  dell’  as- 
se delle  X . 

4i3.  Abbiamo  già  considerato  (4 n)  il  caso  di 
S'hì  = cV  : consideriamolo  di  nuovo,  ma  applican- 
dovi le  forinole  del  numero  precedcule.  Cosi  facendo 
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( cioè  r = t ) le  delle  forniole  divengono 
. >(i  — rO  yC'— r’) 

X ~ ■ 

t ar 

y(i  -l-rt) 

i _ W5 

j t — r 


ar(i  +«’)’’ 
t'  — r^ 


00 


E però  in  questo  caso,  il  ramo  della  curva,  die 
abbiamo  vedulo  essere  infìnilo  (4>  i)>  può  pure  consi- 
derarsi come  chiuso  : ma  è inGailamenle  lungo  , e 
cbiudesi  all'  infìnilo.  La  curva  del  caso  di  s'm'=cn 
può  dunque  aversi  ad  uu  tempo,  come  curva  a due 
rami  che  vanno  all'  infìnilo  , e come  curva  chiusa: 
e polrebbc  aversi  indislintamenle  come  curva  del 
caso  jW  < cn,  od  s'm'  > cn\  quanlunque  a niuno 
di  essi  propriamente  apparlenga. 

Egli  è perciò  che  la  curva  corrispondente  al 
caso  di  s'ni  = cn  deve  aversi  come  un  limite  di 
separazione  , tra  quelle  che  al  caso  di  s'nì  > c'n 
e le  altre  che  al  caso  di  s'ni  < cn  corrispondono  ; 
e deve  aversi  come  curva  di  diversa  natura  di  quel- 
le corrispondenti  a ciascuno  di  tali  casi. 

Dalle  curve  corrispondenti  al  caso  di  j’m’<c’n* 
si  passa  a quelle  di  s'm'  = cn  , cambiandosi  in 
un  punto  situato  all’ infìnilo  un  suo  ramo  , e 1'  altro 
chiudendosi  all'  infinito.  Quando  poi  dal  caso  di 
s'rn  — cn  si  passa  aU’altro  di  s’myc'n,  questo 
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suo  ramo  che  cliiuiiesl  all’  ìuliuilo  , cungi^isi  iu  fini- 
to , ed  il  suo  punto  isolato  all'  iufiuito  sparisce. 

4i4-  Do[  )o  tutto  ciò  si  vede,  chele  curve. del- 
la equazione  possono  classificarsi  in  tre  gene- 
ri diversi.  Chiameremo  : 

Curve  di  Primo  Genere  quelle  che  corrispondo- 
no al  caso  di  s’ni  c'n. 

Curve  di  Secondo  Genere  quelle  che  corrispondo- 
no al  caso  di  s'ni  < cn. 

Curve  del  Terzo  Genere  quelle  corrispondenti  al 
caso  di  j’wi’  > c'n'. 

•Quelle  di  primo  genere  hanno  un  ramo  che 
chiudesi  all' infinito  , ed  un  punto  coiijugato  che  esi- 
ste pure  all’  infinito  ; quelle  del  secondo  genere  han- 
no due  rami  infiniti  ; quelle  del  terzo  hanno  un 
sol  ramo,  e chiuso. 

4i5.  Dai  diversi  cambiamenti  cui  và  soggettii 
la  relazione  naturalissima  discende  , come  ub- 
Liamo  veduto  , la  classificazione  delle  curve  di  cui  si 
tratta  in  tre  generi  ; vediamo  ora  da  quali  fatti  geo- 
metrici i detti  cambiamenti  derivano  , e verremo  a 
conoscere  ancora  la  ragione  geometrica  di  essi  , e 
perciò  della  fatta  classificazione  ; come  pure  da  qua- 
li piani  secanti  te  curve  di  ciascuno  dei  tre  generi 
sono  prodotte. 

4i6.  Prendiamo  sopra  GZ,  ed  a partire  da  'S. 

CE  = /»,  e per  E intendiamo  condotto  un  piano 
parallelo  all’altro  XCV‘.  sarà  la  pirallela  ER  a 
ex  la  sua  intersezione  col  piano  XCZ  , c la  pa- 
rallela ES  a Cy  quella  coll’  altro  YCZ.  Sopra 
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Ta».  i5.ER  , ed  a partire  da  E , prendiamo  EJi  = n. , c 
''  col  centro  E ed  il  raggio  EB  , descriviamo  sul 
piano  SER  la  circonferenza  BAD  : sarà  BAD  una 
delle,  circoufereuze  direttrici  della  conoidale  (i6o). 
Tiriamo  le  BC,  CD  e pel  punto  A , ove  la  cir-' 
conferenza  DAB  incontra  il  piano  Y~CZ  , la  A A* 
parallela  a CZ  : sono^C  , CD  le  generatrici  pel 
. centro  , A A'  la  retta  di  permutazione  anteriore  , 
(^E  , A'C  il  primo  ed  il  secondo  semiasse  para- 
tnetro. 

Sopra  CZ'  prendiamo  un  punto  C' distante  da 
C per  r , c per  C tiriamo  la  C'G  parallela  , a 
CX'  y e pel  punto  L,  ove  la  GC‘  incontra  la  Xx  , 
conduciamo  la  LN  parallela  a CZ:  sarà  NLG  il 
piano  secante. 

Esaminiamo  quale  posizione  prenda  un  tal  pia- 
no per  ciascuno  dei  tre  casi 

s m —c  n , s'nì  Kcri  , s'rn  > cn'  . 

417.  Per  la  trigonometria  abbiamo  dal  triangolo 
rettangolo  BCE 

t 

Unz-ECB  = , 

ma  per  ciò  clic  abbiam  detto  , è CE  il  primo  se- 
miasse parametro , ed  EB  uguale  il  secondo  ; 
dunque 

. tang.EC/1  = 

m 
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Dalla  relazione  s'm' = cn  ne  viene  (4o4)  T*v.  is. 

fis-  *• 

— = -^  = tang.(j:'z) 
me 

Dunque 

Uiv^. ECB  = tang.(j:'z)  : an^.ECB  — ang.(j:'z) 

Per  la  qual  cosa  quando  s'm'  = c‘n  , T angolo  del 
piano  secante  col  primo  asse  iiideGuilo  , è uguale 
ali' angolo  di  questo  coll’ una  delie  generatrici  pel 
ceutio. 

Dunque  se  pel  punto  C , conduciamo  sul  piag- 
no XC'/j.  CZ'  perpendicolare  alla  CB  generatrice 
pel  centro  , saranno  questa  e CZ'  i nuovi  assi  del- 
le .r  , e delle  z della  su]ierficie  (4oi)  < quando 
s'nì  — cii\  e se  sopra  CZ'  prendiamo  la  CC  =a  y, 
c per  C couduciamo  la  C'G  parallela  a CX'  , e 
per  L , ove  la  GC  incontra  ìa  Xx  , la  LN  pa- 
rallela a CV , sarà  NLG  il  piano  secante  corri- 
spondente al  caso  di  s'm'  z=C  n . 

Di  qui  segue  che  se  per  la  retta  Kjr  interse- 
zione del  piano  NLC  coll’  altro  YCZ  conduciamo 
dui  piani  , quelli  che  sono  contenuti  nell' angolo  die- 
dro ZKjKG,  ed  i loro  paralleli  danno  curve  corri- 
spondenti al  caso  di  s'nì  < cn  y e quelli  che  non  so- 
no compresi  nell’  angolo  diedro  CKjrKG  , o che  a 
questi  sono  paralleli  , danno  . curve  corrispondenti 
al  caso  di  f’//»’  > c'n.  ' Conciossiachè  le  relazioni 

s tn  c^ca  , ó*//i  > c rt 
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TA».ir..danuo  rispcllivamente 
/-«•  <■  ^ 

s n s n 

c in  c in 

c quindi  per  le  cose  qui  sopra  delle 

nng.  (x's)  < aiì^.ECIf  , ang  (a:';)  > an^.ECB  . 

Dunque  se  nell'angolo  piano  ZCA'  conducia- 
mo la  CX! , e per  C la  CZ!  perpendicolare  a 
CX! , sono  CX' , CZ!  gli  assi  coordinali  della 
.superficie  (4oi),  corrispondenti  al  caso  di  s'nC  < cn\ 
c se  sopra  la  CZ^'  prendiam  la  CC,'  = Yy  p»jl  pun- 
to C,'  conduciamo  la  C/G^ , parallela  alia  GA'/  , 
c pel  suo  punto  d’ incontro  L,  colla  Xx  la  L^N,  è 
G,LN,  uno  dei  piani  .secanti  corrispondenti  al  ca- 
so medesimo.  £ se  nell’  angolo  BCX  , conduciamo 
la  retta  CXj  , e per  C la  CZ^/  ad  essa  perpen- 
dicolare , sono  CAT,/  , GZ,/  i nuovi  assi  coordinali 
corrispondenti  al  caso  snì  ^ cn  ; e se  sopra  la 
CZ^I  ^ prendiamo  la  CCJ  = y,  per  G^^*  conducia- 
mo la  parallela  a GAT,  e pel  suo  punto 

d’ intersezione colla  Xx  la  parallela  a CY  , 

è uno  dei  piani  secanti  corrispondenti  al  caso 

d*  V ft  a a 

i sm  > cn . 

4>8.  Quindi  le  tre.  proposizioni  seguenti. 

Le  curve  di  primo  genere  sono  prodotte  da 
]iiani  che  fanno  col  primo  asse  indefinito  della  super- 
i fide  angoli  uguali  a quello  che  coll’  asse  medesimo 
fanno  le  generatrici  pel  centro. 

Lo  curve  di  secondo  genere  sono  prodotte  da 
]>iani  che  fanno  col  primo  asse  indefinito  un  angolo 
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minore  di  quello  che  coll’  asse  medesimo  fanno  IcTav  iS 
generatrici  pel  centro. 

Le  curve  di  terzo  genere  sono  prodotte  da  pia- 
ni , che  fanno  col  primo  asse  indefinito  un  angolo 
maggiore  di  quello  che  coll' asse  medesimo  fanno  le 
generatrici  pel  centro. 

419.  Nelle  curve  del  primo  genere  il  piano  se> 
canle,  essendo  come  NLG  parallelo  alla  retta  CB^ 
sarà  inclinato  a tutte  le  rette  della  superficie,  e per- 
ciò meno  essa  le  incontrerà  tutte  e nella  medesima 


foglia.  Ciascuna  curva  di  primo  genere  adunque  , 
avrà  un  soLramo  , che  chiudesi  all’ infinito  ; ed  ua 
punto  conjugato  pure  all’  infinito  , potendosi  inten- 
dere che  all’ infinito  e nei  suoi  due  estremi  , una 
retta  incontra  un  piano  ad  essa  parallelo. 

Nelle  curve  del  secondo  genere  il  piano  secan- 
te come  essendo  parallelo  ad  una  retta  com- 

presa nell’angolo  ECB  , incontrerà  ambe  le  foglie 
della  superficie.  £ tutte  le  rette  di  essa  formando 
col  piano  YCZ  tutti  gli  angoli  immaginabili  mino- 
ri di  BCE  , non  vi  sarà  piano  secante  che  non 
abbia  due  rette  della  superficie  ad  esso  parallele. 
Ciascuna  curva  di  secondo  genere  adunque , avrà 
due  rami  infiniti  ; dalla  intersezione  del  piano  se- 
cante con  nna  delle  rette  della  conoidale  ogni  pun- 
to della  curva  essendo  dato , ed  all’  infinito  incon- 
trandosi una  retta , ed  un  piano  ad  esso  parallelo. 

Nelle  curve  del  terzo  genere  il  piano  secante  es- 
sendo come  parallelo  ad  una  retta  non  com- 

presa nell'  angolo  BCE  ; e tra  tutte  quelle  della  co- 
noidale, non  essendovene  nessuna  che  angolo  maggiore 
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« 

5.gioie  di  questo  faccia  col  piano  J'CZ  , esso  non 
'può  essere  parallelo  a nissuiia  di  tali  rette,  e le 
iiicontrerà  tutte  in  una  in(;desiina  foglia.  Dunque 
ciascuna  delle  curve  di  terzo  genere  avrà  un  sol 
ramo  , e chiuso. 

Di  qui  si  vede  clic  i c.-unliiamenti  della  relazio- 
ne [i9,]  (407),  derivano  dal  fire  o nò  il  piano  secante 
col  primo  asse  indefinito  un  angolo  uguale  , miuo- 
re,  o maggiore  di  quello  che  con  esso  fanno  le  ge- 
neratrici pel  centro  ; e che  dall’  incontrare  0 nò  tutte 
le  rette  delia  conoidale  , ed  in  una  sua  nicdesima 
foglia  , deriva  la  diversa  natura  di  ciascuno  dei  tre 
generi  di  curve. 

« 

430.  Interpetrando  la  relazione  i’/n’  = c’/i’  , 
siamo  giunti  a conoscere  da  quali  piani  secanti  le 
curve  di  ciascun  genere  sono  prodotte  , e da  che 
la  loro  diversa  composizione  risulta.  Vediamo  ora 
come  vengan  dati  nello  spazio  i punti  corrisjioudeu- 
ti  alle  ascisse  (409) 


x'=z 


(i-re)r 

t + r 


7 


C'  + rOr 

a — , 


c per  quale  ragione  geometrica  i diversi  cambiamen- 
ti dei  loro  valori  hanno  luogo. 

Nella  quale  ricerca  con  ciò  che  segue  c'  intro- 
durremo. 

421.  Il  triangolo  DEC  rettangolo  in  E porge 

DE  CE 

sca.DCE  = , cos.DCE  = -jjq 
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eJ  essendo  (4'G)  

de  = n , CE  = m ; è DC  = \ m'  +,n’, 
e quindi  risulta. 


Ti». 

fs- 


sen. DCE  = 


V/m’  -)-/»’ 


cos.DCE  I 


m 


’m 


+ « 


Il  questi  sono  i valori  del  seno  e del  coseno  degli 
’ angoli  die  le  due  generatrici  pel  centro  fanno  col 
primo  asse  indefinito. 

433.  Ciò  posto  consideriamo  1’ Uno  dopo  l’ altro 
i tre  piani  nJj,G,  , NLG  , , che  ai  tre 

casi  di  s'nC  < c’n’,  r’/n’^cV,  //»’ > cn  rispet* 
tivaroeiilu  corrispondono.  . 

4a3.  La  i,  G,  , traccia  dèi  piano  NfL,G,  sul 
diametrale  ZCX , è perpendicolare  alla  CZ!  \ ed 
incontrar  deve  le  CZ  ^ CD  ^ CB  (417),  che  giac- 
ciono sul  medesimo  piano  , e che  non  gli  sono  pa- 
rallele. 

Quindi  costituisconsi  i triangoli 


cc;o,  , CO,K. 

Dal  primo  si  ha 

C/0,  = CO,  xeos.  CO, G/; 

e dal  secondo  ) del  qualé  CO,C,'  è un  angolo  e- 
sleruo  , 

ang.COjC/  = ang.’iK'GO,  -f.  ang.O,JSTG. 

Onde  . 


C,'0,  = CO,  (cos.  KCO,  cos.O,KC  — Kn.KCO,‘Siea,0,KC) 

a3 


T.  iS. 
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ossia 

C/U^cd,\cot  KCOteo$.0,KC  — $ta.£CO,  ten.O,KC)' 
Dal  medesimo  triangolo  CC/0^  rettangolo  in  C/ si  ha 

CO,  = CC!  + o^ì 
Onde 

C/^^=(CC/+3vC/  )(coi  JfCO, COI.  O, ire— *en.ircO,icD.  o, 

Ponendo  in  questa  equazione  io  luogo  dei  seni  e 
coseni  i loro  valori  algebrici  ( 4(>4  « 4^1  ) > e f 
io  vece  di  CC/ , risulta. 

(cm  — sti)y 


' c;o,=; 


s/n  cn 


Oltre  ai  due  triangoli  suddetti  , esistono  an« 
«ora  gli  altri  due  CC,'o,y  o,CK.  Dal  primo  di 
questi  si  ha 

C/o,  ss  Co,  cos.  Co, C/  : 

dal  secondo  , che  ha  l’angolo  BCE  per  suo  esterno, 

aug.Co,C/ 1=  B CE  — ang.C.^o^ . 

Onde  poi 

C,'o,  = Co,  (cot.BCE  col.  CKo, ntn.SCE  sen. CKo,") 
Dal  medesimo  triangolo^  CC/o,  , si  ha  in  oltre 


Co.sssM  c/o]  +CC,^ 

Per  la' qual  cosa  eliminando  Co,  e ponendo 
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nella  equazione  che  ne  risulta  io  luogo  delle 
rètte  le  loro  espressioui  algebriche  ( 4o4  » 43>  ) t 
si  ha  per  ultimo 

(CTO  + 5rt)r 

C/  O,  =:  — 

sm  — cn 


La  retta  GJjOì,  essendo  traccia  del  piano  se- 
cante sul  diametrale  XCZ  , ì punti  O, , o,  di  sua 
intersezione  colle  generatrici  pel  centro  CD^  CB^ 
sono  punti  d’incontro  di  queste  ultime  col  piano 
secante. 

Quindi  essendo  la  intersezione  delia  CZ/  col 
.piano  N,L,G, , che  dà  la  origine  delie  coordinate 
della  curva  sul  suo  piano  (4o4)>  saranno  C,'o^ 

le  distanze  della  origine  delle  coordinate  della  curva 
da  quei  suoi  punti  che  dalla  intersezione  colle 
generatrici  pel  centro  sono  dati  ; e però  le  quantità 


sm  cn  sm  — cr» 


sono  le  ascisse  di  tali  punti. 

Poniamo  ora  in  questi  valori  — = f s:  r , 
’ c m 

divengono 


C,.o_(l=l2r, 

' ' r + r ’ ' ' * — r 


ascisse  corrispondenti  alla  origine  del  corso  delia 

curva  (409)  • 
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Dunque  nelle  cnrre  di  secondo  genere,  i punti 
origine  del  corso  della  curva  sono  dati  nello  spaziò 
dalla  intersezione  del  piano  secante  colle  generatri- 
ci pel  centro  ; conformemente  a ciò  che  nella  pri- 
ma parte  si  vide. 

4a4'  Consideriamo  in  secondo  luogo  il  piano 
Ì^LG  , cbe  al  caso  di  s'm^cn  corrisjwnde  (4'7)* 
Qui  il  piano  NLG  essendo  pariJlelo  alla  CB^ 
la  LG  , traccia  di  esso  sul  diametrale  XGZ  , in- 
contrar deve  le  CZ  , CD  , che  sono  sul  suo  me- 
desimo piano  ; altronde  (4*7)  essa  CB  h perpen- 
dicolare alla  CZ'  : dunque  sono  costituiti  i duo 
triangoli 

eco  , COK-, 

il  primo  rettangolo  in  C , ed  il  secondo  isodiga-. 
DÌO  sulla  base  CK. 

11  triangolo  CC'Q  porge 

C'0=  CO  eoa.  eoe  , CO  :^  CC''  + 

Quindi 

= ( CC'  +CnS  ){  cos.  eoe  )* 

L’altro  triangolo  COK  ^ essendo  isodigonio,  conae- 
abbiam  detto,  ed  avendo  l’angolo  COC' per  ester- 
no , dà 

ang. COC':^  a ang.  DCEy 
e (à  perciò  cangiare  1’  ultima  relazione  iu 

= ( CC'’  i.  do  ) (cOs’.Z?C£-sen  . DCE) 
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Ponendo  in  questa  equazione  y in  luogo  di  CC'  cdTAv.  li 

in  luogo  dei  seni  e coseni  i loro  valori  (4o4, 

risulta 

amn 


PoDÌamo  in  questa  espressione  =r,  otlengliianao 


C'O- 


( » ~r)r 

ar 


onde  CO  ò uguale  alla  ascissa  cnriispondenle  al 
punto  origine  del  corso  della  curva  (4'*)' 
punto  O è r incontro  del  piano  secante  con  una 
delle  generatrici  pel  centro  , ed  è la  intersezione 
C del  piano  medesimo  eolia  CZ'  ad  esso  perpen- 
dicolare che  porge  nello  spazio  la  origine  delle 
coordinate  della  curva  sul  suo  piano.  Dunque  nel- 
le curve  di  primo  genere , il  punto  origine  del 
corso  della  curva  è dato  dalla  inlersczioue  del  pia- 
no secante  con  una  delle  generatrici  pel  centro. 

4a5. Consideriamo  per  ultimo  il  piano 
che  al  caso  di  j’/n’>cV  corrisponde.  La  retta 
essendo  la  traccia  del  piano  secante  sul  diametra- 
le XCZ,  e sul  diametrale  medesimo  trovandosi  le 
GZ,  CZn\  ed  inoltre  il  piano  secante  dovendo  , per 
la  relazione  s'iii'^c  incontrare  ambe  le  generatrici 
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5.pel  centro  (4>7)  t essa  incontrar  deve  le  CZ  , 

' CZ„' , CD  , CB  ; e quindi  esistono  i triangoli 

C Ch'Odi  , CKO^  , CC,^,i  f CKou  . ^ 

Fatto  sopra  i due  primi  un  calcolo  perfettamente 
> simile  a quello  fatto  nel  n.**  433  sui  due  CC,'0,^ 

COfi.  ^ risulta  in  fine 


C/jO„  = Co^^  X cos,Ca«C«' 


ed  il  secondo 

aog,  Cn’KC  = ang.C^/o„C  + ang.iCC^  ''  / 

/ 

/ 

ossia 


ang.COjjC/i*  = ang.  C,/KC  — ang.KCo^ 


Onde  poi 

C„'on  r=Co„(coi.C,/JSTC  co%.KCo,,-\-tea.C^KC  ^.ECon) 
Ed  il  triangolo  medesimo  CCff'o,,  ci  dà  pure 
Co,,  = C„'o„  -f  CC,' 

Eliminando  Co,,  tra  le  ultime  relaxioni  , e messo 
nella  finale  che  ne  risulta  le  espressioni  algebriche, 
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ottenghiamo 


C,!o„ 


{cm  jn)r 
sm  — cn 


Poniamo  ora  nelle  trovate  espressioni  di 
5 n 


risulta 


C 'O 

/I  ■ 


(«-rpr 

/ + r 


C'o 


Il  — 


(»  + rt)r 

t — r 


Dunque  C/,0,, , C/,o„  sono  ugnali  rispettivamente 
(4 1 3)  alle  ascisse  corrispondenti  alle  applicate  inde- 
finite che  limitano  il  corso  delle  curve  di  terzo 
genere  , ovvero  al  punto  origine  del  suo  corso  , ed 
all’altro  che  ne  è termine. 

Ma  sono  0„,  o„  i punti  d’ incontro  del  pia* 
no  secante  colle  generatrici  pel  centro,  ed  è la  in- 
tersezione del  piano  medesimo  colla  CZ„'  che  dà 
nello  spazio  la  origine  delle  coordinate  della  curva 
sul  suo  piano.  Dunque  nelle  curve  dei  terzo  gene- 
re il  punto  origine  dei  suo  corso  e quello  ove  un 
tal  corso  finisce  sono  dati^ello  spazio  dalla  in- 
tersezione del  piano 'secante '"colle^  generatrici  pel 
centro.  > 

436.  Dopo  il  fin  qui  detto , à fiicile  vedere 
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per  quale  ragiouc  delle  due  espressioni 

csy  (ni  -f-  n’)  — inny 

X 1 a a 1 

s ni  —^cn  • 

„ csy  {ni  -j.  ri)  -f  mny 

X > 1 f • 

Sin  — cn 

la  prima  ritiene  sempre  il  medesimo  segno  ( nella 
ipotesi  di  etri  > sii)  , e la  seconda  nò  , e per- 
chè quest'  ultima  può  diventare  infinito. 

4a".  Il  valore  x'  è sempre  positivo  pcrciiè 
aLbiamo  supposto  (4o8)  essere  tali  i parametri  del- 
la superficie  da  esser  sempre 

c m ^ s n . 

La  qual  condizione  dà  luogo  all’  altra 


e n 


c questa  ad  una  qualunque  delle  tre 

cot.G,  KZ  > tiu^.DCE  ) 

cot.G  KZ  >taug.Z?CG  , 

cot. Gf^KZ  > iìn^.DGE  ^ 

secondo  che  1’  uno  qualunque  dei  tre  piani  secanti 
JViL^G^  , NLG , N^^L^^Gii  si  consideri.  Ma  per 
essere  CZ/  , CZ' , CZJ  rispettivamente  perpen- 
dicolari alle  tre  CX/ , CX' , CXj , e queste 
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rispeltiTamente  parallele  alleZ,G,,  ZG,  Z,,G„  (4t 
SODO  i tre  angoli 


7),t«.  i5. 

fis-  '■ 


G,AZ,  GKZ  , G„KZ  , 
ordinatamente  complementi  de'  tre  altri 

z,'cz , z'cz  , z,;cz  . 

Dunque 

lang. ZCZ^'  > tang. Z?Ci? 
lang.ZCZ'  > tang.DC^^ 
liiDs. ZCZ..'  "s  lane.DGZ^ 


Per  la  qual  cosa  i triangoli 

CC,'Oi,  eco,  CC,/Oi^  saranno  sempre  ugualmen- 
te situati  rispetto  ai  loro  cateti  CG/,  CC\  CC,/;  e 
perciò  saranno  sempre  nello  stesso  verso  le  distan- 
ze C/O,  , CO  , CJO,,  . Questa  è la  ragione 
geometrica  per  cui  i valori  algebrici  di  x'  ritengo- 
no sempre  lo  stesso  valore  quando  c’/n’  > &'n  : 
la  qual  cosa  abbiamo  supposto  che  sempre  avesse 
luogo. 

Di  qui  appare  la  verità  di  ciò  che  dicem- 
mo al  numero  4o8)  cioè  che  la  condizione cW  > svi, 
dipende  da’  valori  dei  parametri  m , n , e che  nul- 
la essa  toglie  alla  generalità  dei  ragionamenti  ; con- 
ciossiachè  se  indipendentemente  dai  parametri  si 
supponesse  aver  essa  luogo,  non  potrebbe  il  piano 
secante  avere  tutte  le  posizioni  possibili  : e non  ad 
altro  una  tale  condizione  equivale,  se  non  che  nel 
dover  essere  i valori  di  m ed  n tali  da  non  far  mai 
trovare  il  nuovo  asse  coordinato  delle  z nell’  angolo 
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J'S-  ' 


^DCE.  Del  resto  le  cose  reslerel)bero  peifeltamente 
'.le  stesse,  quando  una  tal  condizione  non  avesse 
luogo  ; e ciò  die  qui  abbiam  detto  , fa  vedere  che 
la  sola  differenza  che  ne  risulterebbe  , consiste  nel 
potere  la  origine  del  corso  del  ramo  superiore  del- 
ia curva  trovarsi  indistintamente  , o al  di  sopra  , 
o al  disotto  dell’  asse  delle  y , o sopra  di  esso. 

428.  11  triangolo  CC^'O,  e l’ altro  CC/o, 
ambedue  rettangoli  in  C/  esistono  da  due  parti  op- 
poste rispetto  al  cateto  CC/  ; però  se  si  assume 
positivo  il  cateto  Ci'O,  l’alno  C/o,  deve  assumersi 
negativo  : e questa  è la  ragione  per  cui  il  valore 
di  x"  è negativo  quando  è s"iit  < cn. 

Gli  altri  due  triangoli  rettangoli  C.JCO,, , 
E C II  Off  giacciono  dalla  medesima  parte  rispetto  al  ca- 
teto comune  CCJ-,  e però  gli  altri  due  cateti  C,i'Oi,  , 
Cii'Oii  aver. debbono  un  medesimo  seguo,  e perciò 
avendo  noi  assunta  positiva  la  distanza  C,!on  deve 
esser  positiva  pure  la  Ci'ot,  : e questa  c la  ragione 
per  cui  nel  caso  di  ini  > cn  è positiva  la  x . 

Quando  dal  piano  ^iLiGi  si  passa  all’  altro 
NLG  il  cateto  C,'o'  si  và  allungando  , fino  a di- 
ventare infinito.  Quando  dal  piano  NuLuGn,  si 
jiassa  all’altro  NLG  si  và  allungiuido  il  cateto 
fino  a diventare  infinito.  Traslormandosi  cosi  i due 
-triangoli  CCIOi,,  CC,/0|,  nelle  parallele  GB,  LG. 
Questa  è la  ragione  per  oui  nel  caso  di  i /»  = c n , 
al  valore  x''  corrisponde  tanto  *0  , che  — co  ('). 

(•).  Una  anomalia  nolrroIÌMÌina  qui  >i  presenta  ; as<ai  discordanti  tra 
loro  niDslrandiost  ì risultati  delia  geoinelria  dalle  regole  dell’ algebra.  Quiodi 
■è  bene  discorrere  d’onde  essa  deriria 
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La  ragione  georaetrica  a<luiic|nc  , del  poter  es- 
sere il  valore  di  x"  positivo,  negativo,  od  iulliiila, 

Q landò  »i  paragoni  il  valore  di  x che  ci  dà  la  geometria  uguale  — OQ  » 
colle  coocbiuiiooi  che  dalla  rvta«ione  immediatatocnte  derivano  , li 

nanifenta  una  conlraddixione.  Ahbiaiuo  oonchiuto  (4-ii)>  che  quando 
per  tutta  la  regione  oegaliva  delle  x non  vi  é curva.  E qui  aopra 
«libiamo  trovato  per  la  grnmctria,  che  ad  x = — oo  corriaponde  un  punto 
dalla  curva  , dato  daU'iacoDtro  del  piano  accani/  eoa  una  delle  generatrici 
l>H  centro. 

Ora  poiché  la  iriteraezione  del  piano  secante  col  piano  di  qveale,  ostia 
diamctialc  XZ , dà  Tasse  delle  x della  curva  ; si  vede  che  x = « CO  i 
deve  nella  sua  equazione  rendere  jr  r=o. 

RiButviaino  la  equazione  rispetto  ad/:  oltengbiamo 


, V — f(**"** — c*n*)x*  + ^csy  (jn^  + n*)  x — 
y • ex  sy 

c nel  caao  di  »^m*  = c*n* 

V — [acjy  (m*  /I*  ) j:  — ( c*m* — i ) V J 

y ex  + jjr 

Dividiamo  tanto  il  divisore  che  il  dividendo  di  questa  per  x : risulU 


t=± 


|-*JC5V  ( I»*  + n*  ) _ (c*m*  — i*H*)  1*1 


Dalla  quale  csprcasioBe  rilevasi  , che  o si  faccia  x = -f>  00  i ^ 
x = -~0O  ha  scmpre/=.o.  £ però  questi  risuUamenti  oombinaDO  con 
quelli  della  geometria  f e le  oonchiusioni  dalla  relazione  ^^«3  ^l^tito  seuv- 
brano  contraddirli.  Ma  se  si  EHlctt»,  che  non  per  alln>la  funzione  / diven* 
ta  Ziro  qiiaudO'X=x — oO  v per  ess&rc  possibile  di  introdurre  la  x 
come  divisore  delle  quantità  rsistentr  sotto  il  radicale , e liberare  dalla  x 
un  termine  del  denominatore  della  funzione/;  ed  in  oltre  che  ciò  ha  luogo 
per  la  esistenza  del  fattore  (cx«l-sr)*  del  termine  in/*  della  equazione 
si-  vede  clic  noci  è già  una  cootraddizioDC  che  porge  la  relazione  » 
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sta  nel  potere  il  piano  secante  incontrare  indistin- 
tamente o nella  foglia  superiore  , o nella  inferiore 

ma  è 5oJo  cl»e  essa  è resa  ilinsoria  dal  fattore  (ex  + sr)*  q'iando,  nel  caso  di 
, è X = — 00  i impcrcioccbc  è la  x contenuta  in  un  tal  fatto- 
re che  nel  caso  di  x=:  i 00  esistere  il  radicale;  ed  è per  con- 

siderazioni fuudatc  su  la  esistenza  di  esso  che  esiste  la  relazione 

Un’allra  contraddizioiW  non  meno  notevole  ha  luogo  in  ordine  alla 
equazione 

J (i*m*  — c*;i^  X*  — 2csf  ( m*  + x + (c*ni*  — s*n*)  y*  = o 
che  dalla  relazione  dipende.  Essendo  essa  di  secondo  grado , la  inco- 
gnita X non  può  avere,  secondo  le  regole  dell’ algebra,  più  di  due  valori.* 
ed  i punti  O/,  o,,  Oy/,  che  a tali  valori  corrispondono,  sono  per  lo  ap- 
punto due  quando  é os*m*^  c*/i*,  ma  quando  c s*m*=c*«* 

divengono  tre.  Per  la  qual  cosa  la  gcocnctrìa  dà  tre  punti  mentre  l'alge- 
bra ci  dice  non  doverne  esistere  p*ù  dì  due. 

Questa  circostanza  dipende  medesimo  coefiiciente  (ex  + sp)*  della 
della  equazione  \/ii]  : la  qi^al  cosa  come  segue  diinostriama 
Sia  tale  la  x da  dai*c  la  y = o.  Quando  ciò  abbia  luogo  , la  y non 
può  essere  immaginaria. 

Fagriamo  ttclla  equazione  t c dopo  averla  divisa  per 

(c'x  + SK  )*,  facciamo  y xzo:  risulta 

— 2csp(  in*  -|-  ”*  ) x-|-(c*m*-^*n*)  y* 

(cj-f  sy)* 

La  qual  cosa  può  vcriOcarsi  in  due  dkkIì  , o facendo 

— 2csy  ( m*  + fi’  ) x-h  ( c*m*  — s*/i*  ) p*=o 

0 facendo  ( = » 

La  c reale  adunque  sempre  che  x sia  radice  di  tali  equazioni  : c sono 

1 valori  della  x date  da  esse,  clic  limitano  quelli  suoi  valori  , che  dauuci 
immaginaridà  per  / c gli  altri  clic  non  la  danno. 

Per  la  qual  cosa  estrudo  1’  una  di  primo  grado  in  x,  e l'altra  di  se- 
condo , non  è strano  clic  i valori  della  x corrispondenti  ad  r = o stano 
tre  nel  caso  di  = c’/i*  ; mentre  la  equazione  (òy)  é di  K-condo  grado. 

La  equazione  [òy^  serbata  intera,  cio6  risoluta  prima,  e poi  fatto 
^m*zs:c*n*y  da' due  radici  delle  quali  una  é uguale  -}-  co,  uguale  cioè 
all*  gna  dello  radici  della  seconda  delle  precedenti  equazioni , c però  pure 
così  coiuideraodola  non  ha  luogo  assurdo. 

Le  circostanze  qui  notale  Fono  come  soluzioni  singolari le  quali  dal. 
le  forme  particolari  delle  funzioni  derivano.  La  funzione  / data  dalla 
equazione  \^ì\  della  curva  , ha  un  divisore^  cd  un  dividendo , clic  hanno 
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0(]  in  nessuna  di  esse  una  delle  generatrici  pel 
centro. 


4ag.  Discusse  tutte  le  generalità  della  equa- 
zione . esaminiano  I'  uno  dopo  1*  altro  i tre 
casi  tli  sm~cn,sm^cn,sm^cn.  Nel 
fare  la  qual  cosa  ninn  conto  terremo  della  condi- 
zione cW  > s’n'  relativa  ai  parametri  della  conoida- 
le (4<>8);  coiiciossiachè  tutto  colla  massima  generalità 
vogliamo  trattare  ; e se  una  tale  ipotesi  assumemmo 
(4o8)  , ciò  fu  per  rendere  più  facile  le  considera- 
zioni sin  qui  fatte;  e d'altronde  abbiamo  già  ve- 
duto (4^y)  8 che  essa  equivale,  e.  quali  cangia- 
menti le  cose  fin  qui  dette  subiscano  , quando  la 
delta  condizione  di  c’m’  s'n  non  abbia  lungo. 
Per  lo  chè  abbiamo  col  fatto  pure  fin  qui  general- 
mente considerate  le  cose. 

43o.  Prima  di  andare  più  innanzi , è im|>or- 
'tunle  l’osservare  che  le  tre  condizioni 


s’nt  cn  , s' m'  < c n , s“ rn  > cn 
danno  luogo  rispéltivamente  alle  altre 


sm  — cn  , 
s m <^cn  , 
s m > cn  , 


sm  = — cn 
sm'>  —cn 
s m — cn 


la  più  alla  polcnu  della  Tariabife  allo  tteuo  grjdo  Snelli  a***  non  è 
ugnale  c fi*  ; quando  poi  j*m*  = c*fi*,  ha  iln  dividendo , in  cui  la  più  alta 
jKilcnia  della  variabile  è di  grado  meno  elevato  di  quella  del  diviaore.  t 
da  ciò  deriva  l'anomalia  che  qui  ai  preMnIa. 
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5.  E le  quantità  m , ed  n y essendo  sempre  po> 

‘ sitive  , si  vede  die  le  tre  ultime  condizioni  ( messe 
nella  seconda  colonna  verticale  ) , non  possono 
aver  luogo  che  quando  le  Ire  rette  CX'  , CX/y 
CXi,'  passano  a sinistra  della  CZ,  e perciò-le  CZ'y. 
CZf  y CZil  al  disotto  della  Cx.  La  qual  cosa  avendo 
luogo  i punti,  come  gli  O , O^,  0„  , o„,  sarebbono. 
(lati  nella  foglia  inferiore  della  conoidale,  ed  il  pun- 
to oi  nella  superiore. 

Per  la  qual  cosa  le  curve  ebe  dipenderelibern 
dulie  tre  ultime  condizioni  sono  le  stesse  che  quel- 
le che  dipendono  dalle  prime  , solo  che  s’ intendano 
come  volte  in  senso  contrario:  ed  è perciò  <lie- 
q,uando  dovremo  considerare  i fattori  di  s’rn  = c'n\ 
s' in  <;  cn,  sm  > cn,  considereremo  i tre  sni—cti, 
sm  < cn  y sm  > cn. 

43r.  È da  osservare  in  oltre  che  la  quantità., 
y può  in  generale  csseje  qtialunqpe  ; non  solo  po- 
sitiva , ma  eziandìo  negativa.  Sia  negativa  la  y: 
poiché  abbiamo  fatto  CC,z=y  positiva,  se  prende- 
lemo  sul‘ prolungamento  di  CZ'y  e dall’ altra  parte 
del  punto  C , la  Cc  = CC,  , >arà  Cc  la  distanza 
del  ])iano  .secante  dal  centro,  corrispondente  al  va- 
lore — y.  Ondo  se  si  conduca  per  c un  piano  per- 
pciidicidare  a CZ',  sarà  un  tal  piano  il  con'ispondente 
al  caso  di  — y.  E però  Se  invece  di  valori  positivi 
]>c*r  y se  ne  prendessero- de’ negativi  , la  curva  sa- 
rebbe la  stessa,  solo  che  s’  intenda  volta  in  senso  con- 
trario rispetto  all'asse  delle  sue  ordinale  ; cou- 
ciossiacbb  quel  suo  ramo  che  era  prodotto  nella 
Ibglia  superiore  è prodotto  io  vece  nella  iufeiiore: 
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e viccTcrsa.  Egli  è perciò  che  in  tutto  questo  articolo, 
considereremo  la  y come  essenzialmetUe  positiva. 

43a.  Avvertiamo  per  ultimo  , che  chiameremo 
ramo  superiore  della  curva  quello  prodotto  nella  fo- 
glia superiore  della  conoidale,  e ramo  inferiore  quel - 
lo  che  uclla  inferiore  è prodotto  ; e ciò  rispetto  ai 
fattoi  i sm  =cn  , sm<^  cn  , sm  cn. 

i^urve  del  Primo  Genere  di  quelle  prodotte  da 
piani  paralleli  al  secondo  asse  indefinito,  ov- 
vero caso  di  s’m’=c’n’. 


433.  Quando  s''m'=ic'n  , è j = — ; e però 

m 

ponendo  nella  equazione  generale  [4,^  (407)  in 
luogo  di  s questo  suo  valore  , avremo  quella  delle 
curve  di  primo  genere. 

Eseguila  la  sostituzione  , risulta 

[C,]  (mx-j-nr)’/’ — amn;"  (m’-f.n’)x-f-(m« — n^)r’=  0 

434*  Per  la  sostituzione  medesima  , la  rela- 
zione [.B,]  (407)  diventa 

[Z>,]  — amnyx  4.  (/»’  — n’)r’>  o , 

e questa  porge  l’ ascissa  corrispondente  alla  origine 
del  corso  della  curva. 

Eguagliamone  a zero  il  primo  membro  : ri- 
sulta 

(m'--n)r 

x=- 

amn 
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e se  la  X Iia  Talori  minori  di  questo  , la  è iin> 
maginaria  ; se  maggiori  la  j'  h reale. 

Ponendo  un  tal  valore  nella  equazione 
[C,]  , risulta  y = o. 

Dunque  il  punto 

smn 

y = o 


c origine  del  corso  della  curva. 

Prendiamo  questo  punto  per  origine  delle  coor- 
dinate : facciamo  perciò 


X 


{ni  — n)r 
amn 


nella  equazione  [CJ  : ottengliiamo 

[^/]  [ 8nmV(»»’+  n’)a  = o ; 

ed  è questa  la  equazione  della  curva  riferita  ai 
nuovi  assi  coordinati  , li  quali  passano  per  la  ori- 
gine del  suo  corso. 

435.  Risolviamo  la  equazione  [£'J  rispetto  a v: 


v=  + 


areV  anrny  {m  ' + «> 
a/nnu  -|-  (pz*  -f-  n)r 


La  curva  adunque  si  parte  dalla  origine  avviando- 
si nella  regione  delle  ordinate  positive , ed  in  quel- 
la delle  negative  , e continuando  il  suo  corso  verso 
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le  ascisse  positive , simmetricamente  intorno  al  loro 
asse’  ed  allontanandosi  da  esso. 

436.  Sviluppiamo  la  ottenuta  funzione  v del- 
la u secondo  le  potenze  ascendenti  di  questa  : ri- 
sulta 


4'"’"’  , 

K + />’)r 

- , 

i6/n<n< 

(m’4-n’)’y’ 

(w’4-  n)-Y^ 

Sia  u tanto  piccola  da  rendere  trascurabili  a fron- 
te del  primo  tutti  gii  altri  termini  della  Serie  ; 
resterà 


. anVa/nnu  8wm* 

— - ossia  V*  = ■■  • 1 

V(/b’  -p  n)r  V(w*  -f  n')r 


equazione  di  una  parabola,  die  ha  per  origine  del 
corso  , r origine  medesima  della  curva  di  cui  par- 
liamo. 

Dalla  ordinata  della  parabola  , sottragghiamo 
quella  della  curva  , risulta  la  diQereiiza 


4mn’uV  jfiinu 

[amnu  4.  (to’  4-  n’)y]V(//«’  4-  n)y 


quantità  sempre  positiva.  £ però  la  curva  è per 
tutto  il  suo  corso  da  una  tal  jiarabola  abbracciata  , 
e da  essa  toccata  alla  origine. 

< 34 
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Quindi  risulta  che  la  curva  rivolge  concavità 
all'asse  delle  ascisse  per  tutti  i punti  corrispondenti 
'a  piccioli  valori  della  u. 

437.  Sviluppiamo  la  funzione  v della  u , se- 
condo le  potenze  discendenti  di  questa  : ottenghiamo 

(m*  -f-  »•)  y . , (».'  + »’)V  1 

a. m/t  f a’IV 

(m*  + /i*)»y»  , (tu'  4-  "’) yi  ^ — 4 ) Ya/zinu 

8.ra^n’  i6.mvi<  I 

439.  Quando  la  u è mollo  grande , i primi 
termini  di  questa  serie  poco  differiscono  dalla  som- 
ma di  tutti  gli  altri  ; e tanto  meno  quanto  pih 
è grande  la  u.  Sia  u = 00  : risulta  u = o . E pe- 
rò la  curva  di  cui  si  tratta  , in  quei  suoi  pun- 
ti che  ad  ascisse  assai  alle  corrispondono,  si  và  sem- 
pre più  avvicinando  all’  asse,  senza  poter  mai  incon- 
trarlo : rincontrerebbe  , toccandolo  all'  infinito. 

L*  asse  delle  ascisse  adunque  è asintoto  della 

curva. 

439.  Di  qui  segue  che  la  curva  è chiusa  , ed 
asintotica  ad  un  tempo  ; e che  chiudesi  all'  infinito  > 
mediante  un  Cuspide , 0 Punto  di  Regresso. 

440.  Poiché  la  curva  comincia  il  suo  corso  al- 
lontanandosi dall’ asse  (4^^)  t ^ chiudesi  all' infinito 
toccandolo  (4^9)1  deve  , trattali  punti*,  e da  cia- 
scuna parte  di  esso  , esistere  per  lo  meno  un  pun- 
to , al  quale  corrisponda  una  ordinata  massima  : 


Digilized  by  Google 


CONSIDERAZIOni  ALCEIRICHE,  Z^t 

• poiché  nell'  allontanarsene  gli  rivolge  concavità- ,, 
e nel  chiudersi  convessità,  ne  segue  che  da  ciascuna 
■ua  parte  deve  eziandio  esistere  per  lo  meno  un  pun- 
to di  flesso.  Occupiamoci  adunque  della  determina» 
xione  di  tali  punti. 

44' • Calcoliamo  la  derivata  prima  della  ordina- 
ta della  curva  : ottengliiamo  i 


n[imnu  — ■ (m'  -f-  n’  ) y]  V imny  (m’ 
\jintnu  -j-  (m’  + «’  )y  ]’  V u 


Questa  può  rendersi  zero  in  due  modi  ; facend(k 

Mu=c93^  oppure  amnM  — ( OT*  4. 71*  _ o 

La  prima  equazione  dà  u =1  co  , ed  è relativa  al 
punto  di  regresso,  che  ha  luogo  all'  infinito  (439). 
La  seconda  porge 

..  + 

%4r 

a/nn 


e questa  è l' ascissa  corrispondente  alla  ordinata, 
massima. 

Ponendo  questo  valore  di  u nella  equazione 
della  curva  , risulta  , dopo  le  riduzioni , 


Dunque  i punti 


v=±.n 


( m*  4.  n*  )r 
imn 
n 


]U'. 


( m*  4.  n’  )r 


3/nn 


vi»  = — 71 


% 
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sono  punti  della  curva  aventi  una  ordinata  massima. 
£ non  ne  ha  altri  che  questi  , imperocché  la  deri- 
' dv  , . 

rata  — non  può  per  altri  valori  della  u diventa- 
du 


re  zero. 

Di  qui  si  vede  che  il  massimo  allontanamento  del- 
la curva  dal  suo  asse  delle  ascisse  è pel  secondo  semi- 
parametro della  superficie.  £ ciò  mirabilmente  com- 
bina col  fin  qui  detto  , e la  natura  della  superficie 
mostra.  Conciossiachè  il  massimo  allontanamento 
della  generatrice  retta  dal  piano  diametrale  XZ  è per 
lo  appunto  aguale  al  secondo  semiparametro  , ed 
è la  intersezione  del  piano  secante  colle  dette  gene- 
ratrici, che  dà  i punti  della  curva;  e la  sua  iuterse- 
zione  col  diametrale  XZ , che  ne  dà  1’  asse  delle 
ascisse. 

,5  Riprendiamo  la  figura  prima  , della  tavola  , 
quindici.  Abbiamo  già  dimostrato  che  il  punto  C ri- 
sponde alla  orìgine  delle  coordinate  x ^ jr  della 
curva,  ed  il  punto  O alla  origine  del  suo  corso 
(4 34)  ; per  la  qual  cosa  è la  distanza 


CO  = 


(m'-n')r 

3mh 

I 


Pei  triangoli  CCK  , DEC  , simili  tra  loro,  si  ha 
CK  : CO  ::  CE DE 

, CC  y CE 


CK  = 


DE 
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onde  poi,  essendo  C C =!  j , CE  = m,  DE  = n tat.is. 

C'K='^. 

n 

Quindi 

OK==C'K-  = 

n :tmn 

amn 

Per  la  qual  cosa  la  distanza  OJT  uguaglia  1’  ascis- 
sa del  punto  corrispondente  alla  ordinata  massi- 
ma. Dunque  se  dal  punip  E si  erga  la  K/ , 
perpendicolare  al  piano  XCZ,  e si  Ugli  Kf=  CA\ 
sarà  questa  l' ordinata  massima  nello  spazio.  Ma 
il  punto  K è sulla  intersezione  del  piano  XCZ, 
coll’altro  ECA'A  pure  perpendicolare  al  primo; 
dunque  la  KJ  sarà  in  quest’ultimo  piano,  '«4 
il  punto  f sarà  sulla  AA' , per  esser  questa  una 
delle  rette  di  'permutazione,  e perciò  distante  dalla 
CZ  per  n.  Dunque  il  punto  corrispondente  al  mas- 
simo è dato  daUa  intersezione  del  piano  secante  , 
colla  retta  di  permutazione. 

44a.  Determinalo  il  punto  corrispondente  a) 
massimo  , e veduto  come  stia  nello  spazio , deter- 
miniamo li  punto  di  flesso. 
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Calcoliamo  la  derivata  seconda  della  v ; ottenghiamo 

d’(»  ^lamVu*  — 1 imnY  (n»*  + >»*)»  — (>"*  + "*)*  ^ ^ 

a[aranu  + (m’ + /»’ )t]*  yu’ 

n^amnY  (m'  + n’  ) 

Questa  può  diventare  infinito  in  due  casi  ; quando 
\u‘=o, 

amnu -|-  (ot’ 4. ìi)y  = 0 : 
c può  diventare  zero  , pure  in  due  casi  ; jjuando 
Vii*  =00 

1 antri u — • » amnr  (w’  +ri)u  — (to’ 4. n’ )’  r’  = » 

È da  vedere  se  i valori  della  u , che  soddisfano  a tali 
equazioni  , corrispondono  a punti  della  curva  , e se 
in  tali  punti  ha  luogo  una  flessione. 

La  prima  dà  u = o,  che  è punto  della  curva. 
Ma  in  un  tal  punto  , che  è l’origine  del  suo  cor- 
so , non  può  aver  luogo  una  flessiune. 

La  seconda  porge 

( m’  4-  n )r 

«=  — — 

amn 

quantità  negativa  : e però  1’  ascissa  di  un  tal  valo- 
re non  corrisponde  a punto  della  curva  ; essendosi 
dimostrato  che  nella  regione  negativa  delle  ascisse 
non  vi  è curva. 
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La  terza  equazione  dà  u seo  il  qual  valore 
c relativo  alla  massima  osculazione  della  curva 
col  suo  asintoto. 

La  quarta  risoluta  rispetto  ad  u porge 

V3  + a (m’4-n’)y 
V 3 amn 

Quindi  due  valori  per  u.  Ma  di  questi  T uno  è 
positivo  ) a r altro  è negativo  , essendo  V3  mi- 
nore di  a.  Dunque  il  primo  di  questi  soltanto  cor- 
risponde ad  un  punto  della  curva. 

Ora  poiché  a.  tutti  gli.  altri  valori  della  u,  dati 
'dalle  <}uattro  riportate  equazioni  ^ o non  corrispon- 
dono punti  della  curva  , o se  ve  ne  corrispondono, 
non  vi  ha  luogo  flessione  ; e d’ altronde  deve  neces- 
sariamente esìsterne  una  da  ciascuna  parte  dell’  as- 
se (44°)  ; si  vede  che  al  primo  di  questi  due 
ultimi  valori  della  u,  risponder  deve  una  fles- 
sione. 

Dunque  la  curva,  da  ciascuna  parte  dell'asse, 
ha  un  sol  punto  di  flesso  : e corrisponde  all’ascissa 

V3-|-a  (m’4-n’)r 

tt=  2 - 

Y3  amn. 

Ponendo  questo  valore  nella  equazione  [E^  si  ha 

_ hV(V3  + 3)V3 
i-f-V3 

« questa  è 1*  ordinata  del  punto  di  flesso. 
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443.  È dà  osservare  che  l' ascissa  dei  punto 
di  flesso  (44^)  h maggiore  di  quella  dell’  ordinata 
massima  (440  > ^ ^<^ro  rapporto  è 

iudìpendeate  dai  parametri  della  conoidale  e Ja  r , 
e perciò  sempre  lo  stesso  , qualunque  sia  il  piuuo 
secante  e la  suprflcie  : e così  pure  il  rapporto  delle 
corrispondenti  ordinate.  Per  la  qual  cosa  non  può 
variare  la  distanza  del  punto  di  flesso  dall'  oidi- 
nata  massima  senza  variare  la  distanza  di  questa  , 
dalia  origine. 

La  distanza  delle  dette  ordinate  , è 

a ( m*  -f  rr’  )y 
V3  ’ am«  * 


ónde  le  distanze  delle  ordinate,  massima  è del  ^un- 
to di  flesso  , dalla  origine , e tra  loro , sono  nel 
rapporto 


I 


V3  + ^ 
V3  ’ 


ed 


ossia  ■ 

V3  : 2+V3  , e V3  : a 


444*  Riprendiamo  la  equazione  [C,]  delia  cur- 
va , e risolviamola  rispetto  ad  y , risulta 

V 2/nny  (to’ n’ ) X -f.  (m*  — n<)y' 

^ TOX  -f.  ny 
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fnnsione  che  può  ancora  scrimsi  come  segue  ; << 


Vvnn>  (n’-f-n*)  (n<  — n*)r' 

' ' X «• 


Fallo  ora  or  = db  eo  , si  ha 


J'esO  - - 

La  curva  adunque  , oltre  al  punto  origine  del  suo 
corso  j e quello  ove  si  chiude  , ha  un  terzo  punto 
sul  suo  asse , il  quale  ò situato  all’  infinito  , e 
nella  regione  negativa  delle  ascisse.  £ poiché  abbia- 
mo dimostrato  (4i  >)«  che  nel  caso  di  s’m’  = cV  , iu 
tutta  la  regione  negativa  delle  ascisse  non  vi  è cur- 
va ; ne  segue  che  il  detto  terso  punto  ^ è punto 
conjngato  della  curva  (') 


44^.  Dopo  il  fin  qui  detto  inbHuo  alle  curve  di 
cui  si  tratta  , è facile  comprendere  quale  ne  sia 
la  fimna;  e descriverne  una  individuata. 

Si  prendano  due  rette  indefinite  , ed  ortogonali^g.'  4.^ 
fra  loro  per  assi  delle  coordinate  ; e sia  O/^ quel- 
lo delle  ordinate,  OU quello  delle  ascisse.  Sopra  01/, 
ed  a partire  da  O si  prenda  * 


OB 


amn 


(*)  V<|gMÌ  la  aola  d«l  n.  4'iS. 
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Tit.  16  per  B st  tiri  la  A'À.,  e si  prenda  BA‘ ss 

saranno  A^A'  punti  della  curva  , e la  retta  BA  , 
ne  sarà  l’ordinata  massima  a destra  di  OU . 
e BA*  la  massima  a sinistra  (44i)'  pun- 
ti A^A*  si  conducano  le  LL'  , lì  parallele  ad 
OU  \ le  rette  IL,  LL'  , //'limiteranno  la  curva, 
e saranno  toccate  da  questa  , ciascuna  , nei  punti 
0,A,A' . 

Si  prenda  da  B verso  V la  parte  BD  , che 
^abbia^  ad  OB  il  rapporto  di  a : V3  , e per  D si 
tiri  la  N'VN , e si  prenda 


■+V5 

» t.  .1, 

> saranno  N,N*  i |moti  di  flesso  deUa  curva  (443i44^) 
la  quale  rivolgerà  concavità  alla  OU  per  tutto  il 
suo  arco  sotteso  dalla  corda  NN‘,  e rivolgerà  con- 

> vessità  alla  retta  medesima  , per  tutti  gli  altri  pun- 
ti del  suo  corso.  . . , . . , , 

Costruendo  la  paràbola  ...  ECOC'E'  ...  delia 
equazione 

, 8/«n»  ■ • ; ■ 

— -a 

rf  V (/»’ -f.  «’)y  . 

sarà  questa  che  tocca  la  curva  nel  punto  O (436). 

La  curva  dunque  comiucerà'il  suo  corso  aven- 
do nel  punto  O un  archetto  comune  colia  parabo- 
la ..  E'C'OCE  ...  e con  andamento  parabolico  si 
avvierà  negli  angoli  VOTI , VOU  ; giunta  in  A, 
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ed  A' , sì  porrà  parallelamente  alla  OU , al^ban* 
donando  1’  andamento  primiero  ; e continuerà  il  suo’ 
corso  , avvicinandosi  alla  OU , e continuando  a 
rivolgergli  concavità  sino  ai  punti  JV,N'  : al  di  so- 
pra di  tali  punti  , gli  rivolgerà  convessità  , e conti- 
nuerà ad  avvicinarglisi  sino  all’  infinito,  ove  Te  due 
metà  dalla  curva  s’ incontreranno  toccandosi  ; ed 
ove  si  chiuderà  con  un  cuspide  (4^9)*  ^ curva 
avrà  in  oltre  un  punto  isolato  sulla  OU,  ed  all’  ia- 
finito  , al  di  sottq  di  (444)- 


446.  Esaminata  in  generale  la  curva  , vedia- 
mo quali  camgiamenti  subisca  pel  variare  dei  suoi 
jiarametri  ; e poiché  la  sua  equazione  non  contiene 
che  le  tre  quantità  costanti  m , n , y , delle  quali  le 
due  prime  alla  superficie , c non  alla  posizione  del 
piano  si  riferiscono  , facciamo  variare  la  f. 

447*  Sia  7-  = o:'  le  coordinate  della  origine 
'del  corso  della  curva  (433)  divengono 


o 


e la  equazione  [E,]  porge 

4m’n’K’t'’=o 

La  quale  equazione  è verificata  in  due  modi  ; o 
essendo  u = o , restando  indeterminata  la  v , o es- 
sendo V = o , restando  indermìnata  la  u . 

È da  avvertire  però  che  la  v e indeterminata 
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bensì , na  tra  certi  limiti.  '' 

Di  fatto  risolvendo  la  equazione  [E,'\  rispetto 
ad  u , si  ottiene 

( m*  -f.  »*  . */”7T Tv  -I 

u = ^ ' [ V — 3»  ± V a (ra  V ) ] 

amni» 

e quindi 

“ = r j,. 

r amnv’ 

la  quale  equazione  soddisfa  alle  tre  condizioni  à- 
multanee  di  u = o,  7 = o,  e v indeterminata,  fin- 
ché non  sia  ♦»’>»’,  0 ciò  che  è lo  stesso  >n, 
i»  < — n. 

Quindi  è che  quando  è r 0 la  cnrva  tra- 
sformasi in  un  sistema  di  due  rette  perpendicolari, 
delle  quali  1’  una  indefinita,  e l’altra  finita  ed  uguale 
ai  secondo  asse  parametro  della  conoidale  : la  pri- 
ma coincide  coll’  asse  delle  ascisse  della  curva  nel 
caso  generale,  la  seconda  con  quello  delle  ordinate. 
Tàv.iS.  La  quantità  r esprimendo  (4s4)la  distane  CC' 
'■  del  piano  secante  dall’  asse  Cy , si  vede  che  quando 
T = o , il  piano  secante  passa  per  CY : ed  essendo 
esso  parallelo  alla  CB  passerà  eziandìo  per  questa. 
Passerà  dunque  pel  secondo  asse  parametro  , e per 
una  delle  generatrici  pel  centro.  Egli  è perciò  che 
quando  7 = 0 la  curva  si  trasforma  in  due  rette 
perpendicolari  tra  loro,  e T una  finita,  e l’altra 
indefinita  come  ubbiam  detto,  ha  finità  vieu  data 


— 2»±V3(n’  — v’)J 
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dal  secondo  asse  parametro , che  è una  retta  della 
conoidale,  e secondo  la  quale  è tagliata  ; la  indefini* 
t»  vien  data  da  una  delle  sue  generatrici  pel  cen- 
tro f secondo  la  quale  è toccata. 

448.  Vada  crescendo  la  r l’ascissa  della  ori- 
gine del  corso  (433)  , 

( m'  — n)r  ' - 

x = - 

ama 

anderà  crescendo  , e 1’  altra  della  ordinata  massima, 
ancora  ; ritenerlo  questa  sempre  lo  stesso  valore. 

£ però  crescendo  la  jr  i nuovi  assi  delle  coor- 
dinate, si  vanno  sempre  più  allontanando  dai  pri- 
mitivi delie  a:  ed  jr,  e r arco  sotteso  dall’  ordinata 
massima  si  và  allungando. 

449-  Sia  =:  00  : r ascissa 

( rr.‘ — n’  )r 

x = - — 

2/nn 

deir  origine  del  corso  della  curva  sarà  uguale  al- 
r infinito. 

£ però  , l’ordinala  o essendo  sempre  reale , qua- 
lunque sia  y (43t)  , la  curva  anderà  allora  tutta  in- 
tera air  infinito. 

I 

4Ò0.  Dal  fin  qui  detto  intorno  alle  variazioni 
della  r,  risulta  , che  le  curve  di  primo  genere  di 
quelle  prodotte  da  piani  paralleli  al  secondo  asse 
indefinito  | possono  ,'(  come  quelle  di  primo  gènere 
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prodotte  da  piani  paralleli  al  primo  asse  indefinito) 
in  tre  specie  classificarsi.  Chiameremo  (*)  : 

Curve  di  Prima  Specie  quelle  che  al  caso  di  y di- 
verso dallo  zero , e dall’ infinito  corrispondono  : 
Curve  di  seconda  Specie  quelle  corrispondenti  al 
caso  di  y = o : 

Curve  di  terza  Specie  quelle  del  caso  di  y=z  ao  : 
45i.  Per  la  qual  cosa  di  tutte  le  sezioni  del- 
la conoidale  , prodotte  da  piani  , paralleli  al  secon- 
do asse  indefinito  , e ad  una  delle  generatrici  pel 
centro  ; 

Quelle  di  prima  specie  sono  prodotte  da  piani  di- 
stanti per  una  grandezza  finita  dal  secondo  asse 
parametro. 

Quelle  di  seconda  specie  sono  prodotte  da  piani  che 
passano  per  un  tal  asse  ; ' 

Quelle  di  terza  specie  da  piani  infinitamente  lon- 
tani dall’  asse  medesimo. 

Curve  del  Secondo  Genere  di  quelle  prodotte  da 
piani  paralleli  al  secondo  asse  indefinito;  ovvero 
caso  di  s’ra*  < cV. 

45a.  Perchè  le  curve  di  secondo  genere  abbia- 
no luogo  , deve  essere  s'm'  < cV  , e perciò  la  dif- 
ferenza s’m'  — cn  , quantità  essenzialmente  nega- 
tiva. Per  la  qual  cosa,  volendo  che  la  equazione 
le  curve  di  secondo  genere  rappresenti  ed  esse  sol- 

(*)  si  applichi  la  noia  del  ouincro  aga. 
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Unto  ,'facrìamo 

^ 9 s 9 1» 

cn  — = a 

i • 

£ la  c e la  s , non  > potranno  avere  altri  valori  , 
che  quelli  i quali  soddisfano  ad  un  tempo  a questa 
equazioue , ed  all'  altra  ' 

r’  c = I , , 

che  dehbe  sempre  aver  luogo  , per  essere  c ed  s il 
coseno  ed  il  seno  trigonometrico  di  un  medosimo 
angolo  (4°4)' 

453.  Tenendo  conto  di  queste  due  equazioni, 
e dato  a c ed.r  tutti  i valori  possibili  che  le  sod- 
disfano , la  equazione  esprime  tutte  le  curve 
di  secondo  genere  , ed  esse  soltanto.  Ma  il  tener 
conto  di  Uli  equazioni  per  ogni  valore  che  alle  c 
ed  s vogliasi  dare,  non  è cosa  molto  semplice;  però 
è utile  determinare  una  equazione  della  curva,  che 
Uli  condizioni  implicitamente  contenesse  , e che 
perciò  bastasse'  essa  sola  , e senza  uopo  di  altre 
ansiliarie,  quali  sono  le  due  anzidette,  a rappresentare 
le  sole  curve  del  secondo  genere,  e tutte  esse.  Ora 
ciò  si  ottiene  , eliminando  dalla  equazione  \j4i\  le 
c , s per  mezzo  delle  ‘due 

« « 4 1 • 

cn  — sm  sssd 

c +s'  = I . 

Aisolvendole  per  rispetto  a o ed  r ottenghiamo 

+ a'  \n’  — a 

- f!  ^ 

Sm'  -f-  rt’  Sm'  -f-  n 
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Sostituiti  questi  Talori  nella  equazione  [A,'\  ^ si 
ha  quella  delle  curve  di  cui  si  tratta.  Ma  essi  es- 
sendo afTetti  da  radicali,  poco  commoda  perla  scrit- 
tura render  la  debbono  i Per  la  qual  cosa  facciamo 

\m  -f-  a’  = A , Sn  — a t=k  j Mm'  -f-  n*  =s  / 
ed  è allora 


434.  Eseguita  la  sostituzione  di  questi  valori , 
e fette  le  riduzioni  possibili , risulta 

[D|]  (A*-j- = oV*'  -ìhliPyx (jn* — 

£ questa  è la  equazione  delle  curve  di  . secondo  ge- 
nere di  quelle  di  cui  si  tratta. 

455.  Sostituiti  i valori  medesimi  di  c , ed  r 
nella  relazione  (4<>7)i  ottenghiamo  le  ascisse  dei 
punti  origini  del  corso  delia  curva.  Es^uita  la  so- 
stituzioue,  la  detta  relazione  diventa 

— aVaf  — ihkr-fx  -f-  (A’ra*. — k'n')  y*  > o 

Eguagliamo  a zero  il  primo  membro  di  questa:  ot- 
tenghiamo 

• dCx'  -f.  ihkryx  — (h'in  — k’n)y'  = o , 

la  quale  equazione  risoluta  rispetto  ad  x , porge 

j = — ajltW  —yn') 

a'  a ^ a* 
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ossia  (poDcndo  in  vece  di  li  e k'  i loro  valori  (453)  ) 

' — hky  •±  mny 

X = ; 

n 


E pcio  ciascun  ramo  della  curva  ha  1’  origine  del 
suo  corso  nei  punti  delle  coordinate 


) ^ I a:  — (mn  -j-  /iA)y 

(^^  = 0 (j  = o 

Vediamo  quale  andamento  picnda  la  curva  in  tuli 
punti.  Calcoliamo  perciò  la  deriva  prima  dell’ordi- 
nata j-  : risulta 


f’m\  (kr  — Av) 

(Ax-j-  iy)’Ya*/'x‘  -f-  ihkiyx  — (/n*  — k')Vy' 


Foniamo  in  questa  i due  ottenuti  vulori'  della  x ; 
oltenghiamo 


hk)y 


Per  la  qual  cosa  , nei  punti  origine  del  corso  della 
curva  ha  luogo  raccorJumento  : ed  alle  loro  vici- 
nanze la  curva  rivolge  concavità  all'  asse. 


456.  Abbiamo  già  detto,  occupandoci  della  clas» 
sifìcazioue  di  tutte  le  curve  della  equazione  [Ài\ 
(4i4)  j cl‘C  quando  è ini  < cn  la  curva  ha  rami 
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infiniti  ; dunque  la  curva  della  equazione  [/?,]  , si 
allontana  iiifiaitaniente  dall’  asse  delle  ordiuate  jr. 
Vediamo  ora  di  quanto  si  allontani  da  quello  delle  x. 

Ordiniamo  perciò  la  equazione  [/?,]  rispetto 
ad  X : si  ha 

( h'y'  — — ihky  (/■  —y’)  x -J-  (in’  — k’  ) Py'  =:  o 

E quindi  risolviamola  ; risulta 

hhy  (r— A’)a’]r— [(zv— 

hy  — a'P 

li  quale  valore  della  x è immaginario,  quando 

[ (aV  — a’)l*  + ( m‘  — h')IP  ly‘>  [h'k'  + (m*  — A')  a*]/* 

e però  la  y non  può  avere  valori  maggiori  di  quelli, 
che  sono  radici  della  equazione 

[ (iV  — a’)A’  + (in*  — A’  )A’ly’  = [/.’A’  + (m*  — 

Poniamo  in  questa,  in  , lungo  delle  lettere  h,  X:,  /, 
le  quantità  algebriche  che  rappresentano  (453),  e ri- 
solviamola : ottenghiamo  , dopo  molte  riduzioni  , 

jr  = ±n. 

La  curva  dunque  mentre  si  allontana  infinita- 
mente dairassc  delle  ordinale;  da  quello  delle  ascisse 
no»  può  allontanarsene  per  una  quantità  maggiore 
di  n,  ossia  del  secondo  semipai  ametro  della  supeificie. 

45^.  Pongliiamo  questo  valore  di  j nella  espres- 
sione generale  della  x : ottenghiamo 


hr 
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quantità  positiva  ; la  curva  dunque  prende  il  mas- 
timo  alloutauamento  dall’asse  delle  ascisse  nei  punti 


che  al  ramo  superiore  della  curva  appartengono. 

Per  vedere  cosa  avvenga  in  tali  punti  , ossia 
quale  andumenlo  la  curva  vi  prenda , calcoliamo  la 
derivata  prima  della  ordinata  y.  Risulta 


dy  Vm'y{kx — fty) 

(/(j  -j-  kyy^a‘l’x'  -f-  lìikl'yx  — {m’ — 


Ponendovi 


si  ottiene 


? = “ 

dj:'Ai' 

k 

E però  in  un  tal  punto,  la  tangente  alla  curva  es- 
sendo parallela  all’asse  delle  a: , ed  avendo  ivi  luo- 
go il  massimo  allontanamento  ; la  curva  rivolgerà 
concavità  all*  asse  delle  ascisse  , ed  avrà  luogo  un 
massimo  rispetto  all*  ordinata. 

458.  Quantunque  nei  punti  suddetti  la  curva 
più  che  in  ogni  altro  dall’  asse  delle  ascisse  si  al- 
lontani, può  ben  darsi  che  pure  altri  suoi  punti  cor- 
rispondano. ad  una  ordinata  massima  ; imperciocché 
è notissiino  , che.  onde,  ciò  abbiuv  luogo , non  è 
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necessario  che  l' ordinata  abbia  il  più  gran  valore  ; 
ina  solo  che  sia  la  più  grande  tra  quelle  che  gli  so- 
no immediatamente  vicino.  Ma  dal  modo  come  si 


compone  la  espressione  di  si  vede,  che  essa  non 

dar 

può  diventare  zero , che  quando 


kx  — hy  = o. 


Dunque  non  vi  sono  altri  punti , in  tutta  la  cur- 
va , ai  quali  corrisponda  una  ordinala  massima.  Nè 
possono  esisterne  di  quelli  ai  quali  ne  corrisponda 
una  minima  ; imperocché  per  questi  ancora  debbe 
d Y 

essere  ~ uguale  zero.  Per  la  qual  cosa  , il  ramo 
ax 

superiore  della  curva  si  anderà  allargando  a co- 
minciare dalia  origine  del  suo  corso  fiuchè  non 

ky  ••li- 

sia  X = -7;  f e poi  SI  anderà  continuamente  strio- 

K 


gendo  sino  all’  infinito  ; ed  il  ramo  inferiore  in  ve- 
ce , a cominciare  dalla  origine  del  suo  corso  si  an- 
derà  sempre  allargando  e continuamente. 

Vediamo  di  quanto  è il  più  grande  ristringi- 
mento  del  ramo  superiore  ; e di  quanto  il  più  gran- 
de slargamento  dello  inferiore. 


45q.  Risolviamo  la  equazione  [Z?,]  (4^4)  rispet- 
to ad  jr  : ottenghiamo 


Va’fx*-|-  M'yx  — (m  — 

y — -jr , 77 — 

hx  J^ky 
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^ \al'  -j-  ^likl'yx~‘  — (/«’  — 

h + kyx-' 

Fatto  x=±oo,  risulta 


J = 


Dunque  il  massimo  ristringimcnto  del  ramo  su- 
periore è uguale  ai  più  grande  slargamenlo  dello  in- 
feriore  : c quando  ciò  lia  luogo  ì punti  della  curva 
appartenenti  ad  un  medesimo  ramo  sono  distanti 


dull’asse  delle  ascisse  per  . 

h 


460.  Consideriamo  le  rette  delle  equazioni 


e facciamo  paragone  tra  le  ordinate  di  queste  , e 
quelle  della  curva.  Sviluppiamo  perciò  il  valore  di 
queste  ultime  (459)>  secondo  le  potenze  discendenti 


/ 

A 


3gO  FAETE  SECOnSA 

della  X : oUenghiamo  la  serie 


4-  V*  k {k  a ' — ah  ')y*  ' 

h~'kÌh  a~'—a  h~')  \ 

+1  a-'k‘lh'k'a-^+  («•  _ *•  )] 

j h~^k}{h  a ' — a h~')  ì 

I + L a~'k{h  a“*+a‘’A“')  [***■«”*+('»’— *‘)]r 

h~^ki(h  a~‘—a  h~') 

+ io~'i>(A*a”’+o*A“’)  [A’i’o“’+(m*— A’)] 

+ 1 5fc4A<a“V("» ì J 

+ • • • 


+ 


—3 


f'r'- 


Della  quale  il  primo  termine  è 1’  ordinata  della  ret- 
ta se  si  prenda  il  segno  superiore,  e dell’  al- 

tra ^ a=  — ^ se  si  prenda  l’ inferiore.  Quindi  è 

elle  la  diOerenza  tra  1’  ordinata  positiva  della  cur- 

al 

va  , e quella  della  retta  f =~J^  » ® ^ **’® 

r ordinata  negativa  della  curva  , e quella  della 

retta  s=:  — ; sono  ngaali  alla  somma  di  tutti 

n 
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ì termini  della  serie  meno  il  primo.  E poiché  la 
somma  di  tulli  tali  termini  diventa  sempre  pih  pic- 
cola , a misura  che  cresce  la  x , e mai  zero  , am- 
neno  che  non  sìa  x=rtoo;  si  vede  che  al- 
le rette 


al 


al 

h 


i due  rami  della  curva  si  vanno  continuamente  ac- 
costando , ed  il  supcriore  stringendosi , e lo  infe- 
riore allargandosi.  Quando  è x = :i;ao  la  detta 
difTcreiiza  è zero;  ed  allora  la  curva  incontra  le 
dette  rette  : e con  esse  il  suo  corso  continucrebhe 
se  fosse  possibile  dare  ad  x valori  maggiori  dell'  in- 
finito. 

La  curva  adunque  si  và  contìnuamente  ad  es- 
se accostando  , c tende  continuamente  a mettersi 
insieme  con  esse  nel  suo  corso.  Quindi  è che  tali 
rette  ne  sono  suoi  asintoti. 

461.  Il  primo  termine  della  differenza  sud- 
detta è 

h'’k{ha~'—ah~')YX~^ 

ossìa 


ed  è positivo  o negativo  secondochè  è positiva  o 
negativa  la  x ; conciossiachè  il  suo  coefficiente  è 

essenzialmente  positivo  , a riducendosi , quan- 
do in  luof'  di  h'  visi  ponga  il  suo  valore  m’-^-  o*. 
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Suppongltiatno  che  sia  così  grande  il  valore 
della  X da  rendere  il  primo  termine  della  diOerenza 
di  cui  si  tratta  maggiore  della  somma  di  tutti  gli  al- 
tri. Secoiidochè  un  tal  valore  sarà  positivo.,  o ne- 
gativo sarà  r ordinata  della  curva  maggiore  o minore 
di  quella  dell’  asintoto.  Dunque  verso  i punti  corri- 
spondenti ad  ascisse  assai  alte  , il  ramo  superiore 
della  curva  abbraccia  gli  asintoti,  e l’ inferiore  è da 
essi  abbracciato.  Per  la  qual  cosa  in  tali  punti  il 
ramo  superiore  volge  convessità  all’  asse  , e l’ infe- 
riore gli  volge  concavità. 

4^3.  Di  qui  risulta,  che  gli  archi  del  ramo  su- 
pcriore terminati  , ciascuno  dal  punto  corrisponden- 
te al  massimo,  e dall’  altro  situato  all'infinito  , sono 
compresi  tra  due  rette  parallele  all’asse  ; e che  sono 
r asintoto  , e la  tangente  al  primo  di  tali  punti  (*). 
Conciossiacliè  , onde  ciò  non  fosse  , dovrebbe . aver 
luogo  per  lo  meno  un  minjmo  in  ciascuno  di  tali 
archi  , la  qual  cosa  non  può  succedere  (4^6)* 

Risulta  pure  dalle  cose  medesime  , che  il  ra- 
mo inferiore  deve  per  tutto  il  suo  corso  essere  tra 
gli  asintoti  compreso  : imperocché  onde  ciò  non 
avesse  luogo , dovrebbe  esistere  per  lo  meno  un 
massimo  da  ciascuna  parte  dell'  asse  , la  qual  cosa 
neanche  può  succedere  (4^8)- 

463.  Nel  ramo  superiore  , da  ciascuna  parte 
deU'asse,  la  curva  rivolgendogli  una  volta  concavità, 
cioè  nel  punto  corrispondente  al  massimo  , ed  una 
volta  convessità,  cioè  all’ infinito  (46i)  , deve  tra 

(*]  Oli  desidera  ajiilarc  l' immaginaliva  , guardi  la  figura  quinla  della 
tavola  i6. 
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tali  punti  esistervi  necessariamente  un  punto  di 
flesso  ; e se  ve  ne  esistesse  più  di  uno  questi  do- 
vrelibono  essere  in  numero  disparo.  Similmente  se 
nel  ramo  medesimo  ne  esistessero  tra  la  orìgine  del 
corso  , ed  il  punto  corrispondente  al  massimo,  que- 
sti dovrebbero  essere  io  numero  pari  ; imperoccliè 
un  tal  arco  rivolge  concavità  all’asse  ne' suoi  due 
estremi  (455,45^). 

Il  ramo  inferiore  rivolge  concavità  all’ asse  al- 
la origine  del  suo  corso  (4^^)  i n nei  suoi  ponti 
situati  all'  inQaito  (4^0  > dunque  da  ciascuna  par- 
te dell’  asse  , il  ramo  inferiore  della  curva  , o non 
ha  punti  di  flesso  ,o  ne  ha  un  numero  puri. 

4^4*  posto  facciamoci  alla  ricerca  deU'a- 
scissa  de’  due  punti  di  flesso  , die  debbono  esistere 
nel  ramo  superiore  della  curva  , e ciascuno  in  uno 
degli  archi  compresi  tra  l’ ordinala  massima,  e l’ in- 
fluito : verremo  a conoscere  pure  se  esistano  altri 
punti  di  flesso-,  e quali  essi  sieno. 

Calcolando  la  derivata  seconda  della  ordinata^, 
oltenghiamo  ( dopo  tutte  le  riduzioni  e tenendo  con- 
to della  relazione 

d’_r  __  3à’(o’— r)y.c’-6/iHyV-b[i/ii— 

dar*  llllix+kYyy/arx^-fihkrYl^('n—k‘jl‘') 

Il  punto  di  flesso  può  aver  luogo  nei  punti  del- 
le ascisse  , pel  di  cui  valore  questa  espressione  di- 
venta infinito  oppure  zero  ; quindi  è da  vedere  quali 
.siano  tali  valori , e cosa  avvenga  per  ciascuno  di 
essi. 

•kà 
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4Gj.  Iq  due  casi  può  diventare  infinito: 

cioè  quando  la  x è radice  dell’  una  o dell’  altra  del- 
le due  equazioni 

hx-^  ky  =0 

a'Fx’  -f  ìhkl'yx  — {m  — A’/ y*  = o 

La  prima  di  queste  avendo  luogo,  il  valore  della  y 
(459)  diventa 


lySak'  — h'k' — m 


hxo 

ossia  y posto  in  luogo  di  h’  il  suo  valore  I 


//7»y  V — (1  + A’) 

hxo 

espressione  immaginaria  : e però  1’  ascissa  il  di  cui 
valore  vien  dato  dalla 

hx  -j.  Ay  = o 

nou  corrisponde  a iiiun  punto  della  curva. 

L’  altra  equazione  porge 

E però  tra  tutti  i punti  della  curva  la  derivata 

non  è iiiGuìta  cbo  alla  origine  del  corso  di  ciascun 
d'x 

ramo.  Ma  in  tali  punti  non  può  aver  luogo  una 
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flessione  ; imperpccliè  le  rette  tangenti  alla  curva 
nei  delti  punti,  sono  perpendicolari  all'asse  (4^5),  c 
tra  esse  non  vi  è curva  (4 io). 

(1^ 

466.  La  derivala  non  può  tessere  zero  , 
clic  quando  è 


aa’ftlx’  — 3/.*(o*  — k')yx'  — ) 

+j-,7.iI_(,V+A’X*’  + 0]y'’ 

Questa  equazione  , essendo  di  grado  dispari , deve 
avere  sempre  una  radice  reale  ; e però  ciò  coinci- 
de con  ciò  clic  aliliiam  detto  , cioè  che  un  punto 
di  flesso  deve  nccessariaiiiente  esistere  (463).  È da 
vedere  se  Je  altre. due  radici  sono  reali,  oppure  iin- 
inaginarie. 

Per  Tire  ciò  liberiamo  la  equazione  [^1]  dal 
suo  sccoudo  termine.  Poniamo 


6ahk 

Sostituito  questo  valore,  e hbecata  la  equazione  dai 
fratti  ottenghiarao 

xii—  ‘ [■(„■  — iP)‘  -f  4a’A’]x'  j 
— 54V[/i«(a*  _ jp  )1  4-  6a’Ai*’(a’  — P)]y»  ( =0. 

+ loQaih’h’  [afti  — (aV  -f  A*)  (i’  + o’)]y?  j 

T'-quazione  che  può  molto  semplificarsi. 

Sviluppando  il  futtore 

1 [(a-Ar')’-f  4«’A‘]  • • 
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dui  coeflìcieute  del  termine  in  x'  e poi  riduceudo , 
si  oltieiie 

e qui  posto  in  luogo  di  k il  suo  valore  , si  Iia 

Quanto  al  termine  noto  esso  può  scriversi  così 

- k'y  + 6o’fciA’  (a’  — IT)  ) 

— — (*fc*  -f.  A’)(A’+  a’)]  ) 

Eseguiamo  tutte  le  operazioni  accennate  , e oidi* 
niamo  rapporto  a k ; risulta 

— hi)  k^  ) 

-j-  (aa®  + ^a^h'  — 

+ (4a7i’- 

+ a^h*  J 

Posto  in  luogo  di  fi  il  suo  valore  h'  =z  m'  a' , 
e fatte  le  riduzioni  ; e poi  in  vece  di  k’  il  suo  va- 
lore k' =n  — a , fatte  le  riduzioni  di  nuovo  , e 
per  ultimo  decomposto  in  fattori  , si  ottiene 

— 54/tVy’[aa<(7»’  -j-  n)' — -f-a’)*] 

nella  qual  formola  posto  m'  -{-n'  = T , rn  a'  = h\ 
si  ha 

-54h',ir\3aH^-^  h*n*) 

Quindi  la  equazione  [£'/]  liberata  dal  secondo 
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tei'iniuc  premio  la  foima  semplicissima 
[ xis  _ V — 54Vn V’(aa«l4  — h<n*  ) = o 

Ora  percJiè  questa  equazione  abbia  tutte  tre  • le 
radici  reali  deve  essere  , per  le  cose  dell’  algebra  , 

L[54hny(2aiH  — h'n*  )]’  < ^ Y = 

vediamo  se  ciò  abbia  luogo. 

Facendo  il  cubo  del  secondo  membro,  e to- 
gliendo i fattori  coniuui  col  primo  , risulta  imme- 
diamcute 

(aa"/4  — ^ h‘n*  , 

e quiudi 

— n4/t4  < o 

La  qual  relazione  non  può  non  aver  luogo.  Di  fatto, 
ponendo  iii  vece  di  T ed  h'  i loro  valori , 

/’  = /»’  -f-  n’  , }t  ss  m -j-  a’ 

essa  trasformasi  in 

(a*  — n')  [ ro*  (a’  -p  n*  ) -f.  •xa'm'n'  ] < o 

ciò  die  fa  vedere  die  essa  potrebbe  non  esistere 
quando  fosse 

a*  > ri 

la  qual  cosa  è impossibile;  imperocché  essendo 

Sri  — a'  , 
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la  relazione*  a*  > n*  renderebbe  immaginario  il  se- 
no trigonometrico  dell’  angolo  che  il  piano  secante 
fa  col  primo  asse  indefinito  ; la  qual  cosa  ripugna. 

Dunque  la  equazione  [/’,]  rientra  nel  caso  ir- 
riilucibie  , e perciò  la  equazione  [EJ  ha  tulle  e 
tre  le  radici  reali. 

E da  vedere  ora  quali  di  tali  radici  corrispon- 
dano a punti  della  curva  , e corrispondendovene  in 
quali  di  essi  abbia  luogo  una  flessione  : pei-  la  qua? 
cosa  due  operazioni  sono  da  fare  ; la  prima  consiste 
nei  sostituire  successivamente  ciascuna  di  tali  radici 
nella  equazione  [Z?,]  e , vedere  se  i valori  della  ^ che 
ne  risultano  per  ciascuna  di  esse  sono  reali  od  im- 
maginarli. Consiste  la  seconda  nell'csaminare  il  cor- 
so della  curva  alle  vicinanze  dei  punti  , che  hanno 
per  ascisse  quelle  , i di  cui  valori  sono  radici  del- 
la [Ei]  e danno  valori  reali  per  la  y della  equazio- 
ne [Z?J. 

Ma  le  radici  della  equazione  non  polendosi 
avere  che  por  quantità  sotto  forma  immaginaria  , 
n per  serie  infinite  , si  rendono  impossibili  tuli  ope- 
razioni ; imperciocché  i valori  della  x della  equa- 
zione \El]  ottenendo.si  colla  sostituzione  de’  valori 
della  x'  nella 

_x'+Zh'  {a  -^k')r 
^ 6ahk  * 

compongonsi  di  due  parti  1’  una  affetta  da  imma- 
ginari e r altra  nò  ; c perciò  è impossibile  che  essi 
spariscano  coll'  innalzantcìilo  u potenze  cui  devesi 
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soltomettere  il  valore  della  x , sostitueddolo  nella 
[Pj  per  avere  la  y ; oltre  alla  qual  cosa  la  equa- 
zioue  [P(]  iioa  coutiene  le  sole  potenze  pari  della  x. 

Per  tutte  siÌFutte  cose  è necessario  o fermarsi 
e restare  irrisoluto  il  problema  dei  putiti  di  flesso 
delle  curve  di  cui  si  tratta,  o andare  innanzi  per 
via  di  qualche  ripiego. 

467.  Esaminiamo ‘la  equazione 

x'ì  — i']h’'n^y'x'  — 2oH^  — h*ù*)  = o 

Il  termine  nolo  può  scriversi  così 

— — h'n){al'M2  -f-  h'n) 

e però  il  suo  segno  dipende  da  quello  del  fattoro 

(a’rVa  — Kn) 

Poniamovi  in  vece  di  V eà  h'  i loro  valori  : esso 
diviene 

a\m  -j-  n’)Va  — {m  -f.  a)n‘ 
ossia 

— m’(n  — a')  + aV(Va  — i ) 

La  a può  avere  tutti  gli  infiniti  valori  compresi 
tra  lo  zero  , ed  n (4^3  , e preced.  ).  Diamo  ad 
a il  più  gran  valore  di  quegli  che  può  avere,  cioè 
facciamo  a = n , quel  fattore  diventa 

n^(Va  — i) 

quantità  essenzialmente  positiva  : e però  T ultimo 

» 
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termine  della  equazione  è negativo. 

Facciamo  a = o : quel  fatture  diventa  in  vece 

— m*n«  , 

quantità  esseniialmente  negativa  ; e però  1’  ultimo 
termine  della  equazione  [/'’,]  è positivo. 

Ora  poiché  pei  due  limiti  del  valore  di  a ri- 
spondono due  valori  di  segno  contrario  pel  ter- 
mine ultimo  ; può  ben  esservi  qualche  valore  del- 
la a pel  quale  quel  termine  sia  zero.  Per  trovare 
un  tal  valore  , e per  vedere  se  possa  aver  luogo  , 
facciamo 

— m'(n  — o”)  + — i)  = o 

risolviamo  questa  equazione  per  rispetto  ad  a : 
risulta 

mn 

““  V(Va  — i)  (to-J.  n) 

che  è grandezza  reale. 

Poniamo  che  la  a abbia  un  tal  valore  ; 1’  e- 
quazione  [F/]  , avrà  una  delle  sue  radici  eguale 
zero , e la  corrispondente  radice  della  equazione 
[j?(]  , sarà  data  dalla  espressione 

x'*+  3/t’(a  — A*)r 
■“  Ga'hk 

quando  vi  sì  ponga  x'  = o ed 
, mW 

" ~ (Va  — ) («»*  + »') 
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Facendo  x'=o  , si  ha 


X 


h{a'  — k")r 
2ak 


4')i 


07C  in  luogo  di  a và  sostituito  il  valore  qui  sopra 
trovato. 

Ora  essendo  dato  la  a , è determinato  il  piano 
secante,  ed  i valori  delle  coordinate , corrisponden- 
ti ad  individuali  punti  della  curva,  non  possono  su- 
bire ninna  modificazione  , ammeno  die  non  si  mo- 
difichino i parametri  m ed  n.  Couciossiachè  essendo, 
come  si  è veduto  (453)  , 

V"»’  -j-  o’  V«’  — n' 

V ni  -f  m’  * V -4-  ’ 

quando  è data  la  <2,  risulta  dato  1'  angolo  che  il  pia- 
no secante  fa  col  primo  asse  indefinito  , e perciò 
la  sua  posizione. 

Permutiamo  le  coordinate  della  curva,  prenden- 
do la  origine  del  corso  del  suo  ramo  superiore  per 
origine  di  esse  , ed  assumendo  le  nuove  , parallele 
alle  prime  : è chiaro  che  chiamando  con  u le  nuove 
ascisse  , con  x le  primitive,  e con  ar,  quella  della 
origine  del  corso  del  ramo  superiore  della  curva 
riferita  ai  primitivi  assi  , è 

u = X — Xl  . 

E pelò  se  vogliamo  1’  ascissa  dei  punti  di  flcssn  , 
riferiti  ai  nuovi  assi  , porremo  in  questa  ultima 

a6 


4»» 

relaziona 


rARTI  tMOnBA 


Kn'  — k')r 


— (mn  hk)r 


Soaliluendo  risulta  ^ dopo  le  riduzioni  | 

I { h , . ,.v  ) 

e perchè  dalla  espressione  k = \n  — a si  ha  , 
a*  ^ A*  = n* 

I C hn'  ) 

M=— <— r — wwiJr 
a'I  afr  > 

«li#  pub  scriversi  eziandìo 

u = — (hn  — aA-m  ) y 

3ka 

La  a esondo  determinata  , ed  essendo  perciò  de- 
terminate le  c , s , come  abbiamo  dello  , possiamo 
nella  quantità  tra  la  parentesi  , porre  in  vece  di  h 
• Ai  loro  valori  (4^3)  tratti  da 

h k 

c = y,s  = --; 

impeieioechè  non  possiamo  più  di  tutte  le  curve  di 
secondo  genere  discorrere,  ma  di  quella  soltanto  da- 
ta dal  piano  che  ai  fissato  valore  di  n , cioè 


mn 


V(Va-«)  (n»’-)-n’) 


— , corrisponda. 
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Fatti  la  lostituzioae  ottcngliiamo 

ni 

u = -Y—  ( cn  — asm)  . 
aku 

Ora  quantunque  debba  essere  s‘ ni  < c*n‘,  ossia 
sm  < cn , perche  delle  curve  di  secondo  genere  stia- 
mo tialtaudo  (4  >4)  j (*)  *•'  vede  che  non  ripugna 
essere 

cn  E3  asm  , cn  > asm  , cn  < asm  , 

e che  quindi  il  valore  della  u , può  essere  in» 
dislinlamente  lero  , positivo,  o negativo;  e perciò- 
il  punto  che  gli  coirispoude  può  appuitcnere  o nò 
al  ramo  superiore  della  curva.  Onde  se  quella  ra» 
dice  della  equazione  [£*,]  , che  pel  particolare  va- 
lore della  a si  trasforma  in 

/i(d'  k^)f 

X = 77 

aa  k 

ed  un  punto  di  flesso  corrispondesse  , un  tal  pun- 
to potrebbe  iudistiutamenle  trovarsi  o nel  ramo  su- 
periore , o nello  inferiore  della  curva  : e perciò  essa 
Cingerebbe  di  forma.  Ma  essendo  -già  determinato  il 
piano  secante,  come  abbiamo  detto,  i tre  casi  qui  sopra 
segnati,  dicm=:  3fm,  cn  > asm,  cn  < asm  non  pos- 
sono avverarsi  che  pei  valori  particolari  dei  semipa- 
rametri  m,  ed  n , che.  non  debbono  influire  sulla  na- 
tura della  curva,  ma  solo  su  la  sua  grandezza  (4o5). 
Dunque  se  il  punto  della  curva  corrispondente  ad 
una  ascissa  di  tal  valore  , fosse  il  punto  di  flesso  ^ 
C)  Si  r>S*t(a  il  T*I»rf  p«  « • peiitit». 
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questo  ])oticLbe  trovarsi  indistintamente  sul  ramo 
superiore  od  inferiore,  pel  solo  variare  dei  parametri 
della  superficie  , e restando  le  stesse  tutte  le  al- 
tre cose. 

Dunque  la  curva  cangereLbe  di  forma  per  la 
variazione  di  grandezze  , che  non  possono  influire 
sulla  sua  natura  e figura;  imperocebè  un  piano  che 
seca  una  superficie  di  data  natura  deve  produrvi  sem- 
pre la  medesima  curva  , quando  è dato  di  posizio- 
• jie  colla  superficie  in  modo  da  soddisfare  sempre  a 
quelle  condizioni  clic  della  curva  fissano  la  natura, 
comunque  della  superficie  variino  di  grandezza  i 
parametri.  Dunque  all’  ascissa  corrispondente  alla 
prima  delle  tre  radici  della  equazione  [È*;]  ( quan- 
do a ba  il  fissato  valore  ) se  corrispondono  punti 
della  curva  , in  tali  punti  non  può  aver  luogo  una 
lle‘sione. 

Se  per  un  dato  valore  della  a la  prima  radice 
della  equazione  [£*/]  non  appartiene  ad  un  punto 
di  flesso  , non  gli  apparterrà  per  qualunque  altro 
valore  della  a diverso  dallo  zero  o dalla  n ; iin- 
perciocebè  per  tutti  tali  valori  la  equazione  della 
curva  e tutte  quelle  die  iic  dipendono  , ritengono 
sempre  la  stessa  forma,  ed  in  un  tal  caso  tutte  le 
equazioni  della  medesima  forma  , rappresentano 
curve  della  medesima  natura,  e pure  della  medesi- 
ma forma. 

Una  delle  tre  radici  della  equazione  \E^  adun- 
que non  può  appartenere  ad  un  punto  di  flesso. 

£ |ioicbè  ad  una  delle  tre  radici  della  equa- 
zione [ZfiJ  non  corrisponde  punto  di  flesso  , la  cur- 
va aou  può  averne  clic  uno  da  ciascuna  parte 


Di  : y CjOOgle 


coksiuerazioki  àlcbbrichc. 
dell’ asse.  Di  fatto  esscudo  la  sola  equazione  ebe 
dV 

rende  j— r uguale  zero  (4G6)  , e questa  derivata  non 


polendo  essere  infinito  che  per  valori  della  x clic 
O non  corrispondono  a punti  della  coiva  , o cor- 
rispondono alla  origine  del  suo  corso  (4G>),  non  vi 
sono  punti  di  flesso  della  curva,  le  di  cui  ascisse  iioil 
siano  radici  della  equazione  [E ma  queste  sono  Ire, 
delle  quali  una  non  può  appaiteneie  ad  un  punto 
di  flesso  da  ciascuna  parte  dell’  asse  , eri  aliliiamo 
dimostrato  (463)  che  da  ciascuna  parte  di  esso  deb- 
bono esisterne  un  numero  dispari  nel  ramo  superiore 
cd  un  numero  pari  nell’  inrerioie  ; dunque  se  le  altre 
due  radici  della  [f*,]  coirispoudoiio  a punti  della  cur- 
va , questi  non  possono  essere  tutìi  punti  di  flesso. 

La  curva  dunque,  Ita  un  sol  punto  di  flesso  da  ■ 
ciascuna  parta  dell  asse  nel  ramo  superiore,  e uessu- 
no  nello  inferiore. 

Di  qui  segue  che  1'  ascissa  dei  due  punti  di 
flesso  vieu  data  dalla  radice  della  che  rende 

un  valore  positivo  per  la  x della  \_Ei\  quando  si 
sostituisce  nella 


“ tia-Uk  '■ 

468.  Fondandoci  sulla  legge  di  continuità  , al- 
la quale  ogni  grandezza  varialwle  obbedisce,  potremo 

(*)  Q ii  è da  riflettere  chr,  qtianliinqiic  il  ramo  superiore  poisa  talora 
avere  dei  puoti  corrispondenti  ad  asci^5e  nrontive,  Ira  q usti  non  possono 
mai  irdvarsi  i iliic  punii  di  flc^so^  coticiosviacbé  qticsti  cad  >no  al  di  sopra 
dell'  ordinata  iDassima,  eh'  è sempre,  qualunque  stano  i parametri  m ed  n, 
Della  regione  positiva  delle  x : come  c facile  vedere  guardando  alla  flgiira 
prima  della  tavola  |5,  e (cneodo  pre.'^eote  le  cose  dette. 
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determinare  pure  quale  delle  tre  radici  della  e> 
quazione  [i^,]  debbe  calcolarsi  per  ottenere  1’  ascis- 
sa del  punto  di  flesso;  imperocché  se  determine- 
remo quella  di  tali  radici  , che  per  un  individua- 
to valore  della  a , dà  valore  posìtitivo  per  la  x , 
potremo  conchiudere  che  una  tal  radice  è quella 
da  ciilcoldi'si  ; non  potendo  essere  per  la  della  leg- 
ge , che  il  valore  di  una  incognita  dato  da  una 
medesima  equazione,  dia  1'  ascissa  di  uu  punto  che 
appartiene  ora  ad  un  ramo  , ed  ora  all  allru  di  una 
medesima  curva  ; od  a punti  non  dotati  delle  me- 
desime proprietà. 

Poniamo  eflellivaraeute  nella  equazione  [i^/] 

» » 

• m n ^ 

" +r»v 

essa  diventa 

o:/>  _ a']h^n<y’x''  =i  o 
le  di  cui  radici  sono 

ar/  = o , X,!  = 1ìn'ry/:i'J  , xj  = — h'nrSi’]  . 

£ quelle  della  [j£,]  saranno  date  dalla  espies- 

siou.e 


y + 3/t’(«*  — *‘)r 
*==  ^dhk 

quando  vi'  si  ponga 

mtn* 

"=(  Va  — 


consiosiuiiain  alcmmchi.  ^07 

«d  ia  oltre  I’  uno  dopo  1'  altro  i riportati  valori 
della  X! . 

Poniamovi  il  secondo  ed  il  terzo  vtflore  della 
x' , risulta, 

3fc*a-|m*[yV3(Va-0+(3~V2)]+n*(yV3->XV>  - Oì 
-3AV{m'[yV3(Va-i)+(3-Va)]+n*(vV3+0(V^-i)J 

6a'hk 

de’  quali  è palese  essere  il  primo  positivo  ed  il  se- 
condo negativo. 

Pei  fatti  ragionamenti  adunque  sarà  la  seconda 
delle  radici  della  equazione  [-P,],  che  corrisponde  al 
punto  di  i){;sso  : .ed  è essa  (he  devesi  calcolare, 
quando  il  punto  di  flesso  vogliasi  costruire. 

469.  La  equazione  [f’,]  , rientrando  nel  caso  irri- 
ducibile , come  dbliiam  dello  (.'166)  , è necessario 
calcolare  numeiiciiniente  lo  sviluppo  in  serie  , che 
prr  la  seconda  delle  tre  radici  di  una  equazione  di 
terzo  grado  si  dà  nel  caso  in  iducihile  , e poi  so- 
stituirne il  valore  approssimativo  in 

^ + 3^*  (n  — k')r 

6ahk 

Volendo  qui  riportare  la  formola  che  rende  1)111 
breve  tali  operazioni  , per  potersi  calcolare  coll’  uso 
delle  tavole  trigonometriche , prendiamo  la  espres- 
sione 


X = 3^/1  p X cos.  j f 
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delle  radici  della  equazione  geoerala 
x’  — px  ^ q = o 
del  caso  irriducibile  , ove 


COS.^ss 


— ? 


ed  accomodiamola  al  caso  nostro. 

Noi  abbiamo 

p s=  aqh'nY  , 9 = — 54A’n*r’[aa^^  — , 

onde  sarà  , dopo  le  riduzioni  , 

— h^n*  sa*h  . 


cos.^=- 


k^n* 


-h^n* 


— X 


dalla  quale  espressione  calcolasi  tp  . 

Ora  bisognando  a noi  la  seconda  delle  radici 
della  equazione  J , non  prenderemo  per  <f>  1’  ar- 
co Si  mplice  , ma  invece  1’  arco  semplice  più  quattro 
quadranti,  onde 

e quindi 

t ( \ ) 

x'„  = 6/iVr  xeos- J- Jarc.cos.^-^  _ i J 4<?  J 

Sostituendo  questo  valore  di  x'  in 

x'  -j-  Zh\a  — k'  )y 

X = ^ — — 

6ahk 
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, — *>+’»VXc'»  ^|^»rc.co».(^^  — > ) + 4’]  I 

all  5 ^ — ; 

p qtipsia  è r ascissa  dei  punti  di  fl>rsso  deU  a curva 
di  cui  si  tiatla. 


470.  Dopo  il  fio  qui  detto  intoroo  al  corso 
della  curva  , è facile  il  concepire  quale  ne  sia  in 
generale  la  forma. 

Siano  due  rette  indefinite  , e perpendicolari 
tra  loro  Xx  , Tj"  ; assumiamo  queste  per  assi  del- 
le coordinale,  e la  prima  per  asse  delle  ascisse  , la 
seconda  per  asse  delle  ordinate.  La  curva  sarà  sim- 
metrica intorno  alla  Xx. 

Dal  loro  punto  d’ intersezione  C , verso  X si 
tagli  la 


lO 

f 


CO  = ~ (tnft  — lik) }' , 

l 

c dal  medesimo  punto  C verso  x , la 
Co  s=  ^ (mn  -f.  hk)Y  , 

e pei  punti  O,  o si  tirino  le  KI.,  EF  parallele  alla 
Yjr.  Saranno  (455),  O la  origine  del  corso  del  ramo 
superiore  della  curva  , o quella  del  ramo  inferiore: 
le  rette  KI  ^ EF  siT&aao  tangenti  alla  curva  nei 
punti  O , o , e nello  spazio  indefinito  compreso  tra 
tali  rette  non  vi  sarà  curva. 
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t»t.  i6  Da  C verso  X si  tagli  sopra  CA’,  la 
J'S 


e pili  punto  B , si  erga  la  A, A perpendicolare  a 
ex , e si  tagli  la 

BA  = BA,  n 

Saranno  A,  A,  i punti  ridia  curva  rorrispondcnli 
all’  ordinata  massima,  c BA,  BA,  tali  ordinate  (4Ó7): 
IVr  A,A,  si  conducano  le  LL^  parallele  a Xx, 
saranno  tali  rette  tangenti  alla  curva  nei  punti  A,  Ai 
ed  essa  sarà  dajipeitullo  rnnicnula  tra  esse  (457). 

A partire  da  C sulla  Yy,  si  taglino  le  rette 

CG  = CIlJ'l, 

h 

c per  Gr  , ^ si  conducano  le  SGT  , f'IJU  ; sa- 
ranno tali  rette  asintoti  della  cui  va  ,(4l3o). 

Quindi  il  ramo  inferiore  sarà  contenuto  tra  le 
tre  rette  C/^,  EF,  FT  \ toccando  la  nel  pun- 
to o , avvicinandosi  coiitiniiamente  alle  EU,  FT  a 
misura  die  sì  allontana  dalla  e rivolgendo  sem- 

pre concavità  all’  asse  Cx.  Quanto  al  ramo  supc- 
riore , un  suo  arco  c compreso  tra  le  quattro  rette 
KI , lA  , A A,  , A,K  : il  rimanente  può  aversi  co- 
me divisa  in  due  metà  , di  cui  1’  una  è compresa 
nello  spazio  indefìnito , tra  le  tre  rette  Aa,  AJJ , 
aS  , e r altra  nello  spazio  pure  indefìnito  eiV  u- 
gualo  al  primo  tra  le  tre  rette  A^n^,  n,F , A}'. 
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A partire  da  C verso  AT,  si  tagli  la 


4i  i 


CD 


_ * j (o*— Ar’)y-f  a/iVX  cos. [^arc.cos.(^'  _ i )+  4''  | ^ 


TaV.  iO 

fa- 


lak 


per  D si  erga  la  NN'  perpendicolare  a GX  ; ed 
a destra  e sinistra  di  (juesta  , si  taglino  le  DN  , 
DX'  , uguali  a quel  valore  che  si  olticiic  per  jr  , 
quando  nella  equazione  [Z?;] , si  ponga  x = CD  ; 
saranno  iV  , N'  , i punti  di  flesso  della  curva. 

Quindi  del  suo  ramo  supcrioic  , 1’ arco  sull eso 
dalia  corda  N'N  rivolgerà  concavitìi  all’  asse  CX, 
e nel  rimanente  del  suo  corso  , cioè  al  disopra  del- 
la retta  X'N  , gli  rivolgerà  convessità, 

^ Dopo  tutto  ciò  è facile  costruire  per  punti  la 
curva  ; e si  vede  che  prender  deve  la  forma  datagli 
nella  figura. 


471.  I valori  della  ordinata  massima  , e della  sua 
ascissa  (4^7)r  avere  semplicissima  forma,  pusson» 
essere  con  grande  speditezza  gcoinetricaniciite  inter- 
petrati  , possono  farci  conoscere  cioè  , e fucilinciite, 
a quali  punti  della  supciiicie  corrispondano  quelli 
della  curva  , che  hanno  1’  ordinata  massima.  E co- 
me gli  asintoti  retti  vengano  dati  nello  spazio  fucil- 
meute  ci  mostra  il  valore  della  loro  ordinala  , per 
essere  pure  semplicissimo  dì  forma  (4I^<J)* 

47».  Essendo  (453) 

h = il  ^ ‘ k = si 

il  valoie  dell’  ascis>a  coriispondeuta  all’  ordinala 
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h 


F,  peiciò  essendo  c ed  f il  coseno  ed  il  seno 
(Icir  iiiigolo  che  il  piano  secante  fa  col  primo  asse 
iniltfiiiilo  della  superfìcie,  si  vede  , (riprendendo 
Ja  figura  prima  della  (avola  i5,  e dandogli  il  signi- 
ficato istesso  del  numero  4i9)  C/K  è 

la  ascissa  corrispondente  all’  ordinata  massima  ; im- 
perciocché essendo  il  triangolo  CCIK  rettangolo 
in  C!  ò 

C;K  =CC/lang.C;CK  =cc;  coI.CKC/ 

e quindi  , essendo  C/KC  1’  angolo  che  il  piano 
secante  N^LiGi  fà  col  primo  asse  indefinito  CZ  , 

c;k  = -j, 

s 

Ora  essendo  C/K  l’ascissa  deH'ordinata  massima; 
se  nel  piano  secante,  intendiamo  innalzata  pel  punto 
K la  Kj-  perpendicolare  a L,G,  c essa  il  luogo  del- 
r ordinata  massima  : e se  segheremo  Kf=  n sarà 
f il  punto  della  curva  nello  spazio  corrispondente 
ad  una  tale  ordinata.  Ma  la  retta  A'jl  per  essere 
di  permutazione  anteriore  , è sul  piano  VCZ  , sul 
quale  trovasi  pure  la  Kj  , ed  è distante  dall’  as- 
se CZ  della  superficie  per  n ; dunque  il  punto  /' 
giace  sulla 
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Diinqiie  il  pui,to  della  curva  corrispondente 
l’ordinala  massima  vien  data  nello  spazio,  come 
nelle  curve  di  primo  genere  , dall’  incontro  del  pia- 
no secante  colla  retta  di  permutazione. 

La  qual  cosa  coincide  con  ciò  che  nella  prima 
parte  si  disse  (tn3). 

473.  Vediamo  ora  a che  ci  condnce  la  espres- 
sione della  ordinata  dell’  asìntoto. 

Sia  xX  la  comune  intersezione  di  due  piani 
ortogonali  di  piojezione  ; e sia  C il  centro  delia 
conoidale  , CE  il  primo  semiasse  parametro,  CA 
il  secondo  , CB  una  delle  generatrici  pel  centro  , 
( ...  APB'  ...  , BE  ...  ) una  delle  direttrici  ; e 
sia  CF  la  projezione  di  un  piano  parallelo  al  piano 
secante. 

Essendo  (453)  c =-j-  t T ordinata  dell’asin- 
toto diviene  (460) 


al  a 


ed  essendo  in  oltre  (453)  = cn  — s’/n* 

essa  prende  la  forma 


Vc’w’  — s'm' 


. . i . , y 

ossia 

jr=s\n’  ~ m‘laug’.(a:'z) 
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Tìt.  t5  rappresentando  tang.(a?,z)  la  Ungente  dell’  angolo 
**  che  il  piano  secante  fà  col  primo  asse  indeGnito. 

I D’ altra  parte  essendo  CF  la  projezione  di  un 
piano  parallelo  al  secante  , è jP  la  projezione  ver- 
ticale dei  punti  di  intersezione  di  esso  colla  diret- 
trice (...JFB'...,  BE...)  ed  F la  sua  projezione 
orizzontale  ; e se  dal  punto  F caliamo  la  FH  per- 
pendicolare ai  j4C  f h 

HF  = EFy 

e se  dal  medesimo  punto  F tiriamo  la  F'C  ^ è 
CB  = CF  _ HF 

Nell’  altro  triangolo  rettangolo  CEF  è poi 
EF=EC  tang.  ECF 

Dunque 

CU  =z  CF  — EC  tang\  ECF 

Ma  per  le  costruzioni  falle  è 

CP=CA=n^  CEz=m^  ang.  ECF=  ang.  (x's) 

Dunque 

CH  = lì  — ni  tang’.  (x'z) 

CH  = V»  — m taiig’.(x'2) 

L’ ordinala  dell’asinloto  adunque  è uguale  CH\ 
e perciò  la  sua  equazione 

al 
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riferita  alle  tre  coordioate  . deoota  il  piano  proiel-  Tit.iS. 
tato  in  HF>  , *■ 

£ però  r asintoto  retto  delle  curve  di  secondo 
genere  di  quelle  di  cui  si  tratta  vieii  dato  dalla 
intersezione  del  piano  secante  con  un  altro  parallelo 
al  piano  direttore,  e che  passa  per  la  retta  della 
superfìcie  parallela  al  piano  secante  medesimo.  La 
qual  cosa  , come  si  vede  , è coiifornie  alle  costru- 
zioni fitte  nel  problema  8®  (120)  della  prima  parte. 

473.  Di  qui  può  trarsi  , che  il  piano  tangente 
alla  conoidale  per  un  suo  punto  situato  all’ infinito  è 
parallelo  al  piano  direttore,  conrormemente  pure  alle 
cose  dette  nel  citato  problema  : imperocché  se  ciò 
non  fosse  , la  sua  intersezione  con  un  piano  secan- 
te , di  quelli  danti  curve  di  cui  si  tratta  , non  sa- 
rebbe una  retta  parellela  al  piano  direttore  , e per- 
ciò non  sarebbe  asintoto  come  drbbe  essere. 


474*  Esaminato  il  corso  della  curva  in  generale, 
vediamo  quali  cangiamenti  vada  subbendo  per  ciascu- 
na posizione  del  piano  secante  ; c poicliè  questa  può 
variare  o per  molo  rotatorio  o progressivo  che 
il  piano  concepisca  , tali  movimenti  l’ uno  dopo 
r altro  esamineremo. 

475.  Percliè  il  piano  secante  possa  concepire  una 
rotazione  , è necessario  che  vari  l’ angolo  eh’  esso 
fà  col  primo  asse  indefinito  : che  variino  perciò  le 
quantità  c ed  s , e con  esse  le  tre  ^ , A , ed  a.  La 
equazione  generale  [P,]  (4*54)  della  curva  , non  conte- 
nendo che  le  tre  /i,  A;,  a del  variare  di  queste  più 
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e poucmlo  , 

— = h , \n+  a = A-  , , 

h-  k 

, ^ = 7’  ^”7* 

Sostituiti  qncsti  valori  nella  [^,]  , risulta 

[C,]  (hx  + ky)Y  + a'Vx'  — ihU\x  + (/«’  — Icyy'  = o 

e questa  è la  equazione  delle  curve  di  cui  si  tratta. 


491.  Per  la  .sostituzione  medesima  la  relazione 
[i9/]  (407)  diventa 

dCx'  — ahkl\x  -{-(/»’  — k’)Cv'  > o , 

Per  la  qual  cosa  i punti 

!x=~r  (hk  — mn)Y  ] Jo  = — (hk  4.  mn)y 
a \ a 

j — o I .V  ==  o 

limitano  il  corso  della  curva  uel  senso  del  suo  asse. 
Vediamo  quale  andamento  vi  prenda. 

493.  Calcoliamo  la  derivata  prima  della  ordina- 
ta j : risulta  ( dopo  le  riduzioni  , e tenendo  con- 
to della  relazione  h'  n*  — d ) 


d^'  ltnY{kx  — hy) 

^ (/jx-j-Ar  )"  V — dx'-^alikyx — {lu' — k‘)y' 
Sostituendovi  le  ascisse  dei  punti  di  cui  si  tratta  , . 
ollengliiamo 


ir 

dx , 

-i(W:  — mii)> 


00  , 


àj 


dx , 

- (hk  + mn)r 

tl 


00 
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^ però  nei  detti  punii  la  tangente  alla  curva  è 
perpendicolare  al  suo  asse  : ed  essendo  essi,  che  nel 
senso  di  questo,  ne  limitano  il  corso  , ne  segue  che 
nei  pùnti  medesimi  la  curva  gli  volge  concavità. 

Esaminato  quali  punti  limitano  il  Corso'  della 
curva  nel  senso  dell’  asse  , c quale  andamento  vi 
prenda  ; esaminiamo  le  medesime  cose  rispetto  a 
quello  delle  ordinate  jr  . 

493.  Risolviamo  la  equazione  [6,]  rapporto  ad 
X,  ed  eguagliamo  a zero  quella  parte  del  suo  Valore, 
eh’  è affetta  da  radicale.  OUenghiamo  la  equazione 

[(Ih*  + — k']h'y  = [h'k'  - (m*- 

E sono  i valori  della  jr  che  la  soddisfano  , i 
^ali  mettono  separazione  tra  quegli  stati  di  sua 
i;raudezza  , considerata  come  variabile  , che  danno 
valori  reali  per  x , e gli  altri  che  ne  danno  Valori 
immaginari  : sono  adunque  essi  i valori  delle  ,ordi* 
nate  di  quei  punti  , che  limitano  il  corso  della  cur- 
va nel  senso  delle  y.  Risoluta  la  equazione  si.  et- 

liene  ■ < 

/=cfen.  • ■ ■ 

Il  quale  valore  messo  nell’altra  [G,]  dà  i 


h 


Dunque  sono  i punti  " 

C ^ \ h' 

|x=T>'  - 
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che  limitano  il  corso  della  curva  nel  senso  dell’  asse 
jr  : sono  essi  cioè  i punti  i più  {ontani  dall'asse 
494*  Biprendiamo  la  derivata  prima  della  ordiua- 

V . h ' . , 

ta  y ^493})  e pomamovi  x =i~^t  : risultai 


< lfei  delti  punti  adunque  la  tangente  alla  curva  fi 
parallela  al  suo  asse.  L’  ordinata  che  vi  cOrtispon^ 
de  è una  ordinata  massima  ; ed  in  essi  le  curva, 
rivolge  concavità  ali’  asse.  < 


dv 

495.  La  derivata  non  potendo  andare  a ze» 
dx 


ro  per  altri  valori  delia  variabile  x , che  per 

h . ' - 

X = — y , avendo  il  fattore  k x ’—hif  soUaottr  , 


'ehe  tale  può  renderla  (490)  ; si  vede  che  la  c^va 
non  ha  altri  punti  ai  quali  corrisponda  una  ordinata 
massima  nè  -di  quelli  ai  quali  una  minima  nc  coi>- 
risponde,.  ^ 


49^.  Sappiamo,  pel  fin  qui  detto,  che  la  curva  ' 
rivolge  in  quattro  punti  concavità  al  suo  asse  ^ « 
da  veder»  se  per  tutti  gli  altri  suoi  punti  pure 
concavità  g]i  rivolga. 

E poiché  una  curva  qualunquó  non  può  avere 
due  archi  consecutivi  , che  rivolgaoo  1’  uno  conca- 
vità e l’ altro  Convessità  ad.  una  medesima  retta 
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posta  dalla  stessa  parte  rispetto  ad  essi  , senza  chu 
nel  punto  che  gli  c comune  non  abbia  luogo  una 
flessione  ; c da  vedere  se  nella  curva  di  cui  si  Irat* 
ta  vi  sono  punti  di  flesso.  £ questi  da  ciascuna 
parte  dell’  asse  non  possono  essere  che  in  uumero 
pari  , a cagione  della  esistenza  dei  delti  quattro 
punti,  ne’  quali’ già  sappiamo,  che  la  curva  gli  rivol- 
go concavità, 

497.  Calcoliamo  la  derivata  seconda  della  or- 
dinata : risulta 

[-.Ai— o*)]r'} 

(Jix-\-kYy  Vf-a’t'x-'-j-iA/ct  yj:— (//»'— A'X'r’]* 

Questa  può  essere  innuitu  quando  è 
hx  -p  Ary  = o , 


oppure 

oìl'x'  — ihkl'yx  -p  (.  to’  — k^)l'y  ' = o 


Delle  quali  equazioni,  la  prima  avendo  una  radice  che 
dà  valore  immaginario  per  / , e la  seconda  avendo- 
ne due  che  sono  le  ascisse  dei  punti  che  limitano  il 


corso  della  curva;  ne  segue  che  quando  -p-;-  = 00 

, QX 


non  ba  luogo  flessione. 

La  derivata  medesima  è zero  , quando 


3V(a’-pA’)yi*-p6A’Ap*_[ift!_(iV-pjt’)(i’— o’)]y»  = o 


E però  se  la  curva  ha  punti  di  flesso , le  lo- 
ro ascisse  non  possono  essere  che  radici  di  questa 
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ultiuia  equazioue.  Esamininmola  dunque. 

498.  Per  economìa  di  calcoli,  e dì  trasforroazio* 
ni,  facciamo  paragone  tra  la  equazione  [/f,]  c 1’  altra 

[i?,]  3A’(a’— V)rx’— = « 

die  , ricercando  , nel  paragrafo  precedente,  i punti 
di  flesso  delle  curve  di  secondo  genere  ottenem- 
mo (464). 

È fucile  il  vedere  die  la  [//)]  è la  stessa  che  que- 
st’ultima,  solo  che  vi  si  cangia  a’ in — a'.  Dunque 
la  condizione  che  determina  la  natura  delle  radi- 
ci della  equazione  [/f|]  , che  mostra  cioè  se  sono 
reali  od  immaginarie  , sarà  la  stessa  che  quella  la 
quale  determina  la  natura  delle  radici  della  [E,]  ; 
contenendo  questa  ultima  condizione  (486)  le  soie 
potenze  pari  di  a.  Per  la  qual  cosa  quando  è 

^5^h'ny^(2aH*  — )]’<-—  )’ 

4 37 

la  equazione  [//i]  ha  tutte  tre  le  sue  radici  reali  ; 
e quando  ha  luogo  il  contrario  ne  ha  due  immagi- 
narie. 

Questa  ultima  relazione,  pel  fattore 
cangiasi  in 

(aa</4  _ Wn^y  < /i*n’  , 
e sviluppando  , in 

< D , 

la  quale  poi  trasformasi  in 

{aC  + h’n‘)  (fl’r  — h'n)  < o 
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La  equazione  adunque  ha  le  Ue  radici  leaK  , 
quando 

ar<h’ni  • 

e ne  ba  due  immaginarie  quando  il  contrario  ha 
luogo  ; se  fosse  a’I’  = h'n  puro  reali  sereLbero  Le 
sue  radici  , ma  due  di  esse  uguali. 

É da  vedere  se  la  a*  , che  indica  di  quanto 
sW  è maggiore  di  e'n  , e che  mostra  la  esistenza 
della  condizione  s'm'  > c'n,  che  debbe  sempre  es- 
sere perchè  le  curve  di  terzo  genere  avessero  luo- 
go , possa  avere  valori  tali  da  iàr  verificare  1'  una 
qualunque  delle  tre  condizioni 

, a f < h'n'  ; aC  = h'n  , aT  > h'  n' 

La  qual  cosa  succedendo  la  equazione  \_Hi\  può 
avere  o tutte  tre  le  sue  radici  reali  , od  in  oltre 
due  di  esse  uguali  , od  una  reale  e due  immagi- 
narie. 

499.  Nelle  curve  di  ' cui  si  tratta  , dovendo  es- 
sere (490) 

sV  — c’n  =a, 
ed  essendo  in  oltre  ' ' 

, ’ i * . ’ 

— a 
»/»*  -f  n' 

si  vede  che  la  a'  può  avere  tutti  i valori  interme- 
di tra  lo  zero  ed  m' , ed  essere  pure  uguale  m - 
, Prendasi  la  equazióne 

a'r^hW 
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vi  si  pooga  io  ?ece  di  h\  ed  f i loro  Talort 
h'  ~ in  — a’ , r = to’  -j.  n' 
e dopo  si  risolva  per  rispetto  ad  a : risalta 


\m  -u  in  ^ 


' “ \m  in  ^ 

. I 

,Ta|oro  maggiore  di  tero  e minore  di  to’;  dunqae 
la  condizione  af  = A’n  pub  veriGcarsi.  £ però  la 
equazione  \_H^  , può  avere  tre  cadici  reali  delle 
quali  due  uguali,  i ‘ 

Essendo  il  valore  a ={  — ; )to* , che  ve- 

\TO 

tifica  la  relazione  al'  = h’tt  , si  vede  che  perchè 
si  verifichi 


at  < h'n 


debb’  essere 


«»•<;(  » 

\TO  an  / 


e perchè  si  verifichi  1’  altra 

af  > h'n'  • , 

debb’  essere 


« > (^-7-—.)  m'  ; 

\OT-{-2/»y 

per  la  qual  cosa  la  quantità  ^ an*)”***  essendo 
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compresa  Ira  lo  zero  ed  m*  ; le  Ire  relazioni  ‘ 
aV’  < /[’«’ , at  = ìCn  , al'  > lìn 

possono  indistiiitameiìta  aver  luogo  ; e perciò  la 
equazione  [/6J  può  avere  o tulle  tre  le  sue  radici 
reali  e dissuguali  ; o tutte  Ire  le  sue  radici  reali  , 
e due  di  esse  uguali  ; od  una  sola  reale. 

Di  qui  segue  die  in  gnerale  la  curva  può  avere 
da  ciascuna  parte  dell’  asse  o tre  putiti  di  flesso  , 
o due,  od  un  solo:  corrispondenleinenle  o alle  tre 
radici  della  equazione  [Z^,]  se  al'  < Kn  , o alle 
due  dissuguali  se  a'l'=h'n,  o alla  sua  sola  radice 
reale*se  aT  > h'n. 

Trattasi  di  vedere  adunque  .se  alle  radici  della 
equazione  [//,]  corrispondano  o pur  nò  punti  di  fles- 
so ; ed  a quali  di  esse  , in  ciascuno  dei  tre  casi 
àU'  < h’n'  , a'r  = h'n,  al'  > hìn  . 

5oo.  Sia  aC  h'n  . 

Abbiamo  già  dello  che  la  curva  rivòlge  concavità 
all’asse  nei  punti  corrispondenti  all’  ordinala  massi- 
ma (494))  ® punti  che  ue  limitano  il  corso  (4Q3); 
e che  pel  ciò  (49'6)  < punti  di  flesso,  se  ne  lia,  debbono 
tra  essi  essere  in  numero  pari.  E però  nel  caso  di 
ei'l'<lh'n'  la  equazione  avendo  tre  radici  reali  e 

dissuguali  , non  possono  tutte  Ire  appartenere  ad  un 
punto  di  flesso , ma  due  di  esse  soltanto.  È neces- 
sario vedere  adunque  quale  delle  tre  radici  non  ri- 
sponde a punti  di  flesso. 

Esaminiamo  yicrciò  1’  ultimo  termine  della  equa- 
zione [Hi] 

— [aA* — (aA’  -j-  — a’)] 

Risolvendo  in  un  modo  diverso  questa  espressione 
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ia  fattori  ^ ottengliiamo. 

Ar’  (*’  — a’)  - ah’  (V  + a’  ) + 2h' 

Dalle  espressioni 

K — n a h = m — a 
si  ba  k'  — a =n  , li  + a = m’  : 

onde  poi  , 1’  ultimo  termine  della  equazione  [H,'] 
diventa 

k'n’  — alìm  J^aKk\ 

Sia  ora  individuato  il  piano  secante  , siano  cioè 
date  le  quantità  A e A;  ; e sia  in  oltre  tale  la  co- 
noidale da  far  essere 

cnì  > sV 

Per  questa  ultima  condizione  la  conoidale  non  re- 
sta individuata  , e può  in  infiniti  modi  variare  ; 
imperocché  vi  sono  infiniti  valori  di  m c di  n che 
la  verificano  quantunque  sia  individuato  il  piano  se- 
cante , ossia  dato  c ed  r : nè  1’  aver  luogo  una  tal 
condizione  toglie  alla  generalità  del  discorso,  come 
già  altra  volta  (408,409)  dicemmo  (*). 


(*)  Se  la  equazione  [C/J  della  enrra,  e T altra  ai  riferiiscro  ad 
un  nuovo  ane  delle  ordiuatc  parallelo  al  primo,  e chè  passaste  pel  punto 

f «nj  y 1 

origine  del  corso  c " } i medesimi  ragionamenli  che 

(r  = o ) 

aegnono  avrebbero  luogo,  ed  i risul  lamenti  medesimi  avrebbero  pur  IlK^, 
Mnza  tener  conto  delia  condizione  0*1»*  > a*n*. 

a8 
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Ora  essendo  (4go) 


la  condizione  citi  > s'tC 

si  cangia  nell’  altra  h'rn  > k'n, 

E pelò  la  pail-e  k'iì  — oJim 

dell’ ultimo  termine  della  equazione  [Hi]  è negativa. 

Potendo  la  m e la  ra  variare  in  infiniti  modi, 
come  abhiara  detto,  la  difierenza  k'n  — alirn,  può 
essere  uguale , maggiore,  o minore  di  abik',  che  è 
indipendente  sì  da  m che  da  n~,  onde  la  quantità 

k'n' — ah'nt  ah'k' 

ossia  r ultimo  termina  della  equazione  [H/]  , può 
essere  zero  , positivo  , o negativo  quando  sia  indi- 
viduato il  piano  secante  , e pel  solo  fatto  del  va- 
riare de'  parametri  della  conoidale. 

Per  la  qual  cosa,  ogni  equazione  di  terzo  gra- 
do avendo  sempre  una  radice  reale  di  segno  contra- 
rio al  suo  ultimo  termine  , 1'  una  delle  tre  radici 
della  equazione  [Hi]  può  essere  indistintamente  po- 
sitiva , negativa,  o zero,  pel  solo  fatto  delle  quan- 
tità m ed  11,  ed  atirhe  quando  queste  sono  tali  da 
far  giacere  la  curva  tutta  intera  nella  regione  po- 
sitiva delle  sue  ascisse  x.  Delle  tre  radici  della  e- 
quazione  [^<]  adunque  quella  che  è sempre  reale 
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ossia  la  prima  di  esse  , come  suol  dirsi , non  può 
appartenere  ad  un  punto  della  curva  , non  può 
essere  cioè  ascissa  di  un  suo  punto.  £ però  è des- 
sa.  che  non  appartiene  ad  un  punto  di  flvsso. 

Dun(}uc  sono  le  altre  due  radici  della  equazio- 
ue  [H,l  , cioè  la  seconda  e la  terza  , che  sono  ascisse 
de' punti  di  ilussu  delia  curva  , quando  < h’n. 

5oi.  Sia  nl’=  fui  . 

La  sccuiida  e terza  delle  radici  della  equazio- 
ne [//,]  divctitaiido  uguali  , i due  puutl  di  flesso 
del  caso  aP  < h'ri  coincidono  ; essi  cioè  si  van- 
no, couliiiuamcnte  avvicinando  per  tutti  i stati  inter- 
medi di  grandezza  dei  valori  della  a , perche  da 
fl’/’  < fin  si  passi  in  aP  = ÌPn.  E però  la  curva, 
dovendo  necessariamente  avere  un  numero  pari  di 
punti  di  flesso  (496))  quando  è aP  = h'n',  non  lia 
flessione  nissuna  : Però  rivolge  dappertutto  conca- 
vità all'asse.  Nel  caso  medesimo  di  aP  — fiiP  la 
curva  Ira  una  curvatura  nulla  nel  punto  corrispoi>- 
dente  alle  due  radici  uguali  della  equazione 

5o5.  Sia  per  ultimo  aP  <;  firP. 

la  questo  caso  la  equazione  [^,]  avendo  una 
sola  radice  reale  , ha  curva  neppure  ha  punti  di 
flesso  ; dovendo  , come  già  più  volte  abbiam  delta^ 
esser  questi  ia  numero  pari» 


5o3.  Bai  fln  qui  detto  in  ordine  ai  punti  di 
flesso  risulta  , che  la  curva  cangia  essenzialmente 
di  fornia  , quando  , essendo  prima  a'P  < fin,  cessa 
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poi  di  esistere  una  tal  relazione.  Cangia  pure  di 
forma  la  curva  quando  è tale  la  a , da  far  restare 
nella  equazione  [Gj]  della  curva  (490)  i soli  ter- 
mini che  contengono  le  potenze  pari  delle  coordi- 
nate ; conciossiachè  in  un  tal  caso  la  curva  , re- 
stando simmetrica  intorno  all’  asse  delle  x , diventa 
eziandio  simmetrica  intorno  a quello  delle  y. 

Ora  perchè  ciò  abbia  luogo  debbe  essere 

a =■  m. 

Di  fatto  essendo  A=  Vr»’  — a\  quando  è a=r» 
è A = o , e la  equazione  [G,]  perde  i termini  che 
contengono  x al  primo  grado  , avendo  essi , come 
è facile  vedere  , la  A per  fattore. 

Quando  a = 7M  , essendo  A = 0 , ba  luogo  la 
condizione 

al'  > nh’ 


e perciò  la  curva  non  ha  punti  di  flesso.  E di  fatto 
la  equazione  [GJ  diventa  allora  quella  di  una  ellisse. 

5o4.  Quindi  è ehe  le  curve  di  terzo  genere  di 
quelle  parallele  al  secondo  asse  indefinito  , in  tre 
modi  piu  essenzialmente  cangiando  di  forma , pos- 
sono in  tre  categorie  distribuirsi.  Chiameremo  : 
Curve  di  Prima  Specie  quelle  corrispondenti  al  cfl«ai 
di  a l minore  di  nh'  ed  a non  zero. 

Curve  di  Seconda  Specie  quelle  che  corrispondono 
«1  c.iso  di  rtT  non  minore  di  nfi  ed  a nè  zero 
uè  ///. 

Curve  di  Terza  specie  quelle  corsispondeuti  al  caso 
di  a = tu , ossia  A = o. 
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5o5.  Le  curve  di  prima  e seconda  specie  po- 
tranno poi  suddividersi  in  varietà  , corrispondente- 
mente ai  diversi  valori  della  quantità  r>  ^ della  a; 
e quelli  di  terza,  corrispondentemente  a'  diversi  va- 
lori della  sola  y.  Quando  in  queste  ultime  h y = niy 
si  ha  un  circolo, 


5o6.  Vogliasi  descrivere  per  punti  una  curva 
di  prima  specie. 

Diasi  un  valore  tale  alla  a da  far  essere 
diasi  cioè  un  valore  alla  a compresa  tra  lo  zero  ed 


hn 

T’ 


o lo  zero  e 


e sostituiscasi  nella  equa- 


zione [C/].  Sarà  quella  che  ne  risulta  la  equazione 
della  individuata  curva  di  prima  specie. 

Prendansi  due  rette  Xx,  Yjr  ortogonali  tra 
ro  ed  indefinite  , e si  assumano  per  assi  delle  coor- 
dinate : ne  sarà  il  punto  d' incontro  C la  origine. 

Ifelie  espressioni 


« = -r  {fik  — mn)  y , x ^ (AA  -f.  mn)  y 

A H 

ponga»  il  valore  dato  per  a , e si  tagli  da  C so- 
pra Xx 

CO  = — (lik  — /«/»)  y ^ Co  = ~ (AA  mn)  y 

c per  Oj  o si  tirino  le  IL,  l'L'  parallele  a Yf.  Sa- 
ranno O,  o punti  della  curva;  e le  ielle  iL  , l'L' 
le  saranno  tangenti  in  tali  punti  c ne  liiuilerauuo 


6. 
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Tat.  <6  il  corso  nel  senso  delV  asse  xX  (Sgn).  Il  punto  O 
^ cade  al  disotto  di  yY^  corrispondendo  il  caso  della  fi- 
gura a quello  di  cW  < sri  ossia  hm  < kn\  cadreb- 
ke  aldi  sopra  se  fosse  invece  c ni^s'n  ossia  hin'^kn^ 
Dal  punto  C verso  X si  prenda 

ca=^r 

per  B si  erga  la  iudefinita  A'X , si  tagli 
BA  = BA'  ==n  , 

e per  A , A'  si  conducano  le  LL' , W parallele  a. 
ex.  Saranno  A , A'  punti  della  curva  ; BA  , ne 
sarà  r ordinata  massima  a destra  di  CX.,  BA'  quel- 
la a sinistra  ^ e le  rette  LL'  , //',  saranno  tangenti< 
alla  curva  nei  punti  A , , e ne  limiteranno  il 

corso  nel  verso  delle  CJK,  Cy  (494)* 

La  curva  sarà  compresa  adunque  uello  spazi» 
del  rettangolo  Lll'TJ  ed  in  esso  inscritta.  11  punto 
B cadrà  sempre  al  di  sopra  di  Yy. 

Si  sostituisca  il  dato  valore  della  a nella  equa- 
zione [Zf,]  (4'97)  , e se  ne  calcolino  le  due  radici 
seconda  e terza.  A partire  da  C verso  X si  tagli 
la  CD  uguale  alla  minore  di  tali  radici  e la 
uguale  alle  maggiore  ; per  D ^ E &\  ergano  lo 
indefinite  FG  , HI , perpendicolari  a CX  ; e so- 
stituito nella  equazione  [G,]  (490)  della  curva  il 
dato  valore  delle  n , ed  i trovati  valori  per  CD  , 
CE  , si  cala’lino  i corrispondenli  valori  della  y , 
e si  taglino  le  DG  uguali  tra  loro  e ai  due 

primi  valori  della  y^  cd  £’// , EI  ^ uguali  ai. 
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'Secondi  ; saranno  F , G ^ U ^ ^ j > punti  di  flesso'^J 
della  curva. 

La  curva  adunque  a partire  dal  punto  Oavra 
un  archetto  minimo  comune  colla  IL,  e si  avvierà, 
allontanandosi  dalla  CX  e volgendogli  concavità 
pcgli  angoli  XOL,  XOl  e così  continuerà  il  suo 
corso  fiiicltè  non  giunga  nei  punti  A,  A'\  ove  toc- 
che) à le  I elle  LV  , //'  ; e dopo  i quali  punti  si 
liav  vicinerà  alla  CX  continuando  a volgergli  con- 
Cavilà  , fìnchè  non  giunga  ai  punti  F , G.  Dopo 
di  questi  continuerà  ad  avvicinarsi  alla  CX , ma 
Volgendogli  invece  convessità  , e glie  la  volgerà  fin- 
che non  giunga  nei  punti  //,  I.  Dopo  i quali  pro- 
cederà innanzi  volgendo  di  nuovo  concavità  all'  asse 
CX , ed  avvicinandogirsi  continuamente,  finché  non 
si  chiudi  in  o toccando  la  W. 

Quindi  calcolando  altri  valori  della  y della 
equazione  [GJ  è fircile  con  un  tratto  libero  della 
mano  descrivere  la  curva  , che  prenderà  la  forma 
espressa  nella  figura. 

£ facile  vedere  eh’  essa  ha  la  forma  medesi- 
ma che  quella  rappresentala  nella  tavola  la.  della 
prima  parte. 


507.  Vogliasi  costruire  per  punti  una  curva 
di  seconda  specie. 

Diasi  ad  a un  valore  tale  da  non  fare  essere 
< Ffì  nè  a , diasi  cioè  ad  a uno  dei 


valori  tra  tutti  i possibili  da  a = ^ inclusivo  , 


sino  ad  a = + m esclusivo  ; e sostituiscasi  un  tal 
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^valore  nella  [Gj  (490). 

Si  assumano  due  rette  indefinite  xX^  or- 
togonali tra  loro  per  assi  delle  coordinate  : ne  sarà 
la  intersezione  C la  origine. 

Da  C verso  X si  prenda 

CO—  (hk  — mn)  r , Co=  (hk  -j-  mn)  y 
a <z« 

dopo  avervi  sostituito  per  a il  dato  valore  ; e per 
O , o si  conducano  le  IL  , VL'.  Saranno  O , o , 
punti  limiti  del  corso  della  curva  nel  senso  del  sno 
asse  ; e le  /Zi , l'L'  ad  essa  tangente  in  tali  punti. 
A partire  dal  medesimo  punto  C si  prenda 


e per  B ergasi  la  indefinita  A' A.  Sopra  A' A taglisi 
BA=BA‘zsn. 

Saranno  BA  1'  ordinata  massima  a destra  dell'  asse, 
BA'  la  ordinata  massima  a sinistra  -,  eA  A , A'  i 
corrispondenti  punti  della  curva. 

E se  per  A^  A'  si  conducano  le  rette  Z'Z,  Vi 
parallele  a CX  ; saranno  esse  tangenti  alla  curva 
nei  punti  A , A' , c M limiteranno  il  corso  nel 
senso  delle  ordinate. 

La  curva  dunque  sarà  tutta  intera  compresa 
nel  quadrilatero  LIVL' , i di  cui  lati  toccherà  nei 
punti  O , A , o , A'  ^ volgendo  dappertutto  con- 
cavità all’  asse  CX  delle  a:,  ed  essendo  simmetrica 
intorno  ad  esso. 

« 


Dìo! 
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Onde  daudo  diversi  valori  alla  ,v  , e calcolan- 
do i corrispondeoti  della  jr , sarà  facile  descrivere 
la  curva  : la  quale  prenderà  la  forma  espressa  nella 
figura  6'  della  tavola  i6. 

5o8.  Vogliasi  per  ultimo  una  ciuva  di  terza 
specie.  Facciasi 


a tc=  m 

nella  equazione  [G,]  delia  curva. 

Cangerassì  , ( per  essere  lì  = V'«»’  — d , 
ed  /t’ -j- Ar’ = /’ ) in 

» » . » * * > 

Yj  ^mx  — ìiy  = 0, 

Che  è la  equazione  di  una  ellisse  degli  assi  n , 

ed  — , e che  abbiamo  delineata  6"). 

m 

\ 

5og.  Onde  nella  colonna  sesta  della  tavola  se- 
dici, veggonsi  delineate  tutte  tre  le  specie  di  curve 
delle  sezioni  di  terzo  genere,  di  quelle  prodotte  da 
piaui  paralleli  al  secondo  a'sse  indefinito. 


Abbiamo  già  veduto  da  quali  piani  secan- 
ti in  generale  sono  prodotte  le  curve  di  terzo  ge- 
nere ; vediamo  ora  da  quali  sono  prodotte  quelle 
di  ciascuna  specie  di  esse. 


28 
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5 IO.  Cottiiuciamo  dallo  interpetrare  la  rela- 
zione 

al  = hn 


Poniamo  in  questa  equazione  in  luogo  di  /»  ed  / i 
loro  valori  ^ poniamovi  cioè 

f z=m  -\-n  , h =tn’  « ; 

oUengliiamo 

a (ro  + n)  = n (rn  — a)  , 

e quindi 

, m n 
^ rn  3Ti 

A causa  di  un  tal  valore  della  a , le  relazioni 
k —Mn+a  , h=\m  -a' 

divengono 

nYa(rn+n)  my/m'-\-n 

k = — - , - » « — 1 ’ 

\m+3n\  \m+3n 


A- 

n^f  2 

onde  poi 

h - 

m 

A 

h 

Ma  è (490) 

— = c 
l 

s 

71V2 

Dunque 

c 

m 
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Ora  se  si  riflelta  che  s e c sono  il  seno  ed  il  co-T^r.  15. 
seno  dell’  angolo  che  il  piano  secante  fò  col  primo-^*'  *■ 
asse  indefinito  della  conoidale  (4o3),  c che  in  oltre 
I : Vo  è il  rapporto  del  lato  del  quadrato  alla  sua 
diagonale  , ci  accorgeremo  ( riprendendo  la  fig.  t. 
della  'fav.  i5  , e dandogli  il  significato  già  datogli 
fin  qui  ) , che  , se  sulla  EB  si  faccia  il  quadrato 
EB0*  , sulla  indefinita  EB  ed  a partire  da  E si 
tagli  la  ER  uguale  alla  diagonale  E/}  ^ e si  con- 
duca CJ?  , il  piano  YCR  sarà  parallelo  a tutti  i 
piani  secanti  di  quelli  corrispondenti  al  caso  di 
aC  = Kn  . Di  fatto  , essendo 

Bd  = EB  = n , ed  J?/?  = VF5  + Td\ 
è ERaEd  — n^2; 

e quindi 

= tang.ang.A  CR  = 

xi  C m 

5oi.  Per  la  qual  cosa  le  curve  di  prima  specie, 
corrispondendo  al  caso  (5o4)  di 

al  ^ ha  ^ 

\ 

saranno  prodotti  da  piani  secanti  paralleli  ad  ogni 
altro  piano  compreso  nell’  angolo  diedro  BCYCR. 

Ed  essendo  le  due  condizioni 

al'  = ìin  , cd  al'  > h'n 
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checorrispoudorio  alle  rurre  di  Rcconda  specie(5o4),cs- 
.se  saranno  prodotte  da  [>iani  paralleli  ad  un’  altro  pia- 
no qualunque  conapreso  nell’angolo  àieiro  RC i^CX , 
incluso  il  piano  YCR. 

Si  a.' La -condizione  a=.m,  dando 
A = <(’  = Vw’  n’  = / 

h = V/rt  — u’  = o 

risulta 


£ però  allora  il  piano  secante  è perpendicolare  al 
primo  asse  indefinito  , e perciò  parallelo  al  piano 
1 ex . Onde  ad  un  tal  piano  sono  paralleli  i 
piani  secanti  corrispondenti  alle  curve  di  terza 
specie. 

5i3.  Da  tutte  le  quali  cose  le  seguenti  propo- 
sizioni risultano. 

Le  'curve  di  prima  specie  sono  prodotte  da 
piani  che  fanno  col  primo  asse  ìnderiuilo  della  co- 
noidale un  angolo  la  di  cui  tangente  è maggiore  del 
rapporto  del  secondo  al  primo  semiparametro,  e minore 
del  rapporto  medesimo  moltiplicato  per  qupllo  delia 
diagonale  al  lato  del  quadrato  fatto  intorno  di  essa. 

Le  curve  di  seconda  specie  sono  prodotte  da  pia- 
ni che  fanno  col  primo  asse  indefinito  angoli  o uguale 
o maggiore  a quello  la  di  cui  tangente  uguaglia 
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il  prodotto  del  rapporto  del  secondo  al  primo  semi- 
parametro  nel  rap|>orto  della  diagonale  al  lato  del 
quadrato  formato  intorno  di  essa,  ma  minore  dì  un 
quadrante. 

Le  curve  di  terza  specie  sono  prodotte  da  pia- 
ni perpendicolari  al  primo  asse  indefinito. 


ARTICOLO  VII. 

Sezioni  della  Conoidale  parallele  al  terzo  asse 
indefinito  ( asse  delle  x delle  sue  coordinate  pri- 
mitive ). 

5i4"  Siano  CX , CV , CZ  , i tre  assi  coordinati 
delle  X , jr  , z.  Il  piano  seraiite  della  superficie  (i6a) 
dovendo  essere  parallelo  all'asse  x,  sarà  parallelo  alla 
retta  CX.  Sia  GLN  un  tal  piano  ; c per  C conducia- 
mo sul  piano  YCZ  le  rette.,»  CZ'  parallela  al  pia- 
no GLy  y e CY'  ad  esso  perpendicolare.  Se  pren- 
deremo tali  rette,  insieme  coll'  altra  CX  per  nuovi 
assi  coordinati  , il  piano  GLN  avrà  per  equazio- 
ne ^ , e la  projezione  della  sue  intei  sezioni  colla 

conoidale  sul  piano  XCZ'  , ovvero  la  equazione  in 
X y e z'  della  curvo  sarà  la  stessa  che  la  sua  equa- 
zione sul  piano  secante.  Permutiamo  adunque  le 
coordinate. 

5t5.  Sia  M un  punto  della  conoidale.  Per  M 
caliamo  la  perpendicolare  MQ  .sul  piano  XCY , e 
pel  suo  punto  O ove  incontra  un  tal  piano  con- 
duciamo la  QP  perpendicolare  a CX  : saranno 
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Tav.  i5  CP  , P,Q  , QM^  le  coordinate  x , y , a del  puii- 
to  M.  Pet  le  rette  CX , CY'  intendiamo  condotto 
un  piano  , e pel  punto  M conduciamo  la  MQ'  ad  uii 
tal  piano  perpendicolare,  e pel  suo  punto  d’  incon- 
tro Q'  con  esso  conduciamo  In  Q'P  perpendicolare 
alla  ex  : saranno  CP  , PQ'  , Q'M  le  coordinate 
x'  , j"',  z'  del  punto  M. 

Essendo  la  MQ'  perpendicolare  al  piano  XCY\ 
ed  al  piano  medesimo  essendo  perpendicolare  la 
retta  CZ' , sarà  MQ'  a questa  parallela;  e perciò 
parallela  ql  piano  ZCY , poicliè  sopra  di  esso  tro- 
vasi la  CZ'.  Al  piano  ZCY  è parallela  eziandio  la 
QM.  Dunque  , il  piano  delle  rette  QM  ^ Q'M  ^ 
è parallelo  al  piano  ZCY , e perciò  perpendicolare 
alla  CX^  Essendogli  perpendicolari  eziandio  le  due 
QP  , Q'P  , le  quattro  rette  QM  , PO  , Q'M ^ 
PQ'  sono  in  un  medesimo  piano  , le  QP  , Q'P 
incontrano  la  CX  in  un  medesimo  -punto  P , e 
tutte  quattro  costitui«cono  i due  triangoli  PQH  , 
MQ'H  , rettangoli  iu  Q , Q' . 

Di  qui  abbiamo 

PQ  = PH  cai.HPQ 
PH—PQ'-  Q'Il 
Q’T!=Q'M{angMMQ' 

« quindi  , essendo  aw^.HPQ  = nn^.HMQ  , 

PQ  = PQ<  cos.  IIPQ  — Q'Mica.HPQ 
‘ ossia 

PQ  = PQ'  cos.{yy'  ) - Q'Mscn.(r)  ' ). 
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In  oltre 

• 

Tat.  i5 

MQ  = MII^  HQ 

MH 

cos.  HMQ' 

fiS-  3. 

HQ=PHitxx.HPQ\ 

fi  quindi  , tenendo  conio  del  valore  precedentemente 
trovalo  per  PH  ^ ed  essendo 


va%.HMQ>^  ^wi.HPQ  _ ang.FCJ^  , 
MQ  ~ MQ'  cos.(  jrj'  ) sen.(  ) 


Metlendo  ora  in  luogo  di  CP  P<^^  QJ\f^  ^ ^ y 
ed  in  Inogo  di  CP\PQ>^  x'  l'  ! 

tenghiamo  ^ * 


ez; 

ot- 


X=zX' 

y =/'cos.(7/)  _ z'sen.(jyi) 
2 = z'  cos.(  jy)  -f-/seo.(7^0 

Se  ora  per  brevità  chiameremo 
c,ii  coseno  dell’ angolo  YCYf 
s il  seno  dell’  angolo  YCY*  ~ ' 
oUerremo  , 

• ' ■ ■ ■ ■ ■ • ■ - • , ' 

X = «' , 

y=zcj'—si\ 
z=ssf  ^ cz' 
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rs  e questi  sodo  i valori  delle  coordinate  primitive,  in 
' funzione  delle  nuove. 

516.  Prendiamo  la  equazione  della  conoidale 

DI.  • • t I 

jr  z mx  t=nz  ; 

e poniamovi  in  luogo  di  a:  , / , z i valori  qui  so- 
pra trovati  : risulta 

( - sz'y  {sf  + cz'y  + rnx"  =s  n\sjr'  -j.  cz')' 

od  anche 

mV’  = (f/  + cz/y[n  - (c/  — jz')*]  : 

e questa  è la  equazione  della  conoidale  riferita  ai 
tre  nuovi  assi. 

517.  Prendiamo  la  equazione 

del  piano  GLM  , ed  eliminiamo  tra  questa  e quel- 
la della  conoidale  la  y'  , ottenghìamo 

mx"'  r=  (r/J  -}-  cz')*  [”’  — — ^2')*] 

c questa  è la  equazione  della  curva  d’  intersezione 
di  un  piano  qualunque  parallelo  al  terzo  asse  inde- 
finito', colla  conoidale. 

518.  Per  semplificare  la  trovata  equazione  della 
curva  , facciamo 


C 
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risulta 

= 2"’  [c’n*  - (/»  — c«")'J 
o più  semplicemente 

[/,]  mx'  =3  z [c'n  — — csz  )’] 

Assumiamo  questa  per  equazione  della  curva  di  cui 
si  tratta  , ed  essa  discutiamo. 

5ig.  Pel  modo  come  il  secondo  membro  della 
equazione  [/,]  si  compone  , chiaro  apparisco  eh’  es- 
sa uou  dà  sempre  valori  reali  per  x.  Conciossiachè 
onde  ciò  accadesse  dovrebbe  essere  sempre 

\cn—{e—  csz)’]  > o , 

la  qual  cosa  ben  può  non  aver  luogo , polen- 
do la  z essere  cosi  grande  da  rendere  il  quadra- 
to di  ( ^ csz  ) maggiore  di  c’n’,  e perciò  la  detta 
espressione  minore  di  zero.  Per  vedere  qual  ù il  piu 
gran  valore  die  può  avere  la  z senza  rendere  im- 
maginaria la  X facciamo 

cn  — ( S — csz)'  z=  o 

risulta 

cn  -{.0  — csz  = o , cn  — csz  — 0 
c quindi 

" _ , cn  — 0 

cs  ' cs 

-''9 
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c però  iii  s deve  essere  conleuuta  sempre  tra  que- 
sti valori. 

Ora  di  tali  due  valori  , ammeno  clie  non  sia 
fi  — (a  od  s z=o  , niuno  può  diventare  iuGiiito , 
qualunque  sia  e , J , e , tì  : e quando  fosse  <x> 
così  diventerebbe  x,  come  vedesi  dalia  equazione  [/,]. 

Dunque  in  generale  lulfe  le  curve  contenute 
nella  equazione  [/,]  , c che  pei  diversi  valori  di 
^ , c , ^ , si  ottengono  non  hanno  rami  influiti. 

Per  la  qual  cosa  le  curve  di  cui  si  tratta,  non 
possono  punto  per  la  considerazione  di  rami  infini- 
ti classificarsi.  Quindi  ad  altre  circostanze  , è ne- 
cessario ricorrere. 

5ao.  Poniamo  nella  equazione  [/;]  j:=o,  ri- 
sulta 

s’[cV  — {/}  — csz  )’]  = o 

equazione  che  ne  porge  altre  tre  : e sono 

z=i  o , cn  S — csz  = 0 , cn  — /?  -j-  erz  = o ; 

e però  quando  x = o , corrispondouo  tre  valori 
per  z . Esaminiamoli. 

Risolvendo  le  Ire  equazioni  surriferite  otteii- 
ghiamo 

cn  + cn  — B 

m f\  •*  


531.  Di  questi  tre  valori  della  z , il  primo  è 
sempre  zero  , il  secondo  c sempre  positivo,  il  teizu 
può  essere  , o negativo  , o zero  , o positivo. 
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Esaininiomo  i caogiameuti  di  ijuesto  terzo  vato- 
le  della  z.. 

5aa.  Sia,  /?<cn  : it  terzo  valore  della  z è ne~ 
gativo. 

Dunque  quando  /f  ^ cn  la  curva  iucoutra  tre- 
volte  r asse  delle  ascisse  z;  rincontra  cioè  alla  ori- 
gine delie  coordiuate^  oella,  regione  positiva  e iielLa 
negativa. 

5a3.  Vada  crescendo  la  /f  ; il-  terzo-valore  della  s- 
(5ao)  anderà  diminuendo  -,  e però  il  puutoid’  incontro- 
delia  curva  coll’asse  delle  z , e che  giace  nella  re- 
gione negativa  di.  esse,  si  và  continuamente  acco- 
stando al  punto,  il  quale  è intersezione  dsllai  cutvìa 
coll’  asse  z , nella  origine  delle  coordiuatc. 

5a4.  Sia  fiz=.cn  : il  terzo  valore  della  z di- 
venta zero  ; il  punto  d’ incontro  corrispondente 
cioè  , coincide  coll’  altro  che  è alla  origine,  delle- 
coordinate„ 

Dunque  quando  cn  la  curva  incontra  l’as- 
se delle  z in  due  soli  punti;  ed  uno  di  questi  può 
aversi  come  punto  dì  coincidenza  dei  due  diversi 
punti  d’incontro  , che  al  caso  di  c»  corrispon- 
dono. 

5a5.  Continui  a crescere  la  ^ , dopo  essere  di- 
ventata uguale  cn.  Il  terzo  .valore  della  z diventerà 
positivo  , ed  anderà  sempre  piu  crescendo  in  gran- 
dezza . 

Dunque  il  terzo  punto  d’iutcrseziane  della  cur- 
va coll’  asse  delle  z dalla  legione  negativa  sarà  pas- 
salo nella  positiva  quando  0 > cn.  Ma  ahbiam  veJu- 
to  (5ig)  che  la  z deve  aver  sempre  valori  compresi 
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tra 

n + ^ cn  — ff 

cs  * cs 

Dunqne  quando  /?  > cn  la  curra  incontra  Tas- 
se delle  X in  due  soli  punti.  Ha  in  oltre  un  punto 
isolato,  che  esiste  sul  medesimo  asse  , imperocché 
posto  ad  un  tempo  a:  e z uguale  zero  la  equazio- 
ne \Ji\  è sod(4sfatta. 

5a6.  Di  qui  si  vede  , che  la  curva  corrispon- 
dente al  caso  di  f cn  dilfL-risce  notabilmente  da 
quella  coi  rispondente  al  caso  di  ^ cn,  e che  nel 
caso  di  _ cn  la  curva  dilTerisce  da  quelle  degli 
•Uri  due  casi. 

537.  Queste  circostanze  , che  accompagnano  la 
variazione  del  terzo  valore  della  z corrispondente 
ad  X = o , ci  sembrano  bastevoli  esse  sole  per  rav- 
visare nella  equazione  [/,]  curve,  che  possono  in  or- 
dine alla  loro  natura  in  tre  generi  distribuirsi. 
Chiameremo 

Curve  del  Primo  Genere  quelle  corrispondenti  al 
caso  di  11'  = cn. 

Curve  del  Secondo  Genere  quelle  corrispondenti  al 
caso  di  0'  < cn  , 

Curve  del  Terzo  Genere  quelle  che  al  caso  di 
cn  corrispondono. 

538.  Classificate  le  curve  della  equazione  [/,]  , 
vediamo  da  quali  piani  secanti  sono  prodotti;  quel- 
le, che  u ciascuno  dei  tre  gciicii  corrispoiulono.  Per 
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fare  la  qual  cosa  cominciamo  dall’  interpetrare  la 

S fi 

espressione  — . 

c 

Biprendinmo  (5i4,5i5)  la  figura  terza  della  ta-TA».  is 
vola  i5.  Sopra  CJZ,  ed  a partire  da  C prendiamo^*' 
la  CE — m',  per  conduciamo  un  piano  parallelo 
al  piano  YCX^  e sia  la  indefinita  DB  la  inter- 
sezione di  un  tal  piano  colT  alti o -JXZ.  Da  E ver- 
so Zf,  e verso  D prendiamo  le  parti  EB  — DE  — n, 
e col  centro  E ed  il  raggio  DE  intendiamo  sul  me- 
desimo piano  deicrilta  la  circonferenza  DyiB  : sarà 
essa  una  delle  direttrici  della  supeificie.  Sia  ^ il 
suo  punto  d’incontro  col  piano  ZCY:  per  ^con- 
duciamo la  j/X'  parallela  a CZ  : sarà  1’  una 
delle  rette  di  permutazione  , C^'  il  secondo  se- 
miasse parametro. 

Il  piano  GLN  avendo  per  equazione  (5i4) 

•'  Cy  perpendicolare  ad  Z<G,  onde  il  triangolo 
CFL  è rettangolo  in  F.  Quindi 

FL  = CF  tang.(jj') 

Ma  a causa  della  equazione  y'  t=  £ , è 

CF^b. 

Dunque 
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Tat.iS  ossi» 

figl. 


c 


529.  Ora  pel  moJo  come  si  è trovata  la  equa- 
zione «Iella  curva  , è , nello  spazio,  GL  l’asse  del- 
le z'  della  curva  , cd  1'  origine  delle  coordinate:, 
dunque  quando  uLbiam  fatto  (5 18) 


c 


siamo  passali  «lalla  origine  F alla  origine  L. 

Per  la  qual  cosa  1’  origine  delle  coordinate  del- 
la cqufuiune  [/,]  vien  data  dalla  intersezione  del 
piano  secante  col  secondo  asse  indefinito  della  su- 
perficie. 

53o.  Il  triangolo  CFL  dà 

CF  = CL  cos.{/f'). 

Però  quando  il  piano  GLN  passasse  pel  'pun- 
to jÌ'  sarebbe 

CF,  = C^'  cos.(jy) 
ossia 
p =m  . 

Dunque  nel  caso  di  <?  = ffn  il  piano  secante  passa. 
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per  1’  estremo  del  secondo  asse  parametro.  «*^'3 

Essendo  cn  ; è CF'^cn  , c CF^i^cn.  * 

Dunque  nel  caso  di  ^ ^ C7i  il  piano  secante  ta- 
glia il  secondo  asse  paiamelio  , ovvero  passa  tra 
4 suoi  estremi  , c nel  caso  di  B cn  il  piano  se- 
cante non  incontra  il  secondo  asse  parametro  , or* 
vero  lascia  i suoi  estremi  da  una  medesima  parte. 

43(.  Quindi  risulta,  che 

Le  curve  del  primo  genere  sono  prodotte  da  piani 
che  passano  per  1’  uno  degli  estremi  del  secondo 
asse  parametro. 

Le  curve  del  secondo  genere  sono  prodotte  da  pia- 
ni che  passano  Ira  i detti  estremi. 

Le  curve  del  tereo  genere  sono  prodotte  da  piani 
che  si  lasciano  da  una  medesima  parte  gli  estremi 
del  secondo  asse  parametro. 

53s.  Le  espressioni 


appartenenti  a’  punti  d’  incóntro  della  curva  col 
suo  asse  delle  ascisse  , pure  meritano  essere  iuter- 
petratc. 

Abbiamo  già  veduto  (Sag)  che  la  origine  delle 
coordinate  della  equazione  [/,]  vìen  data  dalla  inter- 
sezione del  piano  secante  col  .secondo  asse  indefinito: 
dunque  le  tre  espressioni  della  z debbono  esprimere 
lunghezze  computate  sulle  rette  , ZG, 
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i5  ed  a partire  dai  punii  Zi,i  ) secondochè  e_ 

fi  ^cn  , H — cn  , e cn  . 

533.  Sii!  fi  < cn.  L’espressione  z = o , espri- 
merà il  pillilo  Z"  (529). 

Sul  pioluiigameiilo  di  FC  verso  jr  prendiamo 
CA,'  = CA'  , e per  Aj  liriamo  una  parallela  a 
CA,.  La  G„L„  essendo  inclinala  alla  ì'y  , e la 
A'G„  essiitdoijli  perpendicolare  ed  essendo  enlram- 
lie  sopra  un  inedesiino  piano  , s’ incontreranno.  Sia 
G,i  il  loro  pillilo  il’  incontro  ; si  sarà  costiluito  il 
triangolo  G ^A ! Lii . Sara  per  conseguenia 


seu. 


Ma  h poi,  come  risulla  dalle  coslruiioni  fatte  , e 
dalle  cose  dette  più  sopra; 

A/L„  =A/C+  CL„ 


CL„  = . ang.(^/G„Z„)  = ang.C/T»  ) 

" sen .(//') 


Aie  _n  , "/»■*  Il 


c 


Dunque 


"+7 


s 

cn^  3 


cs 
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Dunque  la  ^cunda  iutersezioue  della  curva  col  suoTtv.  >:> 
asse  delle  ascisse  vieu  dato  dalla  ialersezioue  del  ^ 
piauo  secante  colla  retta  di  permutazione  posteriore. 

Abbiamo  ora  dimostrato  che  la  retta  in- 
contra la  ; per  le  ragioni  medesime  incoii- 

trerà  ancora  l’altra  AA'  : però  costituiscesi  1’  altro 
triangolo  L,,A'g„  . Quindi 


L„A' 


Ma 


LuA<  = CA>  — CL„  , CL„ ttliii- 

s a 

cos. g^L„A  '-sea.(jry),  = — 

Dunque 


cn  — Ji 


cs 


Dunque  la  terza  intersezione  della  curva  col  suo 
asse  delle  zela  vico  dato  dalla  intersezione  del  pia- 
no secante  colla  retta  di  peimutazione  anteriore^ 
534.  Nei  caso  di  = cn  il  plano  secante  passan- 
do per  lo  estremo  del  secondo  asse  iiidefìnito  (53 1)  , 
passerà  (>el  punto  A',  ed  incontrerà  in  un  medesimo 
punto  il  secondo  asse  indefinito'  CF , e la  retta  di 
permutazione  A A'.  Ma  1’  inronlro  dei  si;condo  asse 

af)  '* 
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' indefioito  dà  il  primo  pnnto  d’  iatcrsezione  (533) 
e l’ inconlro  colla  retta  ÀÀ'  dà  il  terzo  (Sag). 
Dunque,  tali  punti  d’ intersezione  debbono  coitici* 
dere.  Questa  c la  ragione  geometrica  per  cui  quan- 
do = cn  , il  primo  ed  il  terzo  punto  d’ inter- 
sezione si  riducono  in  un  solo. 

S35.  Sia  ^ > cn.  La  orìgine  delle  coordinate, 
della  equazione  [/,]  , essendo  data  , come  abbiamo 
veduto  (539) , dallo  incontro  del  piano  secante  col 
secondo  asse  ìndeCnito,  sarà  L un  tal  punto. 

Facendo  sul  triangolo  LAI&  il  calcolo  mede- 
simo che  sul  triangolo  abbiam  fatto  (533), 

si  ha 


cs 


Dunque  nelle  curve  del  terzo  genere  la  seconda  in- 
tersezione della  curva  col  suo  asse  delle  ascisse  vicn 
dato  pure  dalla  intersezione  del  piano  secante  colla 
retta  di  permutazione  posteriore.  Ed  egli  è per  que- 
sta ragione  che  I’  ascissa  di  un  tal  punto  è anche 
qui , come  negli  altri  due  generi  di  curve,  positiva; 
imperciocché  le  tre  distanze  Z/,G,„  A'G^^  LG  giac- 
ciono tutte  nel  medesimo  verso. 

Considerando  il  triangolo  LA'g  , rettangolo  in 
A'  si  ha 

LA' 

~cos.gLA’' 
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LA'^  CL  — CA‘ , 


CL  = 


LF 


4-jy 

T*v.  i5. 

H-  3- 


KB 


cos.gLA'^  sen.(_^j')  , LF  = ‘ — . 


Duoque 


- cn  — B 
Lg^~ 


cs 


£ però  nelle  curve  di  terzo  genere  il  terzo  punto 
d’  intersezione  della  curva  col  suo  asse  , vieu  dato 
nello  spazio  dalla  intersezione  del  piano  secante 
• olla  retta  di  permutazione  anteriore,  come  in  quel- 
le di  secondo  genere.  Intanto  la  distanza  Lg  gia- 
cendo nell'  islesso  verso  dell’  altra  LG  , ed  essendo 
questa  positiva  , sarà  pur  essa  positiva. 

536.  Dopo  il  6n  qui  detto  intorno  al  secondo 
e terzo  punto  d’  intersezione  della  curva  col  suo- 
asse  , si  vede  per  quale  ragione  1’  ascissa  del  terzo 
punto  d’  intersezione  è positiva'nelle  curve  di  terzo 
genere,  zero  in  quelle  di  primo,  e negativa  in  quel- 
le dì  secondo. 

537.  Quarùo  al  primo  punto  d’  intersezione  la 
di  cui  ascissa  è z=o  , si  vede  (Sag)  eh’  esso  cor- 
risponde al  punto  L„  nelle  curve  di  secondo  genere, 
ed  al  punto  A'  in  quelle  di  ]>rimo.  £ si  vede  pure 
die  nelle  curve  di  terzo  corrisponde  al  punto  Z. 
Il  quale  non  appartiene  alla  conoidale  ; imperoccliè  e 
pur  la  generazione  di  essa  , e come  già  1’  algebra  W 
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5 e detto,  delta  retta  indefinita  Yy^  la  sola  parte  AÀ' 
appartiene  alia  superficie.  £ però  il  pujito  L non  è 
punto  d’ intersezione  del  piano  secante  GLN  colla 
conoidale.  Quindi  una  contraddizione  si  manifesta,  a- 
vendo  noi  già  veduto  (5a5)  corrispondere  il  valo- 
re z=o  , ad  un  punto  isolato  della  curva.  Ma  una 
tale  contraddizione  è apparente. 

538.  E per  rendersene  ragione  è da  por  mente 
alla  natura  delle  funzioni  , die  nell’  esprimere  al- 
gebricamente la  siipei'ficie  si  generano. 

Abbiamo  veduto  clic  essendo 

^ JC  = rt 

i r = b 

una  retta  ; pcrtbè  essa  possa  generare  la  si)[»cifieie 
debbono  essere  tali  le  tre  quantità  a , b , »,  da 
soddisfare,  ed  in  no  modo  reale,  le  ducTcquazioni 

b’  — n — a — sxrrm  — 
b'  — ' fl’  -f-  2<tam  — ct’fn; 

1 1 

e die  queste  essendo  due  mentre  le  « , b , « , sono 
tre,  r una  di  esse  ò sempre  indeterminata. 

Nella  parte  non  sviluppabile  della  superficie,  cioè 
nella  conoidale,  la  a è zero,  perchè  la  retta  generatrice, 
die  movendosi  secondo  la  sua  prima  giacitura  genera 
la  ronoidale  (8  e segu-')j  passa  in  tutte  le  sue  posizioni 
per  una  medesima  retta  che  è la  retta  doppia,  e die  noi 
ahliiamo  assunta  per  asse  delle  (162).  Dunque  per 
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(ulta  ]a  conoidale  le  funzioni  che  si  geticiano  e clic 
sono  nella  equazione  di  essa  contenute  , debbono  es- 
sere tali  da  poter  ammettere  valori , pei  quali  sia 
soddisfatta  la  condizione  di  essere  h , od  « , in- 
determinata e reale. 

Ora  la  equazione  della  retta  mobile  diventando 
C a:  = mz 

h 

quando  genera  la  conoidale  ; per  tutta  essa  la  quan- 

X 

lità  a è uguale  al  rapporto  ■ — ; c perciò  alla  con- 

« z 

X 

dizione  di  potere  far  essere  il  rapporto  — indeter- 
minato e reale,  debbono  soddisfare  le  funzioni  con- 
tenute nella  equazione  della  conoidale  : ossìa  le  co- 
ordinate dei  suoi  punti,  E poiché  i punti  d’ interse- 
zione di  un  piano  colla  supeiiìcie  sono  eziandio  pun- 
ti di  questa  ; ne  segue  die  quando  la  equazione  [/,] 
non  iiidipeudcnteracnte  voglia  considerarsi,  ma  in  vece 
come  quella  delle  curve  di  intersezione  della  conoi- 
dale con  piani  paralleli  al  suo  terzo  asse  indefinito  ; 
i valori  delle  coordinate  della  curva  eh’ essa  rappre- 
senta non  solo  debbono  soddisfarla,  ma  debbono  anco- 
ra essere  (ali  da  poter  soddisfare  ullu  detta  condizione, 
di  poter  fare  essere  indeterminato  e reale  il  rapporto 
X 

— ; o ciò  che  toma  lo  stesso  nel  soddisfare  ed  in 
s 

modo  reale  la  equazione  [/,]  , quando  il  detto 
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rapporto  essendo  messo  ia  cvtdciua  presentasi  iude- 
terminato. 

Per  ottenere  la  equazione  delle  curve  di  cui  si 
tratta  abbiamo  permutato  le  coordinate,  facendo  (5i5) 
z =sf  cz>,  e poi  ponendo  (5i'])jr'  z=  fi  , e facendo 

in  oltre  (5i8)  z'c=  z" — . Onde  il  rapporto  da  met- 

tere in  evidenza  nella  equazione  [/<]  è — . Ma  quando 
e simultaneamente  jt  , e s uguale  zero  il  rappor- 

JC 

*0  “ presentasi  iodeterminato.  Dunque  quei  puuti 

corrispondenti  alle  coordinate  x = o , z = o , non 
appartengono  alla  curva  d’ intersezione  , che  quando 

calcolato  dalla  [/J  il  valore  di  — , questo  è reale. 

Presa  la  equazione  [/,]  , e determi  natone  il 

valore  del  rapporto  , otteugbiamo  per  esso 

È da  vedere  se  facendo  .x  e z uguale  zero,  tal 
valore  è reale  od  immaginario.  Se  ha  luogo  il  pri- 
mo caso  i punti  coirispoiidciiti  ad  jt  = o , 8=3=0 
appartengono  alla  curva  d’intersezione}  se  ha  luogo 
il  secondo  i delti  punti  non  appartengono  alla  curva. 
Facciamo  jr  3=2=0,  il  detto  valore  divciilu 
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il  quafe  I reale  se  ff'  è uguale  , oppure  minore  di 
di  Jn,  ed  è immaginario  se  fi'  > cV.  Dunque  nelle 
curve  di  terzo  genere  (537)  essendo  fi'  > cV,  il 
punto  delle  coordinate  n:  = o , z = o non  appar- 
tiene alla  curva. 

E ^icliè  ciò  deriva  dal  prendere  in  considera- 
zione il  rapporto  ^ , che  dipende  dalla  superficie  ; 

ai  vede  che  quando  la  curva  » indipendentemente  si 
consideri  , di  un  tal  rapporto  non  potendosi  tener 
conto  , essa  ha  di  fatto  un  punto  isolato  ; la  equa- 
zione ^ 

m’x'  = 2’.  [cV  — (jj  — Cfz)*] 

essendo  soddisfatta  da  x = o , z = o . 

Quindi  vedesi  la  verità  di  ciò  che  abbiam  det- 
to, e che  niuua  contraddizione  ha  luogo  (*), 


"P"  P“  in  «ne 

r»le , ed  elgebrioameote , che  quantuniue  la  eqUuiow 

tu  •oddUEitU  (U  arso,  *so,  punf  la  reila 

tarso 
( « = o 

non  é per  tutta  la  sua  luogbezia  retta  della  superBcie;  ;mpe>r;..fTlic  ; il 
Talore  del  rapporto  — , tratto  dalla  equaiione  della  conoidale , 

m ^ 

non  é reale  qnando  j^so  oppure 

— Egli  è per  lo  spirito  del  6tto  ragionannaU) , che  Gasparo  Uongi 


% 
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Discusse  le  generalità  della  equazione  esa- 
miniamo l’uno  dopo  l’altro  i tre  casi  di  = t V » 
$'  < eri  , > cn\ 


0 


Della  sua  AppUcazioné  dcU'AoiUti  alla  Geometria  ottiene  per  la  cquazioac 
fiqifa  delle  ooooidaii 

^G’0=“ 

f(«ciKloUi  diuwdere  dalla  iotegraiioiic  della  lua  cquauone  diflèrcinialc 

oppure  più  semplicemente  * 

*~^(0 

DÌuo  conto  tenendo  della  diSèrenziale. 

y 

Ed  è per  laiciare  in  eTÌdenia  il  rapporto  ^ ( che  ticn  luogo  del- 
r altro  ~ del  testo  ] , che  ai  arresja  alla 


senu  liberare  dai  fratti , quando  la  equazione  della  conoidale  di  Wallit 
Tool  date. 

Cbe  te  TOglian  un  esempio  nel  quale  il  detto  rapporto  laKÌato  in 
eridenza  mostra  cbe  per  tutta  la  sua  lunghezza  la  reità  direttrice  appar- 
tiene alla  conoidale,  prendasi  la  conoidale  ad  elica  direttrice. 

Cbiamando  • il  detto  rapporto  la  equazione  è 
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Ctin'e  del  primo  genere  di  quelle  prodotte  da  pia- 
ni pnra’leli  al  terzo  asse  indefinito  ; ossia  caso 
di  = c’ii’. 

539.  Ripreniliamo  la  equazione 

[/,]  nix  = s’[c’it’  — {fi 

e faccianao  ff==cn.  OUenghiamo 

[ffj  in‘x'=  cs'z^{3cn  — «3)  : 

e questa  è la  equazione  delle  curve  di  primo  ge> 
nere  cii  quelle  di  cui  «i  ti'atta. 

54q.  Cominciamo  dall’ esaminare  il  corso  dulia 
cerva  nei  punti  ove  incontra  Tasse  delle  ascisse  z; 
determiniamo  perciò  tali  punti. 

Facciamo  d = cn  nei  tre  valori  della  z del  nu- 
mero 530  : ottenghiamo 

VI 

2 = 0,  c = — . 


E qui  il  Tj)p|iortO  « prcwitlaù  inHct<'rmin.‘)to  quando  V o ; 

non  avendu  mai  luogo  immaggiiuuicU,  ai  vede  (bc  la  rdla 


I 


4T  = 0 , 

y=o 


tutta  intera  appai'ticnc  alta  «uperficre.  E di  fatto  J'tlica  andando  an*  infi- 
nito nrl  verso  de)  ano  asse,  vò  all'infinita  J.t  sup'.rfirir  nnl  verso  dell*  a*- 
•e  medesimo,  clic  è per  lo  appti'>to  la  retta  diiTiij^f^. 

f''.  A/on^<*  — j4ffpìic(UÌnn  cA?  C yinn'y se  ìi  iu  ^ttrt./Awr  è- 

ilinnn,  5-  IV.  — Pjiia  i8op. 

3o 
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Tat.  iESooo  queste  le  ascisse  dei  puuti  , ove  le  curve  di 
primo  genere  incontrano  l’asse;  e le  corrisponden- 
ti applicate  ne  limitano  il  corso. 

Siano  le  due  rette  ortogonali  tra  loro  Xx  , 
AZ  gli  assi  coordinali  della  equazione  \.Ki\.  È AZ 
1’  asse  della  curva  , I’  origine  A delle  coordinate 
uno  dei  suoi  due  punti  d’  incontro  coll’  asse  , e se 


prendasi  = — è l’altro  di  tali  due  punti: 
s 

e sono  , 1’  applicata  CG-nel  punto  A'  , e la  Xx 
nel  punto  A , che  limitano  il  corso  della  curva; 
onde  al  disotto  di  Xx  , ed  al  disopra  di  GC  non 
vi  è curva. 

54r.  Per  esaminare  il  corso  della  curva  'nel 
punto  A , dalla  equazione  [iiTi]  calcoliamo  la  deri- 
vata prima  della  ordinata  x , e facciamovi  z=s"0  : 
ottengliiamo  prima 


«Ijf 

jT 


= ± 


csz{Zn  — 2i*) 
Ssz(  in  — sz) 


c poi 


Ax 


O 


Dunque  nel  punto  A la  curva  tocca  il  suo  as- 
se. E però  , non  esistendo  curva  al  disotto  della 
Xx  , nel  punto  y^  v’  è un  Cuspide  , o punto  di 
regresso. 

.542.  Per  esaminare  il  corso  della  curva  nel 
punto  A'  pongliiamo  nella  derivata  medesima  della 


©igiti^eUby  Google 


CONSIUERAHOKI  Atlif  uriche 
X , 2 c=3  — : risalta 


dx 


467 

T»¥.  16. 
fit-  7- 


Dunque  nel  punto  dell'  ascissa  z = — U 

tangente  alla  curva  è perpendicolare  al  s*o  asse. 
Però  la  GC  è tangente  alla  curva  nel  punto  A'; 
e poicliè  al  disopra  di  GC  non  può  esistere  curva  j 
ne  segue  che  nel  punto  B ha  luogo  semplice  rac- 
cordamento. 

543.  Risulta  dai  due  ultimi  numeri,  che  nelle 
curve  di  primo  genere  di  quelle  di  cui  si  tratta, 
r asse  della  curva  gli  ò tangente  al  cuspide  nor- 
male al  vertice. 

544*  Ciascuna  metà  della  curva  , iacontranda 
io  due  punti  l’asse  AZ  , deve  tra  i suoi  estremi- 
A , A' , avere  un  punto  che  corrisponde  ad  una 
ordinata  massima.  Per  ottenere  l’ ascissa  [di  tali, 
ponti,  facciamo. 

dx  esz(3n  — srz) 

- - = ± = o : 

dz  Vsz(2n  — *z  ) 

ciò  che  si  verifica  facendo 

3n 

z = o , oppure  z s=  — 
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S-  1- 


àx 


Oia  quantunque  z = o renda  zero  la  dtiivula 


~ , il  punto  dell’ ascissa  di  un  tal  valore  non  ri- 

QZ 


sponde  ad  una  ordinata  massima  ; essendosi  già  ve- 
duto (540  punto  deU’asciasa  z = o v’  à un 

cuspide.  Quindi  è che  tra  i punti  A,  A'^  e da  cia- 
scuna parte  dell’  as.se  v’  è un.  .sol  punto,  che  ha  l'or- 
dinata massima  ; ed  è quello  dell'  ascissa 

3n  3 an 

? ^ OSSìd  Z ss  • 

•as  4 ^ 


Ala  il  diametns  ortogonale  A A'  uguaglia  — (54")  • 

s 

Dunque  se  dividiamola  in  quattro  parti  uguali, 
e pel  terzo  punto  di  divisione  D a cominciare  d.i 
A ergiamo  la  EF  pei'pemircolare  ad  AZ,  ; .sono 
sopra  EF  \ punti  corrispondenti  all' ordinala  mas- 
sima. Quindi  se  chiameremo  Diametro  ortogonale 
la  lunghezza  A A'  dell'  asse  , n’  emerge  la  proposi- 
zione seguente  : 

Nelle  curve  di  primo  genere  1’  oi  Jiunfa  mas- 
sima giace  ai  tre  quarti  del  diametro  oi logonale  dal 
cuspide  , ed  all'  uo  quarto  dal  vertice. 

545.  Per  trovare  di  grandezza  1’  ordinala 


3rt 

massima,  poniamo  z=  — 

2 9 

la  curva  (539)  ; ollenghia 


nella  equazione  [A',J 
mo  per  essa 


del- 


3 CH 

4 fin 


V3 
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Pt-r  la  qual  cosa  tagliando  sopra  EF  ^ ed  a par-'i\v.  i6 

„ , " fiS-  7- 

lire  da  D le  parli , DE  = DF  = — ~ — V3  ot- 

4 sm 


tcnghiamo  in  £ , JF,  i punti  della  curva  corrìspon- 
deuli  all'  ordinatii  massima.  E se  per  li  punti  £,  F 
condurremo  le  GN ^ CM  parallele  alla  sono 

tali  rette  tangenti  alla  curva  nei  punti  E , Z';  ed  è 
essa  (54 o)  tra  le  quattro  rette  GC,  CM^  MN^  NG 
compresa. 


546.  La  curva  toccando  le  tre  rette  AZ,  CM 
GN , che  sono  parallele  tra  loro,  dovrà  tra  i punti, 
di  contatto  cd  £ , e gli  nitri  ed  esistervi 
necessariamente  un  punto  di  flesso  ; concìossiachè 
avendo  lungo  un  cuspide  in  A (54 1),  ivi  la  curva 
'leve  iivu!;^ere  convessità  all’ asse  AZ  , e toccando 
F.G,  CF,  in  E,  F deve  in  questi  punti  rivol- 
gergli C'):;cavità. 

Occupiamoci  adunque  della  ricerca- dei  punti  di 

tI''SSO. 

'•alcoliamo  la  derivata  seconda  della  x dalia 
equiizioije  : risulta 

d’-r  cs{is'z  — 6j«3 3w’) 

" Vj2(2n  — 

« 

E questa  è infinita  quando 
ari  — r«  = o , 

ed  è zero  quando 

aj’z’ — 6snz  + 3n  — o 


Digilized  by  Coogle 


PARTE  SECONBA 


47® 

T»t.  i6  547.  La  prima  di  quesl«^  due  ultime  equaiionr 
fis-  7'  porge 

an 

s 


elle  è l’ascissa  del  punto  A,  (54o)  » ® P®™  quando  I*' 

A'x  j • 

— è infinita  non  ha  luogo  flessione  ; essendosi 
ds' 

già  mostrato  (54  2)  ®^>®  *u  luogo  scmplic* 

raccordamento. 

548.  L’  altra  equazione 


axV  — 6snz  -f-  3n’=  o 


risoluta  porge 


3n  n ... 
± — V3: 

3J  • 3S 


onde  due  valori  per  z. 

Prendendo  il  segno  superiore  si  Ita 

3f  ai 

die  può  scriversi  pure 

3 an  I an 

Z = . + 7 ' — • 

4 S 4 J 

Per  ciò  che  abbiamo  detto  (544)  ® 

3 an  f 3'» 

AD  = 7 • — , e -DA'  7 • , 

4 j ’ 4 * 
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Dunque 


V > AD  -f-  DA'  , ossia  z'  > AA> 


4?i 

Tìt.  i6. 
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E però  il  punto  dell’ascissa  x'  cade  fuori  della 
curva. 

Dunque  al  primo  valore  z'  della  z di  quelli 

che  rendono  uguale  aero,  non  possono  rispon- 
dz 


dere  punti  di  flesso. 

Ma  abbiamo  veduto  d’altronde,  che  un  punto 
di  flesso  da  ciascuna  parte  dell’  asse  deve  necessa- 


riamente esistere  , e che  a 


d'x 

dz’ 


infinito  non  corri- 


sponde una  flessione  (547). 

Dunque  due  solo  sono  i punti  di  flesso  : ed  al 
secondo  valoie 


3n 

3f 


as 


d’x 

di  quelli  che  rendono  zero  corrispondono. 

d’z 

3n  n 

La  espressione  z"-^=  — — — '3  , potendosi 


scrivere 


?!L_ì.?!*v3 

s 4 * 
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è jìci'ciò  per  Ju  Irigonomeiria 

acj=  sen.a(j)  ')  , 

<;i  Ili! 

F - 

^ 2seii.a(7/) 

Qniie  nelle  curve  del  secondo  genere  diT(ncl- 
le  parallele  al  terzo  asse  indefinito,  la  disianza  del- 
le ordinate  massime,  uguaglia  il  triplo  della  disian- 
za del  piano  secante  dal  centro  della  conoid.ile, 
diviso  per  due  volte  il  seno  dell'  angolo  dopjiio  di 
quello,  che  la  retta  sulla  quale  si  computa  una  tal 
distanza  là  col  secondo  asse  indefinito. 

. I 

56o.  Abbiamodelto  che  alle  viclnanzx  del  pun- 
to C , ed  al  disopra  della  arA'  la  curva  rivolge  con- 
vessità all’  asse  Zz  (555),  ed  abbiamo  dello  ancora 
che  nei  punti  G,  F gli  volge  concavità  (558).  Quindi 
è che  nell’arco  della  curva  terminato  ai  punii  C, 
ed  F,  e nell’altro  terminato  ai  punti  C,  G deve 
esistervi  per  lo  meno  un  punto  di  flesso  : ed  esi- 
slendovene  più  di  uno  esser  debbono  in  numero  di- 
spari. Poirebbono  eziandio  esisterne  nelle  rimanenti 
porzioni  di  curva.-" 

Per  determinare  i delti  punti  , vediamo  per 
quali  valori  della  z la  derivata  seconda 

I w » 

d’.r  — Cc's'tìi' — 3c’s’(V’«’  — a/?’)  /?  /?') 

d z’  [c’n’  — — cgy 

:ìi 


4Si 


Tir.  ,6. 
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Ttr  16. (li venta  infinita  , e per  quali  zero.  I valori  della  z che 
A-  *- 

. 1 . « 1 • 

rendono  tale  la  — r possono  appartenere  a dei  pun- 
ii z 

ti  di  flesso:  ma  possono  ancora  non  appartenervi;  e 
non  vi  appartengono  in  (lue  casi  , o quando  i punti 
che  vi  corrispondono  non  sono  punti  -della  curva  , 
-d’x 

o quando  la  derivata  ■- — non  cangia  di  segno  alle 
^ d z’ 

vicinanze  di  quei  punti  della  curva,  che  0 tali  valo- 
ri della  z corrispcMidouo.  Quindi  è necessario  esa- 
minare tali  cose. 

56i.  £ per  andare  innanzi  con  ordine,  comin- 
ciamo dall’  osservare  , che  la  curva  avendo  un 
asse  diametrale  ortogonale  Zz  , intorno  al  quale  è 
simmetrica  , i due  punti  di  flesso  che  dehbouo 
necessuriamenle  esistere  1'  uno  neli’  arco  terminato 
ai  punti  Cf  F,  e l'altro  nell’  arco  teriuiiialo  ai  pun- 
ti C , G , corrispondono  ad  una  medesima  ascissa: 
e così  per  tutti  gli  altri  punti  di  flesso  che  potreb- 
Lono  esistere;  per  modo  che.  ad  ogni  ascissa  che  ren- 
de zero  od  influilo  la  della  derivata  corrisponde  una 
coppia  di  punti.  Quindi  è che  per  ora  questo  solo 
sappiamo  , cioè  che  esister  dehbc  un  valore  della 

(1*X 

z il  quale  rende  la  derivala  o infinito,  0 zero. 

d z’ 

, . d’x 

J03.  La  derivala  diventa  infinito,  quando 
la  quantità  funzionante  da  divisore  diviene  zero. 


COilSlDEKiZlOIU-.  AiiGesKlClU. 

Facciamo  dunque 

cn  — ( iJ  — csi  )*:=  o 
Da  quesla  lisultano  , le  due 
f « + /?  — csi  — o^  cn  — /?  + C5Z  s= 
e poi  i valori 


483 

Tar.  lA. 

fS-  »• 


cn  -f  0 
cs 


cn — /T 
cs 


Li  quali  essendo  rispeltivannente  uguali  alle  ret- 
te CA,  C<t  (556)  porgono  i punti  a else  limila- 
no  il  corso  della  curva  nel  verso  Zz  ; e nei  quali 
le  rette  L'L,  HI  toccano  la  curva.  Per  la  qual  cosa 


i valori  della  z , 


che  rendono 


dV  _ 
d 


00  non  * »>S- 


lispoudouo  a puuti  di  flesso. 

' dx* 

563.  La  derivata  T — diventa  zero  quando  la 
d z 


quantità  che  vi  funziona  da  dividendi  è zero.  Poa- 
ghiamo  dunque 

£ da  vedere  se  questa  equazione  ha  o pur  nò  tulle 
tre  le  sue  radici  tcali.  Comunque  ciò  sìa  1’  es- 
ser essa  di  grado  disparo  comLina  con  ciò  che  ab- 
biamo detto , cioè  che  due  punti  di  flesso  debbon» 
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Tiv.  1^6.  necessariamente  esistere. 

È necessario  anzitutto  liberare  la  equazione 
[Z/]  dal  suo  secondo  termine.  Facciamo  perciò  , 


z'  + 6c's'ó 


nella  equazione  [Z,].  Bisulta,  dopo  le  multe  ridu- 
zioni che  si  presentano  , ^ 

[^/,]  z'‘  — — roScVnV  = o. 

£ se  questa  ha  tulle  radici  reali  le  avrà  pure 
la  [Zij  ; se  ne  avrà  immagiuarie  ne  avrà  iroiuagi- 
narie  la  [Z/]. 

Perchè  la  equazione  [il/J  abbia  tutte  .le  sue 
radici  reali,  debb' essere  negativo  il  coefficienle  del 
t4t»rao  in  s' , cd  il  suo  cubo  preso  quattro  volte 
maggiore  del  quadrato  del  termine  noto  preso  ven- 
tisette volte.  Il  coefiìciente  del  termine  in  z' è essen- 
zialmente negativo:  è da’ vedere  se  ha  luogo  l' altra 
condizione.  Supponiamo  che  esistesse  : sarebbe 

4(54)’c‘ > 37(  I o8)’c ' ^s"n* B' 

la  quale  relazione  , per  la  soppressione  dei  fattori 
comuni  al  primo  e secondo  suo. membro  , diventa 

ieri  > fi’ 

'i.  ' 

Per  la  natura  delie  curve  di  secondo  genere  , es- 
sendo ff  < cVt’,  a più  forte  ragione  è < icn\ 
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e però  è sempre  possibile  , e realmente  ha 
la  relazione 

4(54)V‘’j‘'ra'’  > a7(io8)’c''f”n*^’ 

Per  la  qual  cosa  la  equazione  [M,\  ha  tulle  tre’ 
le  radici  reali  ; e cosi  le  ha  pure  la 

Delle  tre  radici  della  equazione  [ZJ  1’  una  ap- 
partiene certamente  ad-  una  coppia  di  punti  di  des- 
so ( per  ciòcche  ahbiam  detto  );  è da  vedere  se  le 
altre  due  eziandio  a punti  di  flesso  appartengano  r. 
ed  è da  vedere  in  oltre  quale  delle  tre  radici  è quella 
che  alla  detta  coppia  appartiene.  Ma  il  caso  in  cui 
le  tre  radici  di  una  equazione  di  terzo  grado  sono 
reali  , dando  luogo  al  caso  irriducibile , si  rende 
impossibile  una  tal  ricerca  , quando  ai  processi  ge- 
nerali vogliasi  stare  , e ciò  per  le  ragioni  'altrove, 
addotte  >n  caso  quasi  consimile.  Noi  adun- 

que anderemo  innanzi  per  via  di  ripieghi , i quali 
per  altro  pur  sono  generalissimi.  ^ 

564-  Quando  dalla  equazione  [Z,]  sianao  passati 
alla  sua  trasformata  [dZJ , 4ibbiamo  fatto  (563) 

x'  -f  6cs'ó 

Z ss  — ■ " ■ « 

' 6c’j’ 

la  qual  cosa  equivale  ad  una  trasformazione  di  coor* 
dinate  : siamo  passati  cioè  dagli  assi  coordinai^ 
xX , Zz , ad  altri  due , dei  quali  quello  delle 
ordinale  è parallelo  al  primitivo  delle  xX.  Per  de- 
terminare la  origine  dei  nuovi  assi,  facciamo  z'  o 
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,T4v.i6.  risolta 


Onde  tagliando  da  C Terso  Z la 

^ CH^L 

cs 

sopra  CjÌ,  sarà  H la  nuora  origine  ; e la  inde6ai- 
ta  JK  eretta  per  H perpendicolarmente  a Zz  il 
onoro  asse  delle  ordinate. 

Onde  o che  si  calcolino  le  radici  della  equazione 
[L!\  , e si  considerino  come  ascisse  riferite  agli  assi 
xX^  Zz  ; o che  si  calcolino  quelle  della  [il/,]  , e si 
considerino  come  ascisse  riferite  agli  assi  JK  , Zz, 
sempre  i medesimi  punti  si  hanno. 

Prima  di  andare  più  innanzi  à importantissimo 
r osservare  qual  esser  debbe  la  posizione  del  nuovo 
asse  IK. 

L'  ascissa  dell’  ordinata  massinaa  GF  essendo  , 
come  abbiam  veduto  (557)  » 

CE=z  ^(3^4-  8c V , 

ed  avendo  noi  trovato  la  distanza  dell' aK>c  IK  dal 
primitivo  xX‘ 

CH=±. 

CS 
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si  rende  palese  essere 

CH<  CE  . 

Onde  la  origine  delle  nuove  coordinate , alle 
quali  abbiamo  trasformate  le  primitive  per  liberare 
dal  secondo  termine  la  equazione  [Z,]  cade  sempre 
al  disopra  di  ed-al  disotto  di  E. 

565.  Ciò  posto  riprendiamo  le  due  equazioni 

(L,]  3cSj4z’— Sc’j’iJ*’— 3c’i’(c’fi’— a/J’)i+acJiJ(cV— ^)=s« 

[A/,]  — 54cVnV — io8cVb*/?  = o . 

Nella  equazione  [Z,]  1' ultimo  suo  termine  è 
sempre  positivo  per  essere  0'  < c'n  ; e però  es- 
sendo essa  di  grado  dispari  , le  sue  radici  debbono 
esser  tali  da  dare  un  prodotto  negativo.  Ora  per- 
chè ciò’dbbia  luogo  è necessario,  che  o siano  tutte 
tre  negative  , o due  positive  ed  una  sola  negativa. 
Ma  abbiamo  già  detto  che  una  coppia  di  punti,  di 
flesso  deve  necessariamente  esistere  al  di  sopra  del- 
la xX.  Dunque  la  equazione  [ZJ  ha  due  delle  sue 
radici  positive  ed  una  negativa.  Dunque  alle  radici 
di  tale  equazione  una  coppia  di  punti  corrisponde 
al  di  sotto  di  xX  , e due  al  disopra. 

Nella  equazione  [A/,]  I’  ultimo  termine  è sem- 
pre negativo  (sarebbe  positivo  quando  fosse  negativa 
la  ma  per  le  cose  dette  questo  caso  qui  non  con- 
sideriamo ) ; e però  essendo  essa  di  grado  dispari  le 
sue  radici  debbono  essere  tali  da  dare  un  prodotto 
positivo.  Ora  perchè  ciò  abbia  luogo  la  equazione 
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jAv.iO.  [M/]  debbe  necessariamente  avere  nna  delle  sue  ra- 
dici  positive  , e le  altre  due  potranno  essere ’o  po- 
sitive o negative.  Ma  abbiamo  già  detto  (564), 
le  equazioni  [Z,]  e [Af,]  riferite  ai  loro  rispettivi  assi 
debbono  dare  i medesimi  punti,  ed  inoltre  che  la  [/>,] 
dà  una  coppia  di  punti  al  di  sotto  di  xX,  dunque 
la  [Mi]  ha  due  delle  sue  radici  negative  ed  una  po- 
sitiva. Dunque  alle  radici  di  essa  corrisponde  inia 
coppia  di  punti  al  disopra  di  IK^  e due  al  di  sotto. 

Dal  qui  detto  risulta,  clic  se  tutte  tre  le  radi- 
ci delle  equazioni  [Li]  , [il/,]  corrispondono  a punti 
di  flesso  , tra  le  rette  Xx  , KJ ^ esìster  ne  deve 
mia  coppia.  Conciossiachè  la  coppia  al  disotto  di 
Xx  essendo  data  dalla  radice  negativa  della  [ZJ,  e 
da  una  delle  negative  della  [il/,]  ; e la  coppia  al 
disopra  di  ZT/ essendo  data  dalla  positiva  della  [Mi]\  la 
terza  coppia  deve  essere  data  dall’altra  radice  jro- 
sitiva  della  [Li]  , e dall’  altra  negativa  della  [Mi]  , 
e perciò  cadere  tra  le  rette  Xx  , KI  : essendo  i 
punti  della  curva  compresi  tra  tali  rette,  che  sono 
date  da  ascisse  positive  se  la  curva  si  riferisÈe  alla 
xX , come  asse  delle  ordinate  , e da  ascisse  nega- 
tive se  all’  altra  XL , come  asse,  delle  ordinate  , si 
riferisce. 

Abbiamo  dunque  tre  coppie  di  punti  nei  quali 
può  aver  luogo  una  flessione.  Una  coppia  al  disot- 
to di  Xx,  una  al  disopra  di  X/,  ed  una  tra  Xx  , 
ed  JK. 

566.  Quanto  alla  coppia  al  disotto  di  Xx,  essi 
non  sono  efl'eltivamente  punti  di  flesso  ; poiché  la 
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torta  rltolgendo  concavità  all’asse  nei  tre  punti  g’,’nT.««w 
C nell’arco  terminalo  ai  punti  C ed  y , e 
nell’  altro  terminato  ai  pnnti  C ^ g y 0 non  deb- 
bono esistere  punti  di  flesso , 0 deve  esisterne  un 
numero  pari. 

Quanto  alla  coppia  di  punti  al  disopra  di  IK 
essa  può  cadere  al  di  sopra  di  GF , o tra  GFy 
ed  JK. 

Che  cada  al  di  sopra  di  GF:  la  curva  vol- 
gendo concavità  all’asse  nei  punti  G,  F^  che  cor- 
rispondono all’ordinata  massima  GF,e  volgendogli 
eziandio  concavità  nel  punto  i punti  della  detta 
coppia  non  sono  di  flesso;  couciossiacbè  per  esister- 
ne tra  i punti  ^ , e gli  altri  A ^ G.  dovreb- 

bero esisterne  un  numero  pari  , da  ciascuna  parte 
dell’  asse. 

Che  cada  in  vece  la  detta  coppia  tra  GP  ed 
IK  : la  curva  volgendo  concavità  all’  asse  nei  pun- 
ti F,  G,  e volgendogli  convessità  nel  punto  C,e  do- 
vendo perciò  necessariamente  avere  o uno  od  un  nu- 
mero dispari  di  punti  di  flesso  tra  C ed  F,  e 
tra  G e G ; i punti  della  detta  coppia  saranno  di 
flesso  se  la  curva  volge  convessità  all’asse  nei  pun- 
ti /*,  Q» , e non  lo  saranno  se  in  essi  gli  volge 
concavità. 

Essendo  (564)  G^x= 

cs 

K. 

leniamo  nella  derivala  , z = — v. 

d s . Ci  , . . , 

' 3i  « 
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Tir.  ^.oUeoglitatDO  ^ dopo  tulle  le  riduzioni  , 


d’x 

r~ 


7S/J 

fi  /»n 

Cf 


i quali  due  valori  dilla  derivala  sono  di  segno  con- 
trario ai  corrispondenti  dell’ordinata  (554)  * primo 
valore  cioè  , clic  risponde  al  punto  P k negativo, 
ed  il  secondo  che  risponde  al  punto  Q è jmsitivo. 
Dunque  nei  punii  P , ^ , ove  la  curva  incontra 
la  /JC,  essa  rivolge  concivilà  all’  asse  Zz. 

Dunque  la  coppia  di  punti  al  disopra  di  Jf/, 
non  "sono  punti  di  flesso. 

Dalle  quali  cose  risulta  che  i ponti  della 
terza  coppia  , cioè  quella  che  giace  tra  xX , /K  , 
sono  effettivamente  i punti  di  flesso. 

5Gy.  Da  lutto  ciò  che  abbiamo  detto  intorno  ai 
punti  di  flèsso  risulta  , che  le  curve  di  secondo  ge- 
rle di  quelle  prodotte  da  piani  paralleli  al  terzo  as- 
se indelinito  , hanuo  , in  generale  , due  punti  di 
flesso  che  giacciono  ciascuno  sugli  archi  compresi 
tra  il  suo  punto  doppio  , e la  più  grande  delle  or- 
dinate massime. 

568.  Se  volessero  costruirsi  i due  punti  di  fles- 
so , non  potrebbe  aversene  l' ascissa  che  numerìca- 
luente  per  serie  , o per  la  trigonometria  ; appunto 
come  in  un  raso  analogo  a questo  facemmo  (469). 
Però  qui  noi  facciamo , essendo  cosa  perfettamente 
simile  alla  qui  sopra  menzionata. 


569.  Dal  fin  qui  dello  appare  , che  una  in- 
dividuata curva  di  quelle  di  cui  si  tratta  ha  forma, 
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come  Tcdcsii  nella  figura;  e die 'la  forma  meclesi-Tir.  i6« 
ma  lianiiQ,  in  generale,  tulle  le  altre  del  incdesi-'^*' 
ino  genere  , e che  sotto  date  dalla  medesima  e^ua- 
• zioue  [/,]  (SSa). 

5’jo.  Consideriamo  mi'  individuato  piano  secante, 
e stippongliiamo  che  parallelamente  a se  stesso  si  muo- 
va. La  tì  varierà  ; e poidiè  nelle  curve  di  secon- 
do genere  deLL’  essere  sempre  tì'  < cn  , essa  non 
polla  avere  che  valori  minori  di  cn  ; ed  il  più  pic- 
colo sarà  zero. 

5^1.  Sia  giunto  il  piano  secante  alla  posizione 
corrispondente  a quest’ultiiiio  valore  della  passerà 
pel  centro  della  conoidale,  c fatto  0—o  nella- 
equazione  [/,],  otterremo  la  equazione  delia  sezione, 
che  a questa  individuata  posizione  del  piano  secan- 
te corrisponde. 

Fatto  ottenghiamo 

• */  « a « « t\ 

l/i  X = z(c  fi  — cs  z) 

la  quale  equazione,  conteneudo  le  sole  potenze  pa- 
ri delle  coordinate,' ci  dice,  che  la  individuata  sezio- 
ue  ha  due  assi  diametrali  ortogonali , ed  un  centro 
.nel  loro  punto  d' intersezione. 

Nel  Caso  di  /f=o  le  ascisse  dei  due  punti  che 
limitano  il  corso  della  curva  nel  senso  dell'asse  del- 
le ascisse  (556) , diveutauo' 


n n. 
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uguali  ci»i  e di  seguo  couirario  ; e di  fallo  così 
debb’ essere  , do^eudo  la  curva  essere  siuiosetrica 
‘iutorno  a due  assi.  ' 

573.  L’ascissa  del  punto  doppio  essendo  liidipert- 
dente  dalla  /?  (555)  , sarà  sempre  la  stessa,  c pe>ò 
nel  caso  in  cui  siamo  il  centro  della  curva  11'  è pure 
puuto  doppio. 

573.  Nel  caso  medesimo  la  equaaionc  rbe  dà 
le  ascisse  dei  punti  corrispomlenti  alle  ordinate  mas- 
sioie  (557)  diventa 

• • » y 1 

acs  z — era  =0 

onde  esse  suuo 

n n • 

* sVa  ’ * iVa ’ . • ■ 

.fono  cioè  uguali.  n 

574*  Facendo  paragone  tra  le  ascisse  delle  ordi- 
nate massime  (573)  , e quelle  dei  punti,  limiti  del 
corso  della  curva  secondo  l'asse  s (^70  > vede 
clic  quelle  sono  a queste  come  il  lato  del  quadrato 
alla  sua  diagonale. 

Siauu  adunque  Zz  , Xx  gli  assi  coordinali 
della  curva  ; il  loro  punto  d’ incontro  C , ne  è il 
centro , e puuto  doppio.  Da  C verso  Z , e z , si 
pieudauo. 

CA  = Ca  z=  : 

s 

sono  A , a f punti  limiti  dei  corso  della  curva  nel 
senso  Zz  , e Ifl  rette  L'L  , VI  a questa  perpendi- 
colari e condotte  per  , a , gli  sono  laugenti  in 
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tali  paoli.  £ se  si  faccia  sopra  CA  il  triangoloTiT.  #«.' 
rettangolo  AnC , e si  tagli  CE  =s  Ce  =m  Cn, 
punti  (li  divisione  E , e passeranno  le  ordiuaté 
massime. 

Per  determinare  la  lunghezza  di  queste  faccia* 
tuo  z = nella  equazione  risulta 


X 


cn' 

= ± 


asm 


Onde  se  si  conducano  due  rette  L'U  , LI  pa* 
rallele  alla  Zz  , e da  esse  lontane  per  questo  va- 
lore della  X,  c per  E,  e,  conduciamo  le  GF,  gj\ 
parallele  ad  .rX,  i quattro  punti  G,  F,  g,  ove 
tali  rette  s’  iucuntrauu  suno  punti  della  curva,  GF^ 
gf  sono  le  ordinate  massime  , e le  parallele  XV  , 
LI  to(7cano , ciascuna  , la  curva  in  due  punti  ; la 
prima  nei  punti  G,  g,  la  seconda  negli  altri  F,  J'^ 
5^5.  Quanto  ai -punti  di  flesso,  la  equazione 
di  terzo  grado  [/.<]  (563),  che  ne  porge  l’ ascissa,, 
perde  da  se  il  secondo  termine,  e diventa. 

I . sj’a*  — 3«’a  = 0 , 
dalia  quale  si  ha 


e di  queste  tre  radici  la  prima  dà  il  punto  di  fles-TAT.iS. 
so  ; imperciocché  per  lo  spa;-ire  del  secondo  termine 
da  se,  la  Velia  IK,  nuovo  asse  delle  ordinate  (564)t 
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i6.coincide  con  xX  , e perciò  la  cop[iia  di  punti  di 
*■  flesso , che  giaceva  tra  le  due  IK,  xX,  debbe  tro- 
varsi sulla  xX , quando  z = o. 

Fatto  Zs=o  nella  equazione  [ilTj  si  ha  z==o  . 
Dunque  quando,  nelle  curve  di  secondo  genere,  è 
z = o , il  punto  doppio  della  curva  a*  è ad  un 
tempo  suo  centro,  e suo  punto  di  flesso. 

576.  Dal  sin  qui  detto  relativamente  al  caso  di 
^z=o,  si  vede  che  quando  ciò  ha  luogo  le  curve  di 
secondo  genere  prendono  la  fornaa  come  nella  figura 
8'  della  tavola  it>. 

677.  Continui  ad  essere  4=0;  e supponiamo 
che  il  piano  secante  roti  intorno  all’  asse  x della 
superficie,  jiel  qual  asse  passar  deve  quando  la  ff  ha 
il  detto  valore. 

Sia  c =0:  il  piano  secante  passerà  pel  secon- 
do asse  parametro,  e perciò  pei  suoi  estremi;  quin- 
di si  ritorna  nelle  curve  di  primo  genere:  e. di  fat- 
to posto  c =3  o nella  equazione  [iV,]  risulta 

m'x'  = o , 

equazione  delle  sezioni  di  seconda  specie  di  quelle 
di  primo  genere  (55o). 

/-g-  Sia  c diverso  dallo  zero  ; e vada  continua- 

mente  crescendo  ; la  equazione  [iV,]  riterrà  sempre 
la  medesima  forma  : onde  la  medesima  forma  riter- 
rà pure  la  curva.  Mh  essendo  c’-(-s’=3T,  cre- 
scendo la  c diminisce  la  s.  Dunque  per  essere 

(573,574) 

s * sVa 
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I ^ crC 

ed  EF=ze/t=: , Tat.  i6. 

an»  , fis.  V. 

a misura  cbe  1*  angolo  del  piano  secante  col  pri-* 
ino  asse  indebnito  và  diminuendo  , la  curra  si  al* 
lunga  continuamente  j i punti  corrispondenti  alte 
ordinate  massime  si  allontanano  dal  centro  , e tali 
ordinate  diventano  sempre  più  grandi. 

Sia  c = i , uguale  al  più  gran  valore  che  pub 
avere  ; risulta  s = o,  e la  equazione  [i\T,]  si  can- 
igia  in 

mV  z=  rV 

ciob  in  due  rette  concorrenti.  Qiiest' ultima  equa* 
zione  dando 

A 

X n * n 
' z ~~  m ^ z ~~  m 

mostra , che  ciascuna  di  esse  ^ (ù  coll’  asse  del* 
le  2 un  angolo  la  di  cui  tangente  uguaglia  il  rap- 
porto del  secondo  semiparametro  al  primo. 

5y8.  Supponiamo  ora  che  la  ^ non  sia  più 
uguale  zeroy  ma  che  vada  crescendo  ì supponiamo 
cioè  che  il  piano  secante  si  vada  allontanando  dal 
centro  della  conoidale. 

La  equazione  [/,]  riterrà  sempre  la  medesima  for- 
ma; e la  medesima  forma  riterrà  pure  la  curva;  essa  ri- 
terrà cioè  la  forma  che  è nella  figura  8 rappresentata. 

£ però  se  il  piano  cbe  passava  pel  centro  della  co*  • 
‘Uoidale  , se  ne  allontana  ; la  curva  da  simmetrica 
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Tir.i6.intorno  ad  amili  eli  assi  coordinati , nnn  tiinmetrica 
8.  . ” ' * * 

' ' diventa  intorno  a quello  delle  ordinale. 

La  qual  cosa  avviene  pei  sopraddetti  cangiamenti 
che  subiscono  le  ascisse  dei  punti  che  limitano-  il 
corso  della  curva  , e per  quelle  che  a ciascuna  or* 
dinalA  .massima  corrispondono. 

; Abbiamo  veduto  (556)  essere 


CJ. 


cn^  B 

cs 


Ca. 


cn  — g 


cs 


Le  quali  rette  differiscono  in  grandezza  per  la/^,  c 
perciò  sono  uguali  quando  gs=o.  Quando  0 ò diver- 
sa dallo  zero  si  fa  Ga  minore  di  Cj0  ; ed  a mi- 
sura ,che  fi  cresce  ^ Ca  diminuisce, , e la  CA 
cresce. 

£ però  a misura  che  il  piano  secante  si  al- 
lontana dal  centro,  l’arco  di  curva  messo  al  disot- 
to del  ponto  doppiò  s’ impiccolisce  , e P arco  messo 
al  disopra  di  un  tal  punto  s’  ingrandisce. 

' ^79‘  Quando  ^ = ca  ; 


e Ca  = o 


Onde  in  un  tal  caso  1’ arco  al  disotto  del  pun- 
to doppio  si  annulla  : la  qual  cosa  fa  vedere  come 
con  legge  di  continuità  dalle  curve  di  secondo  ge- 
nere si  passi  a quelle 'di  primo. 


58o.  Consideriamo  ora  una  qualunque  di  qneste 
posizioni  del  piano  secante,  che  ai  diversi  valori  della 
e corrispondono,  e supponghiamo,  che  roti  intorno 
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alla  retta  di  sua  intersezione  col  diametrale  ATK:  pertAT.  i5. 
fare  la  qual  cosa  è necossai  io  porre  nella  equazione 
[/J  ac  in  vece  di  e quindi  far  variare  c.  Difat- 
to sia  I’  individuato  piano  secante  , cor- 

rispondente ad  una  delle  dette  sue  posizioni:  rotan- 
do esso  intorno  alla  sua  intersezione  L„N„  col  dia- 
metrale XCy,  la  reità  rota  intorno  al  pun- 
to Zi,, , e la  lunghezza  della  perpendicola- 

re ad  Li,G„  non  può  ritenere  lo  stesso  valore  , ma 
deve  variare  coll’  angolo  CLi^G^^.  La  qual  dipen- 
denza di  variazione,  venendo  espressa  per 

C-f,,  ==  CL^,ca%.YCY*  , ossia  s=s  ac 

( chiamando  a la  parte  del  secondo  asse  indefinito 
intercetta  tra  il  piano  ed  il  centro  ) ; è necessa- 
rio porre  ac  in  vece  di  fi  nella  [/,]. 

58 r.  Posto  ac  = fi  nella  equazione  [/,}  (55a) 
risulta 

[OJ  m'x'  = ;’[  c’n’  — ■ (ae  — Ciz)’]  ; 

e fatto  la  stessa  .sostizione  nelle  espressioni  delle 
scisse  dei  punti  limiti  del  corso  della  curva  (556), 
ed  in  quelle  corrispondenti  alle  ordinate  massime 
(55y)  : oltenghiamo  rispettivamente 

r£'=:~(3a-h  V«’  + »'•’)  , C>  = — ( 3o  — V«’  .f"^) 

582.  Sia  ora  ang. 6’ZoG;,  ==  o ; sari  X*»  r5. 

3a  ^ 
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ang.(//')  = 1'/,  (inde  c=o  , f=  i.  Quiudi  la  c- 
quazionc  [O,]  diveiila. 

m‘x'  =z  o. 

La  curva  ciuc  (rasfuraiasi  in  una  retta  : la 

qual  cosa  doveva  aspettarsi  passando  allora  il  piano 
secante  per  la  retta  doppia  della  conoidale. 

583.  Vada  crescendo  I'  angolo  CLi,Gu  : dimi- 
nuirà rang.(^T^),  e con  esso  la  s,  e crescerà  la  c. 
i6.Per  la  qual  cosa  le  ielle  (58i)  CA^Ca,  CE  , Ce 
Cresceranno  iu  lunghezza  , e coulinuainente. 

Ma  per  luti’  i valori  dell’  angolo  {XJ')  , atn- 
• meno  che  non  sia  ang.  (xj'  )=  i''  , od  = o,  la 
equazione  [O,]  riliene  sempre  la  medesima  forma. 

Dunque  a misura  che  il  piano  secatile  ruta  , 
la  curva  si  allunga  , e ritiene  sempre  la  medesima 
forma. 

584-  Sin  per  ultimo  sng.(/y)  = o9  ; sarà  c — 1, 
s = o,  c le  rette  CA  , Ca  , CE  , Ce  diventano 
infinite  (58 1),  e la  equazione  [0,J  cangiasi  in 

1 t 9 t/  t «V 

mx  1SZ  cz[n  — /i)' 

Onde  la  curva  cangiasi  nelle  due  rette 

c 

cV;r  — a’  cV«’  — «’ 

JC  s , x= s 

m in 

concorrenti  tra  loro. 

585.  Pel  supposto  movimento  del  piano  secante 
siamo  venuti  a considerare,  non  esclusa  nessuna,  tutte 
le  immaginabili  sezioni  di  secondo  genere  della 
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conoidale  di  quelle  parallele  al  terzo  asse  indefinito; 
ed  è facile  conchiuderne,  che  tutte  esse  dilTeriscono 
più  particolarmente  di  forma  in  tre  casi;  cioè:  di- 

verso dallo  zero  e minore  di  cn  , c maggiore  di 
zero  e minore  dell’  unità  : B uguale  zero,  e c com- 
presa tra  zero  e 1’  unità  : diverso  dallo  zero  , e 

c uguale  uno. 

586.  Quindi  naturalissima  si  presenta  l’idea  di 
classificare  tutte  le  'curve  di  secondo  genere  in  tre 
specie.  Chiameremo  : 

Curve  di  Prima  Specie  quelle  corrispondenti  al  caso 
di  $ diverso  dallo  zero  , ed  in  quantità  assoluta 
minore  di  cn  , c compreso  tra  lo  zero  e l'unità': 
Curve  di  Seconda  Specie  quelle  che  al  caso  di  ^=o, 
e c compreso  tra  lo  zero  e l'unità  corrispondono. 
Curve  di  Terza  Specie,  quelle  del  caso  di  0 qualun- 
que minore  di  cn  in  quantità  assoluta  , e c u- 
guale  r unità. 

Le  quali  tre  specie  dì  curve  sono  delineate  nel- 
r ottava  colonna  verticale  della  tavola  i6. 

587.  Dal  fin  qui  detto  [loi  risulta,  che  di  tutte 
le  sezioni  di  secondo  genere  di  quelle  parallele  al 
terzo  asse  indefinito  : 

Le  curve  di  prima  specie  sono  prodotte  da  piani  in- 
clinati al  primo  asse  jiaramelro  e che  incontrano  il 
secondo  tra  il  centro  e l’ uno  dei  suoi  estremi  : 
Le  curve  di  seconda  specie  sono  prodotte  da  piaui 
che  passano  pel  centro  della  conoidale,  e che  sono 
inclinati  al  primo  suo  asse  indefinito  : 

Le  curve  di  terza  specie  sono  prodotte  da  piani  pa- 
ralleli al  primo  asse  indefinito. 


5oo 
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Curve  di  Terzo  Genere  di  quelle  prodotte  da  pia- 
ni paralleli  al  terzo  asse  indejìnito  : ossia  caso- 
di  />  c’ii’. 


588.  Dopo  tutto  ciò  die  abbiamo  'detto  intor* 
no  alle  curve  del  secondo  genere  , possono  spedita- 
mente discutersi  quelle  del  terzo.  Conciossiacliè  val- 
gono per  queste  le  medesime  formole,  che  nel  pre- 
cedente paragrafo  son  ripoitatc  , solo  clic  vi  s' in- 
tenda in  quantità  assoluta 

'*  589.  £d  in  primo  luogo  le  curve  del  terzo  ge- 

nere hanno  pur  esse  un  asse  diametrale  ortogonale; 
ed  è quello  delle  z della  equazione  [/,]  (5i8).  Siano 
adunque  le  due  rette  Ax,  Zz,  indefinite  ed  ortogo- 
nali tra  loro  , i due  assi  coordinati  ai  quali  la  equa- 
zione [/,]  si  riferisce  , ed  il  primo  quello  delle  or- 
dinale X , il  secondo  quello  delle  ascisse  z;  la  cur- 
va sarà  simmetrica  intorno  alla  Zz  , die  ue  c suo 
asse  diamctrnlc. 

5go.  Abbiamo  già  veduto  (5z5)  , die  nel  caso 
di  /J’  > c'n  la  curva  incoiitru  I’  asse  delle  z in  due 
soli  punti  ; le  di  cni  ascisse  sono 


cn  -j-  ^ cn  — ^ 


quantità  che  nel  caso  in  cui  siamo  sono  entrambe 
positive.  Prendiamo  adunque  da  C verso  Z , so- 
pra CZy  le  parti 


cs  ~~cs 
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sono  Ay  A' 
delle  z. 


i punti  ove  la  curva  incontra  l’ asscTAr.  is. 

/*  9. 


Per  rispetto  a questi  la  derivala  — , ritiene  , 

come  nel  paragrafo  precedente  (5^6),  un  valore  in- 
finito. Dunque  se  pei  pùnti  A, A'  conduciamo  le  in* 
definite  IV , LL'  perpendicolari  a CZ  , [sono  esse 
tangenti  alla  curva  nei  punti  A^A\  e ne  limitano 
il  corso  nel  senso  Zz.  E però  nei  punti  A^  A\  la 
curva  rivolge  concavità  al  suo  asse  Zz. 


5gj.  L’ordinata  della  curva  essendo  zero  nei 
punti  A ^ A'  \ tra  le  rette  VI , L’L  deve  esistere 
per  lo  meno  una  ordinata  massima.  Per  determi- 
narla, riprendiamo  i valori  della  z , che  porgevano 
le  ordinate  massime  nelle  curve  del  secondo  genere, 
e vediamo  quali  divengano  nel  caso  attuale  di 
I detti  valori  sono  (557) 

^ (3/?  + V^  + 8cV) 

^CS 

* . 

che  si  mantengono  sempre  reali , e che  continuano 

ad  essere  , il  primo  positivo  ed  il  secondo  negativo,  , 
quando  à'  > c'n'.  Ma  abbiam  detto  (5go)  che  le 
due  rette  L'L  , Vi  limitano  la  curva.  Dunque  non 
vi  è curva  al  disotto  di  Xx.  £ però  una  sola 
coppia  di  punti  ha  la  curva  , che  corrispondono  ad 
una  ordinata  massima.  L’  ascissa  dei  quali 
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Tat.  le.puoti  è 
/i*.  9.  * 

z = ^ (3/T  + vT^TScV) 
e qniodt  l’ ordinata  (55y) 

, « = ± (3/j  + V/T  + ,[4«v  - #r+  ^v^q: 

A partire  da  C,  Terso  Z,  tagliamo  CE  uguale 
a questo  valore  della  z , per  E innalziamo  la  EG 
perpendicolare  a CZ , ed  a partire  la  E tagliamo 
EE  f EG  uguali  al  valore  qui  riportato  deila  x. 
Sono  EE,  EG  le  ordinate  massime,  ed  F,  G i punti 
della  curva  che  vi  corrispondono. 

Di  qui  segue  , che  se  per  E,  G , conducia- 
mo le  Z/  , L' P parallele  a CZ  , tali  rette  sono 
tangenti  alla  curva  nei  punti  E,  G. 

Quindi  la  curva  volge  concavità  al  suo  asse 
nei  punti  F , G. 

593.  Calcoliamo  le  distanze  dell’ordinata  mas- 
sima dalle  rette  PI  , EL.  Si  ha 

CE  - C^=^(3«  + Mf  + Sc-a') 

= (3»+V7T8S)  , 

ossia  , dopo  le  riduzioni , 

EJ  — (V/?’  + 8cV  — ^ ) 

EA'=  " - 7^  Vi®’  -t-  8c‘’n-  ~ ' 
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le  quali  due  foimole  ci  mostrano  , che 
E A > FA' 

£ però  il  massimo  allargamento  della  curta  è 
più  prossimo  al  vertice  A'  che  al  punto  infimo  A, 

SgS.  La  curva  rivolgendo  concavità  al  suo  asse 
nei  punti  A,  G,  A\  F , non  h necessario  1*  esisten- 
za di  punti  di  flesso  negli  archi  ad  essi  termina- 
ti ; ma  .possono  esisterne  : ed  è necessario  sol- 
tanto che  ve  ne  sia  un  numero  pari  in  ciascuno  di 
tali  archi.  Quindi  è da  esaminare  quali  di  tali  cose 
abbiano  luogo. 

d’.r 

5g4.  Riprendiamo  la  derivata  — (554),  e 1®* 

d z 

nendo  conto  della  condizione  ^ ^ c’n.  Cominciamo 
perciò  dallo  scrivere  in  modo-  la  detta  derivata,  che 
ogni  coefficiente  delle  potenze  della  z eh’  essa  con- 
tiene , abbia  in  evidenza  il  segno  eh’  esistendo  la 
detta  condizione  gli  compete.  Oltenghiamo 
d’x  6cVigz’-f-3ci(afl’  — ( j?’  — cV)] 

T?  “ * [cV— (i»  — c5»)*]™V[c’«’— (tf—  cm)*] 

Questa  porge,  per  determinare  le  ascisse  dei 
punti  di  flesso,  la  equazione 

[P,]  ac’i’i*  — 6c'$'£t’  -f  Zci{zB'  — c’n’)*  — — c’n’  ) = o 

la  quale  è da  discutersi. 

595.  Cominciano  da  vedere  di  qual  natura  ne 
sono  le  radici  : poniamo  perciò 

z'  4.  6c’s'b 

6??  ‘ 


5o3 


Ti».  16. 
fiS-  9- 
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608.  Nella  equazione 


, J 11  » » 

j z w ,r  =n  z 

della  conoidale , poiighiamo  in  vece  di  jc  , jr  , z , 
i valori  ottenuli  [3]  : risulta  , ( dopo  aver  libera^ 
lo  dai  fratti  ) 


(c  x"  -f-  c y"  — e c + c v"  y ) 

'(c  x'i  ~e  sy« -{-c  e x"\'  \ ^ Vi  ~ tJ  / 


-f 


c questa  è la  equazione  della  conoidale  riferita  ai 
tre  nuovi  assi  delle  coordinate  , dei  quali  quello 
delle  y è al  piano  secante  perpendicolare. 


6og.  Indichiamo  con  6 la  distanza  del  pianoTir.  i5. 
secante  dal  centro  della  conoidale  ; sia  cioè  ji—  CH-/^  ^ 
sarà  la  equazione  del  piano  secante  riferita  ai  nuo- 
vi assi 


y 


— e 


Per  la  qual  cosa  (’liminando  la  j"  tra  questa  equa- 
zione e quella  della  conoidale  (608)  , si  ha  la  e- 
qudzione  della  curva  sul  suo  piano. 

Eseguita  la  eliminazione,  cd  iodi  tolto  gli  apici 
( per  semplificare  la  scrittura  ) , otienghiamo. 


m 


(c  X c s tì  

\ X ' jr  t 


V.*)’ 


1 


33*» 


Digitized  by  Google 


PARTE  SECOITDA 


Saa 

«<1  V questa  la  equazione  delle  curve  delle  sezioni 
della  conoidale  piodolte  da  piani  inclinati  a tutti 
tre  i suoi  assi  indefiniti. 

In  essa  sono  : 

2 le  ascisse  : 

X le  ordinate  con-ispondenti  : 
m il  primo  semiparameiro  della  conoidale  : 
n il  secondo  ; 

, Sx  il  < oseno  ed  il  seno  dell’ angolo  che  una  retta 
perpendicolare  al  piano  secante  fa’  col  pi  imo  asse 
indefìnilo  ; ossia  il  seno  ed  il  coseno  die  col 
primo  asse  indefinito  fa  il  piano  secante: 
il  coseno  deli’  angolo  die  una  retta  perpendicola- 
re al  piano  secante  fa  col  secondo  asse  indetì> 
iiilo  ; ossia  il  seno  che  un  tal  asse  fa  col  piano 
secante  : 

Cx  il  coseno  dell’  angolo  che  la  delta  retta  fà  coi 
terzo  asse  indi  finito;  ossia  il  seno  dell'angolo 
che  il  p'aiio  secante  fà  con  esso: 

6 la  distanza  dd  piano  secante  dal  centro  della 
superficie. 

6io.  Determinala  la  equazione  delle  curve  delle 
sezioni  di  cui  si  tratta  dassifidiinmnle  : esaminiamo 
perciò  se  ve  ne  abbiano  a rami  infiniti,  quanti  que- 
sti siano  , c per  quali  valori  delle  quantità  che 
contiene  la  equazione  [T,]  abbiano  luogo. 

EiTettuiamo  i calcoli  accennati  nella  equazio- 
ne [jT,]  ; e dopo  le  riduzioni  che  si  presentano  , 
ordiniamola  in  ordine  alle  più  alte  potenze  delle 
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ccortliualé.  RIstJhà'  dopo  le  ni 


*r-5  1 


Poniamo  in  questa  ultima 
X = rz' 


risulta 


:CxC^C;j;rc+-f| 

+ . • . • 


I>a  quale  equazione  divisa 
- =x  , porge 

si  (c^r  — CjC^) 

c (fuesta  dovrà  essere  soddisfati 
uitìiiila.  Essa  risoluta  rispetto  s 


r = 


CyC.. 
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CrCs*’ 


.^a5 


VcTT^ 


Ca^' 


• ponendo 


1=  = A-^ 


Ve:  + 

■ X z=s  CfCiAv  Ut 

Z =:  CxAv 

Sostituiti  questi  valori  di  a;  e z nulla  equa* 
lione  [T,'\  , eflelluato  i calcoli  , « dopo  tulle  le  ri- 
duzioni die  si  piesentano  , ordinato  di  nuovo  la. 
equazione  , olteugbiamo 

4 va  'j  a 
CxS^A  a 


■4*  xS%o{cySxA^v^u  -f-  CjV  t’  u*)  j 

-h  I + acye,|m*(e:  -|-  c*)  -f-  acU\s^^A  t»  u j 
^ ■+!  -J- 


= 0 


Dividendo  questa  equazione  per  v',  e ponendo 
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poi  W = 00 


SI 


ha 


c\s\A^u'Jf.  2clc/^óA^ui 


e se  la  u può  avere  valori  reali  da  soddisfare  que- 
sta ultima  equazione,  la  curva  della  equazione  [Tj 
avrà  rami  influiti  , se  nò  non  ne  avrà. 

Risoluta  questa  ultima  equazione  rispetto  ad 
u : ottcnghiamo  ( dopo  aver  ridotto  allo  stesso  de- 
nominatole la  parte  sotto  il  radicale,  c fatte  le  ri- 
duzioni che  si  presentano  ) 


u 


CySitì  > 
± 


Cx 


hyjciò^-cw(ci+c^,y 


C^z 


OSSUI 


± ^S/[c.sM  -I-  clm(cl  -I-  c^)  — c.n,(cl  + c})  : 


C.s 


Questo  valore  della  « potendo  essere  reale  od  im- 
maginario , ne  segue  che  le  sezioni  di  cui  sì  trat< 
ta  possono  essere  o curve  a rami  infiniti  o curve 
chiuse. 

Se  {cx  + ) 

la  u che  a u = oo  coi  rispniide,  ha  due  valori  dissn- 
guali  c reali. 

Se  Cj,s\n  — c.jn  -f-  c’) 

la  u Corrispondente  a ha  due  valori  uguali 
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< cjn{cl-{-cl) 

la  u corrispoadeute  a v = o&  Ita  valori  iimnagU 
nari . 

Quindi  le  curve  che  a ciascuno  di  questi  tre 
casi  corrispondouo  aver  debbono  forme  diverse.  Però 
puti-emo  tutte  le  curve  delle  sezioni  di  cui  ora  si 
tratta  in  tre  generi  classificarle.  Chiameremo  : 

Curve  di  primo  genere  quelle  corrispondenti  al  ca- 
so di  =ic,ni  (c’-f-c’)  : 

Cu  rve  di  secondo  genere  quelle  corrispondenti  al 
caso  di  >Cam(c’ 

Curve  di  terzo  genere  quelle  che  corrispondono 
al  caso  di  Cxsln 

6ii.  Fatta  una  tale  classificazione  vediamo  da 
quali  piani  secanti  le  curve  di  ciascun  genere  sono 
prodotte  : pér  io  che  a quali  cose  dello  spazio  le 
dette  tre  condizioni  equivalgono  esaminiamo. 

6ra.  Per  le  cose  già  dette,  dalla  figura  4-della'^J'^» 
tavola  i5.  ottenghiamo  la  relazione  ( essendo  CB 
una  retta  unita  ad  angolo  colla  CH) 

[V,]  cof. tìCB  = cos.HCXcos.BCX 

+ cosMCrcos.BCV 

cus.  HCZ  cos.BCZ 

Sopra  CZ  c C verso  Z prendiamo 
e per  E iulendiamo  condotto  un  piano  parallelo 
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^T.^iSall’  altro  XCV:  sul  piano  cosi  coodotto  starà  una 
delle  circonferenze  direttrici  della  conoidale.  Pe- 
rò se  per  E conci  urremo  la  EB  parallela  a CX, 
se  sopra  EB  taglieremo  EB  = n , e per  B e C 
condurremo  la  BCy  sarà  BC  una  delle  generatrici 
pel  centro:  e costituendosi  così  il  triangolo  rettan- 
golo CEB  tutto  noto,  potremo  determinare  di  tut- 
ti gli  angoli  contenuti  nella  [/^,]  quei  coseni  non 
assunti  come  dati. 

Abbiamo  adunque  per  le  costruzioni  fatte 

k 

tx>i.BCX=sfin.BCZ  = - — 

»• 

coi. BCY  = cos.i^  = 0 


cos.BCZ  = y.-  ^ . ; 

e pei  Talori  assunti  (609) 

cos.  HCX  = Cx 
cos. HCY  = cy 
cos.HCZ  = Cx 

Quindi  la  relazione  [/^ij  cangerassi  in 


cos.UCB 


CxTt 


Vto’  ^ n n> 


cxm 


61 3.  Ora  supponiamo  cbe  il  piano  secante  fosse 
parallelo  alla  direttrice  pel  centro  CB-,  dovrà  essere 
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la  HC  in  tulle  le  sae  posiiioni  perpendlcolaM  allaTAr.  iS. 
reità  CB.\  è perciò  - Af*  4« 

cos.HCB  = cos.i’  = o . 

In  oltre  la  HC  , essendo  alla  CB  perpendi* 
colare  fa,  in  qualunque  delle  sue  infinite  posisioni 
che  può  avere,  un  angolo  acuto  colla  CZ,  ed  uno 
ottuso  colla  ex  , e viceversa  : e però  se  il  piano 
secante  è parallelo  alla  generatrice  pel  centro  CB, 
debbono  pure  le  quantità  Cx  > avere  segno  di- 
verso. 

Dunque  perchè  sia  il  piano  secante  parallelo 
alla  generatrice  pel  centro  esser  deve. 

c,n  CtTn 

_ ■ — o 

. ossia 

— Cxfi  + cjni  = o 
Dalla  qual  cosa  n'  emerge  , che  se 
— CxW  -f-c*/»<  o 
r angolo  HCB  è ottuso  , e se 

— . Cx«  -I-  Cittì  > o 
’l’  angolo  HCB  è acuto. 

6i4-  Supponiamo  che  sia  ottuso  l’angolo 
la  retta  CH  sarà  perpendicolare  a rette  che  fan- 
no coir  a.sse  CZ  un  angolo  minore  dell’  angolo 
BCZ,  0 a rette  a queste  parallele. 

Ma  tutte  le  rette  della  conoidale  sono  parallele 
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Tat. 

As- 


ia rette  comprese  nell’  angolo  BCE , delle  genera- 
' trici  pel  centro  col  primo  asse  indefinito. 

Dunque  (6i3)  quando  h 

— Citi  -f.  ctm  <0  y 

il  piano  secante  è parallelo  a rette  della  conoidale 
diverse  dalle  generatrici  pei  centro. 

615.  Sia  acuto  l’angolo  HCB\  la  retta  C^fiTsarà 
perpendicolare  a rette  che  fanno  colla  CE  un  an- 
golo maggiore  di  BCE  , e perciò  il  piano  secante 
sarà  parallelo  a rette  il  di  cui  angolo  col  primo 
asse  indefinito  è maggiore  di  quello  che  coll’  asse 
medesimo  fanno  le  generatrici  pel  centro.  Dunque 
(6i3)  quando 

Cxtl  -f-  > o 

il  piano  secante  non  è parallelo  a nessuna  delle  ge- 
neratrici della  conoidale. 

616.  Riprendiamo  ora  le  tre  condizioni  (6io) 

. C = (o’  + Cy) 

\V\  < Cxs\n  > + c?) 

I Cxs\n  < c^m(cl  + Cy) 

Le  tre  quantità  Cx  , Cj-  , essendo  i coseni 
che  una  medesima  retta  fa  coi  tre  assi  ortogonali  . 
delle  coordinate,  esser  debbo,  come  dai  principi  del- 
1’  analisi  alle  tre  coordinate, 

c’  + c;.f  = 

Dunque , è 

cl  + c'y=  I — 
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Quindi  le  tre  coiidizioDÌ  [Z7J  si  cangerannoin 
= c,m(i  — c]) 
rjji  > c,to(i  —c]) 

Crj’n  < cjn(  i — c’) 

p per  rssere  i — c'  = si  cnngcratino  per  iiUimo  in 
• c,n  = c.in 

r,n  c.m 

Crn  <;  cjH 

ossia 

— c^n  -j-  c^m  = o 

— cji  c.m  < o 

— -f-  c^m  > o 

Dunque  per  ciò  die  nei  precedenti  Ire  nunaeit 
iildiiuniu  detto  ; 

Delle  sezioni  della  Conoidale  prodotte  da  piani  in- 
clinali a tutti  e tre  i suoi  assi  indefìniti  , 

Le  Curve  di  Primo  Genere  sono  prodotte  da  piani 
paralleli  alle  generatrici  pel  centro  : 

Le  Curve  di  S<‘Condo  Genere  sono  prodotte  da  pia- 
ni paralleli  all’ una  qualunque  delle  rette  della 
conoidale  di  quelle  che  non  passano  pel  centro  : 
Le  Curve  di  Terzo  Genere  sono  prodotte  da  piani 
non  paralleli  a nessuna  delle  rette  della  co- 
noidale. 

617.  Per  questa  proposizione  possono  conoscersi 
di  specie  le  singolarità  delie  curve  dì  ciascun  gene- 
re, c se  ne  può  dedurre  la  più  adatta  classìfìcnztoue 
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ili  ispccic  : e noi  (jacsto  f'urcmu  nei  Ire  pni'agrafi  die 
seguono,  coiiIculIuiuIucì,  |>er  la  coniplicatissima  for- 
mi) dullii  equazione  della  curva,  ronie  pure  per  quel- 
la delle  derivale  delie  sue  ordinale  e delie  espres- 
sioni *di  qursle  in  scric  clic  per  ciascun  genere  di 
curve  deriverebbero  , delle  sole  nozioni  clic  didlj 
geometria  possiuni  li  arre  in  ordine  alla  forma  delle 
curve  delle  sezioni  di  cui  stiamo  Irallundo. 

Curve  di  Primo  Genere  di  quelle  prodotte  da  pia- 
ni inclinati  a tutti  tre  gli  assi  indejìniti. 

6i8.  Consideriamo  un  individualo  piano  secan- 
te di  quelli  die  donno  curve  di  primo  genere.  Un 
tal  piano  essendo  parullclo  all’  una  delle  generalrì- 
ti  pel  cenilo  , la  curva  d’  iulerscz'ione  avrà  rami 
iniinili  ; ed  i suoi  punii  die  corrispondono  ad  ascis- 
se iiiGuile  sono  dati  dall’  incontro  del  piano  culla 
geiieiatricc  pel  centro  , alla  quale  esso  è parallelo. 

Pei  punii  di  (j'iesta  gcueralricc  situali  all’ iiiGnilo 
conduciamo  i piani  tangenti  alla  conoidale.  Ciascuno  di 
essi  incuiilrcrà  il  p ano  secante  secundo  una  retta, 
impcrcioci  liè  i [liani  laiigcnii  alla  conoidale  negli 
estremi  di  una  sua  mcdesinia  generai  l ice  retta  sono 
paralleli  al  piano  direttore  (109,120);  cd  il  piano 
secante  gli  è inclinato,  per  essere  il  piano  direllnre 
parallelo  al  primo  cd  al  terzo  asse  indefinito  (1CÌ2). 

Quindi  lisulta  die  le  curve  di  primo  genere 
lianno  un  asintoto  rclln. 

6ig.  U perciocché  la  equazione  [7)],  nel  caso 
delle  curve  di  primo  genere  ritiene  un  Imuiiic  di 
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secondo  grado  in  x,  le  porzioni  di  curva  clic  corro- 
no all’ ioGnito  si  auduraniio  continuamente  accostan- 
do sino  ad  incontrarsi  all’ioriuito  toccandosi. 

Queste  due  proprietà,  essendo  indipendenti  dal- 
la posizione  del  piano  secante,  sono  comuni  u tulle 
le  curve  di  primo  geuerc. 

6i0.  L’ individuato  piano  secante  può  o nò 
incontrare  il  secondo  asse  parametro,  ossia  la  retta 
doppia  della  conoidale. 

La  incontri  ; ed  in  un  punto  compreso  Ira  i 
suoi  estremi.  Il  qual  puuto,  per  fissare  le  idee,  sup- 
pongliìamo  che  sia  più  prossimo  alla  retta  di  permu- 
tazione anteriore  che  alla  posteriore. 

Pel  punto  ove  il  piano  seca  la  retta  doppia  , 
e su  di  esso  , conduciamo  una  reità  ; c condu- 
ciamola in  mudo  , che  giaccia  nel  vacuo  della  fo- 
glia superiore  della  conoidale  ; la  qual  cosa  è sem- 
pre possibile.  Se  prolungheremo  una  tal  retta  dal- 
I'  altra  parte  , il  prolungamento  giacerà,  finché  noa 
incontri  una  qualche  retta  della  superficie,  nel  va? 
cuo  della  foglia  iufeiiore. 

Ora  suppongliianio  che  il  |iiano  secante  sia  ge- 
neiato  da  una  iella  che  si  movesse  parallelnmcnte 
alla  generatrice  pel  centro  cui  il  piano  è parallelo  ed 
appoggiandosi  alla  della  iella  comlolla  pel  punta 
d’  inleisczioiie  del  piano  colla  linea  doppia.  Le  ge- 
neratrici pel  centro  contenendo  il  più  grande  angolo' 
col  piano  degli  assi  parametri,  che  tutte  le  altre,  e 
la  direttrice  di  questa  generazione  del  piano  secante- 
giacendo  nel  vacuo  della  couo.dalc  , il  piauo  seclierà 
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«imlje  lt‘  fuglio  (il  essii  ; e ìa  sua  intcrsezrune 
culla  iella  doppia  da  là  uu  puutu  doppio  della 
coiva. 

623.  Appoggiandosi  la  iella  geueiatrice  del  piano 
secaiilc  a quella  porzione  della  sua  direttrice  cLe  giace 
nella  foglia  superiore  della  conoidale  , incontrerà  >11 
ogni  sua  posizione  ambo  le  generatrici  di  essa  die 
baiiuo  uu  ponto  comune  ; e quando  troverussì  sul 
jiiano  (Ielle  geueratrici  pel  centro  iucontrerà  all’  tti- 
fìiiito  l una  di  essa  : e tali  incontri  avranno  luogo 
nella  foglia  superiore  della  conoidale.  Pelò  al  di- 
so|>i'u  del  |)unto  doppio  la  cnrva  comprende  uno 
spazio  chiuso  ed  inliuito  ; andandosi  continuamente 
accostando  , e sino  ad  incontrarsi  all’  infinito  toc- 
candosi , le  porzioni  di  curva  che  corrono  all'  iu- 
lìiiito. 

633.  La  generatrice  del  piano  secante  appoggi.ii;> 
dosi  a quella  porzione  delia  direttrice  di  esso,  che  gia- 
ce nel  vacuo  delia  foglia  inferiore,  incontrerà  pure  ant- 
he  le  rette  di  ciascuna  coppia  di  generatrici  della  co- 
noidale aventi  uu  punto  comune  , ma  non  ne  iiicon- 
treiù  all’  infinito  ; non  potendo  mai  essa  generatrice 
del  piino  trovarsi  sul  piano  delle  generatrici  pel  centro 
della  conoidale,  e ad  una  di  queste  soltanto  il  piano 
secante  essendo  parallelo.  Quindi  al  di  sotto  del 
punto  poppìn  la  curva  comprende  uno  spazio  chiuso. 

634.  Per  le  quali  cose  nel  caso  di  cui  si  tratta, 
una  individuata  delle  curve  di  primo  geuere  ha  un 
sol  ramo  infinito  ed  annodalo  : ed  in  modo  da  cir- 
coscrivere due  spazi  chiusi,  1’  uno  finito  , e 1'  altro 
infinitamculc  lungo. 
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Cì-i!).  Dusci'iUa  per  patiti  una  tal  curva,  preiiJe 
]a  lui  ma  ili  quella  lieliauata  nella  figura  lu  della 
tav’ul.i  iG  : e vedesi  che  la  sua  furma  corrisponde 

alle  cose  dette.  > 

6a6.  Suj)|H>uiaiiuj  ora  che  l'iiidividuato  piano 
secatile  passi  per  1’  unti  degli  estremi  del  secondo  asse 
paiaiiii-tro,  ossia  della  retta  doppia;  cioè  per  l anteriu- 
re.  L per  lisiariie  la  posizione  conduciamo  pel  det- 
to punto  due  rette,  Tutta  parallela  a quella  genera- 
trice pel  centro  , alla  quale  vuoisi  che  il  piano  se- 
cante sia  parallelo  , e Taltra  che  , s’ iuU'Ometti  nel 
Vacuo  della  foglia  supcriore  della  conoidale.  Il  pia- 
no condutlo  per  queste  due  rette  sarà  l’individuato 
piano  .secante. 

L'  esticniu  anteriore  della  retta  doppia  è pini- 
lu  comune  culla  retta  di  perinutaziune  antetioie  ; e 
peto  lu  seconda  delle  delle  due  lette,  che  alihiatno 
condotte  per  fissare  lu  posizione  del  piano  st cau- 
te farà  , quando  vei.so  la  foglia  inferiore  si  pro- 
lunghi  , colia  delta  retta  di  permutazione  due  an- 
goli opposti  al  veilice.  Quindi  ne  segue,  cite  se  gia- 
co nel  Vacuo  della  foglia  superiore  , il  suo  prolun- 
ganiciilo  non  può  ^•iacere  nel  vacuo  della  inlerioie; 
ma  giacer  deve  al  di  fuori  di  essa. 

Ciò  posto  sia  generalo  il  piatto  sccaute  pel  muo- 
versi della  retta  condotta  pnrullelameule  alla  gene- 
latriec  pel  centro  e strisciando  sull’  ultra  retta  con- 
dotta per  l’estremo  medesimo  e nel  vacuo  della  fo- 
glia superiore  : talché  la  prima  di  queste  due  ret- 
te uc  sia  gcueiulricc  , e T ultima  diicltiice. 
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627.  Ln  «liicltrice  del  piano  secante  giace  in 
parte  iteli’  iuteruo  della  foglia  superiore  , epperò  fin- 
cliù  la  generatrice  di  esso  passerà  per  quei  punti  della 
direttrice  che  sono  al  di  sopra  della  retta  doppia  in- 
contrerà per  due  parti  la  foglia  superiore  della  conoi- 
dale, uè  potrà  coiitemporaueamente  incontrare  la  infe- 
riore; imperoccliè  le  generatrici  pel  centro  della  super- 
ficie fanno  col  piano  degli  assi  parametri  un  angolo  mag- 
giore di  quello  die  col  piano  medesimo  l'inno  tutte  le 
altre  sue  rette  generatrici.  Per  le  ragioni  medesime  la 
generatrice  del  piano  secante  quando  passa  per  li 
punti  della  sua  direttrice  che  sono  al  di  sotto  del- 
la retta  doppia  non  incontrerà  mai  la  superficie  ; 
imperciocché,  come  ahhiam  detto  (62G),  questa  parte 
della  direttrice  giace  al  di  fuori  della  supcificie. 

Quindi  una  individuata  curva  di  quelle  del 
secondo  genere,  quando  da  un  piano  che  passa  per 
1’  estremo  del  secondo  asse  parametro  sono  esse  pro- 
dotte, và  all’  infinito  da  una  sola  parte  c per  due 
versi,  ossia  estremi,  che  avvicinandosi  conliniianien- 
te  all’ asintoto  retto  di  essa  (61  g)  si  toccano  all’ in- 
finito, ove  costituiscono  un  cuspide;  la  curva  adun- 
que chiude  uii  solo  spazio  ed  infinitamente  lungo. 
La  qual  cosa  la  fìi  diversificare  dalle  altre  curve  di 
primo  genere,  che  sono  prodotte  da  piani  che  pas- 
sano tra  gli  estremi  del  secondo  asse  parametro. 

G28.  Consideriamo  quel  punto  della  curva  il 
quale  vien  dato  dalla  intersezione  del  piano  secante 
individuato  nel  nioilo  anzidetto  (626)  colla  retta  di 
permutazione  anteriore  della  .supcificie,  pnuto  che, 
ionio  è palese,  nello  spazio  C l’ estremo  stesso  del 
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sicoiiJo  asse  |iaiamclio.  l’tT  un  fai  punto  condu- 
ciamo un  piano  tangente  alla  conoidale.  Le  due  gcne- 
lalrici  ielle  ed  cllillicn  della  conoidale  , che  passano 
pel  detto  punto  , sono  rispellìvamente  la  retta  di 
piTiiiulazione  c la  iella  doppia.  Il  piano  langenlc 
duui|ue  passerà  por  tali  rette  (Par.  Pri.  Probi. S.)  ; c 
loiiioiidesi  perciò  col  piano  degli  assi  parametri. 
Però  la  iella  di  sua  intersezione  col  piano  secante 
passerà  per  I’ estremo  anteriore  del  secondo  asse  pa- 
l'aiiielro  e giacerà  in  parte  nel  vacuo  della  foglia 
supcriore. 

ftia  la  intersezione  del  piano  tangente  col  pia- 
no secante  è langenlc  alla  curva  d‘  intersezione. 

Dunque  la  retta  tangente  alla  enrVa  d’  inlersezio- 
Dc  in  quel  suo  punto  di’  è dato  dalla  reità  di  pcr- 
inutazìouc  aiiteriure  entra  nello  spazio  cliiuso  da 
essa  curva. 

In  oltre  il  punto  die  qui  consideriamo  essen- 
do un  punto  della  retta  doppia  , esser  dovrebbe  un 
punto  doppio  della  curva,  e non  lo  è,  poiché  il  pia- 
no secante  iucuntra  la  sola  foglia  superiore  della 
conoidale. 

Dunque  nel  punto  della  curva,  il  quale  è dato 
dalla  intersezione  del  piano  secante  col  secondo  asse 
parametro  , ha  luogo  un  Cuspide. 

G29.  D ille  quali  cose  risulta  che  nel  caso  di  cui 
si  tratta  (63G)  una  individuala  curva  di  quelle  di  pri- 
mo genere  ha  due  rami  , che  comprendono  insieme 
uno  spazio  infinito,  e che  si  toccano  due  volle,  cioè 
alla  origine  del  loro  corso  ed  all’  infinito,  costituen- 
do cosi  due  cuspidi. 
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G3o.  Dii  tulle  le  quali  rose  appare  die,  qiiantio 
il  piano  secatile  passa  per  I’  estremo  anlcrinrc  del 
secdiiilo  asse  parametro  , la  curva  d’  inlerseiione 
aver  debite  la  forma  della  curva  rappresentata  nella 
figura  io'  della  Tavola  i6.  Ed  una  lai  curva  si  è 
coslrulla  per  punti  ed  è ricuscita  conforme  al  qui 
dello. 

63 1 . Supponiamo  per  ultimo  die  il  piano  secan- 
te individuato  , non  incontri  il  secondo  asse  para- 
metro : si  lasci  cioè  i suoi  estremi  da  una  medesi- 
ma parte. 

In  questo  caso  è manifesto  , dopo  ciò  die  ab- 
Liam  detto,  clic  il  piano  secante  incontrerà  una  so- 
la foglia  della  conoidale  , e die  in  oltre  il  cuspide 
die  esisteva  alla  origine  del  corso  dei  rami  delle 
curve  prodotte  da  piani  die  passano  per  l'estremo 
dd  secondo  asse  parametro  più  non  esiste  e di- 
venta invece  punto  di  semplice  raccordamento.  Coii- 
ciossiadiè  il  piano  tangente  al  punto  , ove  il  piano 
seciinle  incontra  la  retta  di  permutazione  è , nel 
caso  in  cui  siamo,  il  piano  limile  medesimo  della 
superficie,  die  perciò  tutta  intera  da  una  medesima 
parte  se  la  lascia. 

Quindi  la  curva  componesi  di  un  sol  ramo  die 
comprende  uno  spazio  infiuitamente  lungo,  e die  si 
chiude  avvicinandosi  all’  asintoto  pei  suoi  due  estre- 
mi , i quali  lo  toccano  all’  infinito  , costituendo  un 
cuspide.  Non  è dunque  difficile  il  concepire,  che  la 
curva  prodotta  da  piani  che  si  lasciano  gli  estremi  dei 
secondo  asse  parametro  da  una  medesima  parte  hanno 
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1,1  tonun  di  quell,-)  dcliiieiilM  nell,i  (ìgiiru  lu".  de!l,i  t<-i- 

Vola  iCi.  Cile  d'allroiide  è stala  costrutta  per  punti, 

G3a.  D.)l  iìii  qui  (letto  ìntonio  alle  curve  di 

|)i'imo  j;ciieic  lisulta,  ch'esse  sono  di  Ire  specie. 

Cliiarnercino 

Curve  di  Prima  Specie  quelle  prodolte  da  piani  die 
passano  per  uno  degli  estremi  del  secondo  asse 
paiumetio: 

Curve  di  Seconda  Specie  quelle  prodotte  da  piani 
clic  passano  tra  gli  estremi  del  secondo  asse  pa- 
ra met  io; 

Curve  di  Terza  Specie  quelle  prodotte  da  piani  che 
si  lasciano  da  una  medesima  parte  gli  estremi 
del  secondo  asse  parametro. 


G33.  Nel  fare  i jirecedcnti  ragionamenti  abbia- 
mo supposto  individuato  il  piano  secante.  Che  se  si 
movesse  , otterremmo  delle  varici, "i  delle  curve  di 
ciiiscuna  specie;  eri  in  generale  tutte  le  curve  im- 
maginabili che  così  ne  verrebbero  , risulterebbero 
a quattro  a quattro  identiche  ti-a  loro,  e non  divcT- 
sìGcandu  che  di  posizione  soltanto  : imperciocché  il 
piaiio  secante  può  avere  quattro  posizioni  simili 
rispetto  ai  tre  assi  indefiniti  della  conoidale. 
quali  quattro  posizioni  corrispondono  alla  giacitura 
della  retta  CY"  , nuovo  asse  delle  y , iti  ciascu- 
no de’ quattro  angoli  triedri  , che  i tre  primitivi 
piani  coordinati  , XCZ  , ZCY  ^ costituisco- 

no al  davanti  del  diametrale  XCZ. 
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f)34-  Trn  tulle  le  Tnrietà  delle  Ire  specie  di  ctirve 
dì  primi)  genere  , (|uelle  di  seeoiidii  specie  ne  am> 
inelloiKi  tiiiii  , die  di  forma  quasi  come  sua  propria 
si  presenta.  Le  eurve  di  una  tal  varietà  corrispondo* 
no  a tulle  (|ucile  ]iosizioiii  die  può  avere  il  piano 
secuiile  , quando  passa  pel  cenlro  della  conoidale. 
Impcrocdiè  nelle  curve  di  pi  uno  et’uere , il  pia- 
no secatile  , dovendo  essere  paiallelo  ad  una  delle 
generatrici  pei  cenlro,  per  ima  tal  generatrice  deb- 
b’  esso  necessariamente  passare  quando  il  cculro 
della  conoidale  è un  suo  punto.  E pelò  la  curva 
d’  iniersczione  compnrrassi  di  due  rami  , l’ uno 
retto,  e Tallio  curvo  , a dilTerenza  di  tulle  le  al- 
tre curve  di  seconda  specie  « lie  hanno  un  sol 
rumo  (G24)- 

ì\Ia  qiianluiique  di  due  rami  si  costituisse  la 
curva  di  una  tal  varietà  e non  <li  due  , pure  ba 
il  medesimo  carattere  che  tutte  le  altre  di  medesima 
specie.  Conciossiacliè  eziandìo  due  spazi  chiusi  cir- 
coscrive 1,1  curva  , Timo  al  disopra  e Tallio  al 
di  sotto  ilei  pillilo  doppio  ; c la  più  gran  dilTeren- 
za  slà  in  (jueslo  soltanto  , die  mentre  in  tutte  le 
curve  di  seconda  specie  uno  di  tali  spazi  è di  di- 
mensioni fìnìlc  , in  (|uesta  varietà  pili  licolai  e , so- 
no eiiiraiiilii  infinilaiiieiitc  lunghi.  La  qual  difl'e- 
lenza  deriva  snltanln  , dall’  essere  d.ilo  il  jiunlo 
doppio  tiell.i  curva  dal  centro  ilella  conoidale  ; 
dappoiclié  se  tutta  la  conoidale  è simmetrica  iulor- 
>10  al  suo  cenlro  , ìnlonio  al  punto  doppio  che  con 
esso  coiiiciile  nello  spazio  , debbe  la  curva  esser 
siirimelrica  ; c perciò  se  lo  spazio  circoscritto  dalla 
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curva  u1  disopra  di  uu  tal  puolo  è infili itanicnte  lungo, 
così  debb'  esser  eziandio  quello  cii  coscritlo  ui  disótto. 

(535.  Le  curve  a|ipartcncuti  olla  vnrielu  di  cui 
parliamo  essendo  sininietricliu  iiilnnio  ad  uii  puiilu, 
se  iid  uu  sistema  di  assi  coonliiiuli  aventi  uu  tal 
pun  lo  per  origine  ne  rifci  irtono  l;i  c(|uaziane  , do- 
vrà questa  contenere  teiinini  snll.inlo  , nei  quali  la 
somma  degli  esponenti  delle  couidinate  è un  nu- 
mero pari.  Però  la  equazione  [Z’J  accomodata  ad 
una  tal  varietà  di  curve,  e rirerendola  al  dello  siste- 
ma di  assi  coordinati  , debbo  molto  seniplificnisi. 

GiG.  Ora  forlunalamenle  , p<'r  la  via  teiinla  nelT»»- 15. 
dcleriiiitiare  quella  equazione  , essendo  la  inlersczio- ' 
Me  della  retta  CI  " eoi  piano  QD/1  che  da  1'  ori- 
gine delle  coordinale  cui  essa  è rilerita,  cd  il  pun- 
to H trovandosi  in  C quando  il  dello  |iinno  passa 
pel  centro  , la  equazione  della  curva  trovasi  da  se 
riferita  al  punto  intorno  cui  essa  c simmetrica.. 
Quindi,  è cosa  assai  ficile  olteueie  la  equazione 
delle  curve  - della  varietà  di  cui  si  traila  riferita 
agli  assi  come  ubbi.un  dell--. 

Per  ottenere  la  delta  eipiazioue  due  cose  soiio 
da  fare. 

Debbesi  porre  /]  = 0 ■.  c tenersi  eoulo  della 
condizione 

ossia  ' 


rji  c'.ot  , 


Digitized  by  Google 


PJUtTE  SLCOMDA 


54  J 

rlie  per  le  curve  ili  primo  genere  debile  over  luogo 
(Gio,  Gi(j). 

Fililo  prima  /j  = o nella  equazione  [7’J  , poi 

e FI 

postovi  m = -■*— , come  cavasi  dalla  della  condizio- 
ne , risulta 

ac^c^.c.xc-f  e’  ( cl—s]  ) j | ~ “ 

die  contiene  per  lo  np|iuato  tali  potenze  delle  x, 
z , che  la  somma  dei  loro  esponenti  in  ciascun'  ter- 
mine è un  tinmeio  pari. 

Gj'J.  Alilinimo  già  detto  (G34)  che  le  curve  della 
varielà  ili  cui  i|uì  parliamo  ciimpongonsi  di  due  parli 
l'uiin  retta  e l’altra  curva;  perù  la  equazione  di  una 
retta  essendo  di  primo  grado  , la  equazione  [F']  deb- 
L’ avcHC  un  fattore  semplice  di  primo  grado.  Per 
la  qual  cosa  la  equazione  [7^/]  può  anche  maggior- 
mente semplilicarsi  , c può  discutersi  ha  curva  , di- 
scutendo separalameute  le  due  equazioni  nelle  quali 
la  [r,]  risolvesi . 

G3ìJ.  La  determinazione  del  fattore  di  primo 
grado  della  equazione  [L  »]  è facilissima  : impercioc- 
ché la  pal  le  retta  della  cui  va  della  equazione  [f^i] 
essendo  data  dalla  generatrice  pel  centro  alla  quale  il 
piano  secante  è -parallelo  (G34)  , ò chiaro  che  la 
equazione  di  una  tal  generatrice  esser  debhe  il  fat- 
tore di  primo  grado  di  essa  [L^/]. 

La  equazione  della  generatrice  pel  centro  , 
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iiiOiita  al  tre  assi  ìudefiitUi  della  conoidale  , è 

n 

.r  = — z 
m 

/,  = o 

rifcriMtilol.i  ut  nuovi  , aviìt  j)Cf  equazione 
(6.  7.  C<jH.  [.’ij  ) 


X"  _ c,j  » + -J'  = ~ ( .V.;"  + e.;  " ) 


ìì 

ni 


.r"  + c,j"  z"  = o 

Sz  ■ S, 


Ora  11  volere  die  una  tal  retta  appartenga  alle  cur- 
ve (Iella  cqu  izioiie  di  vui  si  tratta,  è neecssario  fare 

j "=/?  = o , 

ed  in  oltre  tener  conto  della  condizione 


Cjc  n = Ct  m 

rilativ.r  alle  curve  di  primo  genere,  ossìa,  làrc 

n c. 
m ’ 

falle  queste  cose  , la  equazione  della  generatrice  pel 
centro  divcqta 

Cj  ^"  -|-  fi  (c’  — J;)  — 0 

Cx 

CjiX"  — CyC-i"  = 0 
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priocipi  della  geometrìa  analitica  e per 
trigonometria  , è 

+ + , sl=i—c\ 

d*  onde  poi 


cl—sl=cl—i-^.cl=cl+cl—{cl  -f  = 


— c^ 


Dunque  la  piimu  delle  equazioni  [^/]  si  can- 
gia Della  seconda. 

Quindi  la  equazione  liu  per  fattore  di  pri- 
mo grado  la  equazione 


' Cxk  — = o • 

639.  Per  ilelenninaro  1’  aJtro-  fattore  della  c- 
quaziuiie  divìdiamo  rlTellivaineiite  il  suo  piì- 

ino  iiienibro  pel  primo  dell’ ultima  ottcuuta.il  quo- 
zieute  sarà  il  fattore  richiesto. 

Eseguita  la  divisione  ed  eguagliato  a zero  il 
quoziente  , si  ottiene  (*) 


(*)  Per  efTcUuire  la  cleUa  divisione  sì  ordini  il  polinomio  del  divi- 
dendo ed  il  divisore  per  rispetta  adx.  I termini  risultanti  dal  primo  rigo 
della  equazione  sono  csattauicnte  divisibili  t quelli  risultiuli  dal 

aecuudu  rigo  al  contrario  danno  im  residuo  della  forma 

Rppcrò  una  contraddizione  colle  cose  qui  sopra  dette  si  presenta.  Ma  cs- 
sa  è apparente  sollanto  ; im|ìeiTÌoccl)é  il  detto  residuo  riducesi  a zero  , 
quando  lieucsi  conto  delle  rclazioui  che  pascano  tra  i scoi  ed  i coseni 
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e quest»  è 1»  equazione  della  parte  curva  , delle 
curve  date  dalla  equazione  [^J. 

G40.  Se  si  costruisse  nello  spazio  e geometrica- 
mente l'asintoto  della  curva  della  varietà  dì  cui  si 
tratta,  otterrehbesi  per  esso  la  generatrice  pel  cen- 
tro della  ronoidale  , all»  quale  il  piano  secante  è 
parallelo.  Di  fatto  essa  generatrice  è per  lo  appun- 
to la  intersezione  del  piano  secante  col  piano  tan- 
gente la  conoidale  in  quei  suoi  punti  die  sono  situa- 
ti nirinfìnito  su  quella  sua  retta  eh' è al  piano  se- 
cante parallela  (109).  Quindi  l’asintoto  della  curva 
della  equazione  [/^,]  ha  per  equazione 

CiX  — CjC.z  = o : 

c nella  varietà  di  curve  di  cui  trattiamo  v’ò  que- 
sto di  singolare  che  il  ramo  retto  della  curva  rr  è 
ad  un  tempo  suo  asintoto. 

641.  Di  qui  appare,  che  per  aversi  la  equazione 
delle  curve  della  varietà  di  cui  si  parla  riferita  ai 
suoi  asintoti,  basta  porre  /?  = o , e c^n  — Cim  nel- 
la equazione  tra  t»  ed  u(G  10)  ; imperciocché  l'abbia- 
mo ottenuta  (610)  riferendo  alla  retta  della  equazione 

CyCt 

X — s 

Cx 


angoli  clic  una  rclU  fa  coi  Ire  at*i  coordinati.  Di  fatto  essendo 
, •»  , a 1 a 


»i  ha 


*■'  I tcsto  valore  Hi  >05liiiiilu  nel  dello  residuo  lo  riduce  a icnj. 
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la  equazione  [T’,].  ' ‘ 

Eseguile  le  delle  s'osliluzioiii  risulla  ( riflet- 
IciiJo  clic  per  le  due  n lazioiii  -|_  c’  = t 

=:  i — et  , si  ha  la  lerza  c't  + — st  ) 

1 V t 1 1 

e w -f-  VX  CjC-Avu  -f.  n CjU  = o 
La  quale  essendo  divisibile  per 
u = o 

moslra  , come  avevamo  dello  , die  1’  asiutolo  ap- 
pailieuc  alla  curva. 

643.  Soppresso  il  fallorc  u = o si  ha 
[A",]  ctctsyPx'^u  -f.  aidc,  Cr/'/o  -f-  iic]u  — o . 
Prcudusi  ora  1’  equazione  gncrale 

xy  — ax'  -j-  bx'  -{.  cj:  -f-  <Z 

ciré  quella  del  primo  dei  quallro  casi  di  equa- 
zioni delle  curve  del  lerzo  ordine  , secondo  la 
loro  classificazioue  liiUatic  da  Mewlon  ; e l'uccia- 
si  paragone  tra  essa  c la  equazione  [A^,].  E chia- 
ro che  quella  rienlra  in  questa,  quando  sia  a=  o, 
6=0,  d—  0 . 

£ però  si  fà  palese  che  la  varìeiìi  di  curve  di 
prima  specie  di  quelle  di  cui  si  traila  , ossia  che 
le  sezioni  della  conoidale  prodotte  da  piani  incli- 
nati a tutti  c tre  i suoi  assi  iudefìniti  e che  pas- 
sano pel  suo  centro,  compongonsi  di  due  partì  : di 
una  retta  , e di  una  curva  di  terzo  ordine  che  se- 
condo 1’  esame  di  Newton  di  tulle  esse  e la  deuouii- 
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Razione  du  lui  àildaUMt»,  tra  le  sei  iperbole  difetti- 
ve , die  souu  Ira  le  curve  di  un  tal  ordine,  è una 
di  quelle  due  di  esse  che  diconsi  serpentine;  e la 
quale  eurva  di  terzo  ordine’ ha  la  detta  ‘ retta  per 
Msiiiloln. 

Una  individuata  di  tali  curve  è costrutta 
per  punti  ; ed  è delineata  a puntini  nella  figura  10'. 
della  tavola  16.  - È da  osservare  che  la  descritta 
curva  si  è siippo-^ta  prodotta  da  un  piano  parallelo 
a quello  che  ha  prodotta  la  curva  delineata  con 
trailo  coitliiiilàto  nella  figura  medesima. 

64.1  • Dalle  cose  sin  qui  dette  intorno  alle  cur-" 
ve  di  seconda  specie  si  vede,  ch’esse  Comprendono 
due  diverse  Varietà  Primarie:  e sono  ad  un  sol 
tniBO  continuo  , ed  a due  rami  discontinui,  ossia 
pirtì.  L die  quelle  della  prima  varietà  sono  pro> 
dotte  da  piani  paralleli  ad  una  delle  generatrici  pel 
centro  cd  i quali  non  passano  per  esso  , e le  curve 
della  second.i  varietà  .sono  prodotte  da  piani  die  pas-' 
sano  pel  centro  della  conoidale  e che  sono  paralleli 
ad  lillà  delle  sue  due  generatrici  die  passano  per  esso. 


Curve  di  Secondo  Genere  di  quelle  prodotte  da 
piani  inclinati  a lutti  e tre  gli  assi  indefiniti. 

645.  La  intersezione  del  piano  secante  con 
ciascuna  retta  della  conoidale  dà  un  punto  delta 
curva  della  intersezione  di  essa  col  piano.  Però 
le  curve  del  Secondo  genere  , essendo  prodotte  da 
piani  paralleli  ad  una  delle  generatrici  rette  dulia 
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ronoiti.'ilc  die.  uou.,  pa&satio  peJ  centro  , avranno 
rami  iiiGuili , nè  ne  aTrunno,«lei  diiiui  ; iiicoutran- 
dosi  all’  uifiuito  il  piano  recante  , e quella  retta 
ddla  supcifìcie  clic  gii  è parallela.  E poiciiè,  le  ret- 
te gpueralrici  ddla  conoidale  sono  a due  a due  pa- 
rallele tra  loro  (meno  quelle  pel  centro  ) , una  iu- 
ilividuata  di  tali  curve  avrà  ad  una  medesima  ascis- 
sa infinita  due  punii  die  gli  corristvMtduiio  , e die 
possono  aversi  come  dati  dalla  nilersezioiie  del  pia- 
no secante  colle  due  generatrici  alle  quali  è parallelo. 

Supponiamo  che  pei  punti  situati,  all’  infinito, 
delle  generatrici  rette  parallele  al  piano  secante,  sia- 
no condotti  i piani  tangenti  la  conoidale.  Essi  saran- 
no due,  paralleli  al  piano  direttore  , e perciò  paralle- 
li Ira  loro  ( ia4,  ed  iiirnntreiyuDO  il  piano 

secante  , per  es.sere  questo  ind inalo  a tutti  Ire  gli  assi 
indefiniti,  a due  dei  quali  il  piano  direttore  è paral- 
lelo (i65).  11  piano  secante  dunque,  ed  i due  pia- 
ni tangenti  s' incontreranno  secondo  due  rette  paral- 
lele Ira  loro.  Quindi  he  curve  di  secondo  genere,  noa 
solo  COI  inno  all'  infinito  , ma  in  olite  hanno  due  as- 
siutuli  retti  die  sono  puiuileli  tra  loro. 

646-  Snppoiiiaino  ora  che  il  piano  secante  sia 
individuato.  Poirannn  darsi  tre  casi:  u che  passi  per 
uno  de’ due  estremi  del  secondo  asse  parametro  , .0 
die  passi  Ira  essi  , o.che  se  li  lasci  da  una  mede- 
si  ui^  parte. 

647.  Passi  r individuato  piano  secante  per  uno 
dei  due  estremi  del  secondo  asse  parametro  , e sia 
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( per  fiisaie  I«  idee  ) )' niHcriore.  ' Intendiamo  con- 
dotta per  no  tal  punto  e aiil-  (n'airo  una  retta  , in 
modo  che  giaccia  neh  vacuo  interno  della  foglia  su* 
periore  dcHa' conoidale  ; e snppnngliiaino'clie  un’al* 
fra  retta  parallela  a quella  dell»  colloidale  alla  qua- 
le li  piano  secante  è pai.TlIelo  , ■ nppnggiaiidosì  alla 
detta  retta  condotta  per  f’ csliemo' del  secondo  asse* 
paramet)>o,  generi  il  piano  ; c si  vada  essa  movendo 
a cumiarirti*e  dalla  prima  posizione  che  le  airbiamo 
dato  , e nel  senso  dall’  cstrcinu  arilerioic  al  poste- 
riore dH  detto  asse.  Questa  generatrice  del  piano  si 
troverà  nel  suo  movìm«nto  in  tre  ciirostanzebli ver- 
ve ; potrà  trovarsi- cioè  tra  I’ estreino  anteriore  del' 
secondo  asse  jKiiaiiicIni,  e quella  ildle  due  geiicralricr' 
rette  della  eoiioidaie  alle  quali  il  p'ano  secante  è 
parallelo,  la  quale  incontra  la  nula  anteriore  del 
detto  asse  ; potrà  trovarsi  Ira  te  due  dette  rette 
della  ronoidale  , alle  quali  il  pianiv  secante  è pa- 
rallelo ; 'o<l  intì'.'ie  tra  qiudi.i  <li  esse  die  incontra  il 
aecoudo  asse  parametro  , nella  siia  metà  posteriore-, 
e I' estremo  postei  iorc  di  mi  tal  asse.  >< 

Tiillr  le  rcite  della  coiroid.'»l»-  coir.prcse  tra 
le  due  alle  quali  il  piano  scraiile  è parall'eio  ranno 
col  piano  degli  assi  paraiiielri  angoli  maggiori  di  quel- 
li cire.sse  due  lelh;  Tiniio  collo  stesso  piano;  tnlle  le 
altre  .sue  rette  vi  finuio  angolo  muiorc.  Però  la  gè-- 
neratrice  del  pièno  eernntp  in  ogni  sua  posizione 
-incoulrerà  in-  una  medesima  foglia  la  cOrrispomlcnle 
coppia  di  generatrici  della  conoidale  che  hanno 
Un  punto  coimme se  trovci  assi ' nella  priiua  u ncU 
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]’ u.lliroa  delle '«lètte  tre  circcstause;  e le  iiioon(i«‘«fi 
un.i  nellH  fogUn  superiore  e I’ altra' nella  iuleuoiL- 
se  snià  nella  seconda  di  esse  circostanze.  - ~ - 
, .La  curva  adunque  si , comperrà  , i nul , caso  in 
cui  il  piano  passi  per  1’  uno  dei  due  edremi  dt-i 
secondo  asse  parametro,  di  due  rami  ; e l’uno  di 
essi  sarà  ist^'ilto  negli  asintoti.  ' i ; - 

• 643.  pale.se  eli  e in  questa  curva  sono  fpMott 

rimarclieyolt  dei  suoi  due  rami  , quelli  dati  dalia  in> 
tersezione  del  piano  con  una  delle  generatrici  pel 
centro  , nel  ramo  iscritto  , e dalia  sua  intersezione 
coir  ei^remo  dell'  asse  parametro  pel  quale  passa  il 
piano,  nell',  altro  ramo;  proprietà  singoiari  godendo 
tali  rette  della  conoidale.  , . \ . 

Consideriaiuo  le  tangenti  alla  curva  in  questi 
due  punti  : e cominciamo  da  quello  apparteircnle 
al  ramo  iscritto  negli >asiiitoti.  . , 

Se  pel  secondo  asse  parametro  e pei  ciasiuu’i 
generatrice  poi  centro  si  conduca  un  |>innit  ,riasrutio 
di  essi  tocca  la  conoidale  in  tatti  i punti  della  sua 
generatrice  pei  qnali  passa  (77).  Però  la  retta  d in- 
tersezione dì  quello  di  tali  piani,  die  ]iessa  per  la  iet- 
ta generatrice,  la  quale  dà  il  punto  del  ^ino  iscritto 
delia  curva  che  qui  consideriamo,  col  piano  secante, 
è tangente  alla  curva.  Per  la  qual  cosa  la  rslf»  d 
tale  intersezione  non  entrando  per  quanto  si  prolun- 
ghi nel  vacuo  della  conoidale,,  ,e,jc  due  rette  di 
essa  iniinedìameiile  vicine  alla  generotrice,]H:l  rcntio 
facendo  colla  generatrice  del  piano  secante  angoli  u- 
guali  tra  loro  e minori  di  <]uelio  thè  la  generatri- 
ce pel  centro  e quella  del  piano  fanno  tra  esse  , 
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nel  punto  di  cui  ci  parla  avrà  luogo  raccordarocuto. 

I Ceosideriaiiioi  ora  la  tangente  alla  curva  nell’ 
a'iro  dei, delti  due  punti,  cioè  iu  quello  dato  dalla 
tateeeezione  del  piano  cocante  coll’  eclrenie  del  ac,- 
lecondo  asse  prauietro.  Se  si  conduca  il  piano 
taugenU  la  conoidale  in  quel  suo  punto  cfa!è  estre- 
llio.del-  si^coudo  asse  parametro  , pel  quale, il  pÌMo 
«ecauie  pssa la  sua  iid^sezìone  con  qneflo  darà 
la  cliiesta  tangente  della  curva.  Ora,  con^  già  ..«li- 
biamo.detto  1 >1  piano  4angcntc  la  conoidale 

nel  detto  punto  , essendo  il  piano  stesso  d$gli,asai 
parametri  , la  della  tangente  alla  curva  cu,trerà  nel 
vacuo  interno  della  conoidale  nel  punto  d^l.  contat- 
to:'e nel  punto  del  contatto  mod^imo  si  lascenà  d 
ramo  di  curva  ike  tocca  da  due  parti  diverse.  Dun- 
que nel  punto, che  qui  consideriamo  ha  luogo  qu 
Cuspide.  1 „ i, 

C40-  lutto,. le  quali  cose  delle  nei  dne  pre- 
cedenti oiiniei'i  risulla^ildro  quando  il  piano  secante 
passa  per  J' .uno  degli  estremi  >del  secondo,  ssse  pa- 
rametro della  conoidale  la  curva, di  loro  interse- 
zione ha  presso  a poco  la  forma  della  curva  delinea- 
ta nolla  (Igur.a  ii.  della  tavola  1 6,,  delle  «quale 
.curva. le  rette  LL  ^ U sono, gli  osiutoti,.ed  U ramp 
inferiore  della  quale  è ad  essi  isci ilio. , ^ 

,G5o.  Passi  r iodi.vidualo- piano  secante  Ir»  gli 
estremi  del  .secondo  asse  parametro.  Questo  Mià  ta- 
gliato da  quello  in  un  ponto.  Per  un.  tal  ponto 
conduciamo  il  piano  tangente  alla  conoidale.  Pur 
fare  la  qual  rOsa  basta  couduire  un  piatto  per  la 
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retti  doppia  e per  la  generaci  ice  retta  die  passi 
per  quel  punto  ; ' imperocché  tali  rette  sono'  tan- 
genti della  stfpei'Gcie  in  quel  punto.  E però  essen- 
do duè  le  generatrici  rette  che  passano  7>er  ciascuir 
punto  dcHa  retta  doppia  , ossia  secondo  asse  pa- 
rametro , due  sarniiMO  i piani  tangenti  che  pos- 
sono condoisi  alla-  conoidale  per  quel  punto- dr 
essa  ,ncl^  quale  il  piano  stante  incontra  il  secondo 
asse  parametro.  ^ • . : . ' . 

Siano  condotti  tali  piani.  Passando  essi  per 
la  retta  doppia  , e perciò  pel  sceondo  asse  iiide- 
irnito  ; ed  essendo  if  phiiio  secante  ■ lutti  tre  gli 
assi  indefiniti  iirclìnato  ; i due  piani  tangenti  ed  il 
piano  secante  $'  iircoutreranno  ; e le  rette  dello 
intersezione  dei  due  primi  piani  col  terzo  si  taglie- 
ranno , e si  tagliei-iiiino  ' nei  punto  che  è punto 
di  contatto  di  esse  colla  cuna  d'  intersezione. 

Dunque  quando  rindividualo  piano  secante  pas- 
sa tra  gli  estremi  del  secondo  asse  parametro,  la 
corra  ha  un  ponto  doppio  ; ed  è dato  dalla  interse- 
zione del  piano  secante  colla  retta  doppia  della  co- 
noidale. • . • 

'65i.  Supponiamo  che  pel  detto  punto,  ove  il 
prìtno  secante  incontra  la  retta  doppia,  sia  condotta  sul 
piano  una  retta  , ed  in  modo  che  giaccia  nei  va- 
cuo della  conoidale.  Se  immaginiamo  che  un'  altra 
retta  parallela  a quella  della  conoidale  , alla  quale 
ò parallelo  il  piano  secante  , sì  muova  parallelamen- 
te a se  stessa  , ed  appoggiandosi  alla  delta  retta 
condotta  nel  vacuo  delhi  conoidale,  verrà  a generarsi 
il  piano  secante  ; e la  generatrice  di  esso  si  troverà 
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nrUe  tre  circostanze  medesime  nelle  quali  trovarasi 
la  generatrice  del  piano  secante,  quando  essa  passaTu 
per  l’uno  dei  due  estremi  dell’asse  parametro  (647). 
E però  nel  caso  iu  cui  siamo  pure  di  due  rami  com- 
poDcsi  la  curva  ; ed  uno  di  esso  iscritto  nei  due 
suoi  asìntoti. 

Ma  avendo  la  curva  uu  punto  doppio  che,  per 
le  cose  dette,  è comune  ad  amb’  i rami  di  curva  , 
tali  rami  si  secano  , e corrono  entrambi  con  un 
«stremo  all’  infinito  da  nù  verso  e coll’  altro  estre* 
mo  all',  infinito  dell'  altro  verso. 

65a.  Dalle  quali  cose  appare  die  la  curva,  in 
un  tal  caso,  prender  debbe  la  forma  di  quella  rap* 
preseutaia  nella  figura  ii'.  della  tavola  16.,  della 
quale-  le  rette  , 1 1 ue  souo  gli  asintoti. 

653.  Per  ultimo  l’ individuato  piano  secante 
si  lasci  da  una  medesima  parte  ambo  gli  estremi 
del  secondo  asse  parametro.  ‘- 

II  piano  secante  incontrerà  in  qualche  punto  il 
prolungamento  di  esso.  Conducendo  per  questo  punto 
una  retta  sul  piano  , e supponendo,  come  nei  due 
casi  precedenti , che  un’altra  retta  , ad  essa  appog» 
giaiidosi,  sì  muova  tenendosi  parallela  alla  retta  della 
conoidale  alla  quale  il  piano  secante  c parallelo  , 
una  tal  retta  genererà  il  piano  secante,  e si  troverà 
nelle  tncilesirae  tre  circostanze  in  cui  trovavasi  la  ge- 
neratrice di  esso  nel  primo  caso  (647).  Quindi,  facen- 
do i medesimi  ragionamenti,  sì  scorgerà  che  pure  net 
caso  attuale  dì  due  rami  cotnponesi  la  curva  , dei 
quali  i'  Quo  iscritto  iicgti  asintoti.  ' Ma  questa  dìffe- 
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rcuza  v' è tra  lo  cur^’e  del  primo  e dui  lazo  caso: 
che  in  quelle  esiste  uii  cuspide  ed  io  queste  non 
può  esìstome 'alcuno,  (ioiiciossiaci)è  queste  non  hau- 
no  punti -che  sono  sulla  retta  doppia  della  ,.conoi> 
dale  , i qppli  punti  soltaiito  potrebbero  corrispon- 
dere o u punti  doppi  della  curva  , o a punti  di 
regresso.  ... 

G54*  Quindi,  si  scorge  che  la  curva  aver  dcldte 
la  Forma  di  quella  delineata  nella  figura  11".  della 
tavola  16.,  e della  quale  le  rette  LL  ^ Il  sono  gli 
asintoti.  , . . 

••  * ‘J  ' , . ■ % 

■ r%  • ■ i jk  ./ 

655.  Le  enrve  del  secondo  genere  adunque  so- 
no di  tre  specie.  £ noi  chiameremo 
Curve  d'i  Prima  Specie  quelle  prodotte  da  piaui  che 
passano  per  uno  degli  estremi  del  secondo  asse 
parametro  : • ^ . 

Curve  di  Seconda  Specie  quelle  prodotte  da  piani 
die  passano  Ira  gli  estremi  del  secondo  asse  para- 
• metro  : , . 

Qurve  di  Terza  Specie  quelle  prodotte  da  piani  che 
si  lasciano  da  una  medesima  parte  gli  estremi 
del  secondo  asse  parametro. 


'.  6S6.  Abbiamo  supposto  lìu  qui  il  piano  se- 
cante individuato  ^ ed  abbiamo  veduto  nascere  tre 
specie  di  curve  di  secondo  genere.  Se  ora  suppo- 
■essinno  che  il  piano  si  movesse  , cd  in  maniera  da 
Aoddisfare  in  ogni  sua  novella  posizione  alle  condi- 
zioni necessarie ’perdiè  le  curve  di.  ciascuna  specie 
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l isiilliiin  , oKei  rcuio  delle  vnrìetìi  di  curve  di  ciii- 
sciina  s|>ecie.  Ed  esse  risultoraniio,  come  quelle  di 
fii'iino  };eiiere  , e per  le  riu’desiiiie  ragioni  (G33), 
a (juuttro  u quattru  ideuliche  tra  loro. 

G57.  Tra  tulle  le  curve  di  sccoir.lo  genere  , 
quelle  di  seconda  specie  aiiiincUouu  vatietà  di  tur* 
ve  che  difierisconu  più  esseuzialmeule  Ira  loro  ; e 
corrispondono  a certe  detei  minale  posizioni  del  pia- 
no secante,  le  quali  non  è dilllcile  conoscere  quan- 
do si  esamini  il  cammiuo.  di  esso. 

G58.  8iip|K)niaiiio  dato  di  posizione  il  piano 
secante  > e suppouiutiio  che  passi  pel  punto  della 
retta  doppia  della  conoidale,  il  quale  è iimiiediata» 
niente  vicino  al  suo  estreiuo  anteriore.  Supponiamo 
in  oltre  costrutte  le  rette  della  conoidale  alle  quali 
il  piano  è parallelo  , e che  sia  tale  la  inclinazione 
di  esso  ai  Ire  assi  indefiniti , che  le  dette  due  rette 
inconlnno  la  retta  doppia  in  due  punti  posti  al 
(li  dietro  di  quello  di  e.ssa  , pel  quale  passa  il  pia- 
no secante. 

Conduciamo  per  le  stesse  due  rdle,  alle  quali  il 
plano  secante  è parallelo,  due  piani  paralleli  al  piano 
direttore.  Essi  taglieranno  il  piano  secante  secondo 
due  rette  |>arallele  tra  loro  ; e nello  spazio  indefinito 
eh’  esse  comprendono  non  ]>otrà  giacere  il  punto 
d'  intersezione  del  piano  secante  colla  retta  doppia: 
imperocché  se  questo  punto  cadesse  tra  le  dette  due 
parallele  , dovrebbe  stare  eziandìo-  tra  i due  piani 
condollì  per  le  due  rette  alle  quali  il  piano  se- 
cante è parallelo  ; l,i  «piai  ensn  non  è , perchè 
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aLilii;imo  s(i|)postii  din  tali  iliin  intln  iiiconti'a.sscro  la 
l’i  lla  ilo|i|)iii  al  ili  ilietro  ild  suo  punto  pel  quale 
passa  il  piallo  secante.  Ma  le  due  rette  d’  interse- 
zione di  questo  coi  delti  due  piani  paralleli  al  piano 
direttole  sono  gli  asintoti  della  curva  d’ intersezio- 
ne (i  ' 'I  punto  ili  cui  il  piaiin  secante  incon- 

tra la  retta  doppia  ne  c punto  doppio  (G5o).  Dunque, 
quando  le  cose  stanno  come  alibiaiiio  qui  supposto, 
il  punto  doppio  della  curva  non  cade  tra  i suoi 
asintoti. 

609.  Stqiponiamo  ora  die,  restando  le  stesse 
tutte  le  altre  cose  , il  piano  secante  si  muova  pa- 
rallelamente a se  stesso  ; e quel  suo  punto  di'  era 
d’  intersezione  cella  retta  doppia  la  percorri  nel 
verso  dal  suo  eslrcnio  anteriore  al  posteriore.  Cosi 
movendosi  ii  piano  , dovr'i  una  volta  passare  per 
quella  delle  due  rette  della  conoidale  , alle  quali  è 
parallelo  , clié  è al  davanti  del  piano  diametrale 
XZ.  Ed  è chiaro  che  il  piano  secante  in  tutte  le 
sue  ponizioiii  comprese  tra  quest’  ultima  , e quella 
clic  avrelihe  se  passasse  per  l’  estremo  auteriore  del- 
la retta  doppia  , troverassi  sempre  nelle  medesime 
circostanze. 

Quindi  tuli’  i piani  secanti  la  conoidale  secondo 
curve  di  seconda  specie  del  secondo  genere,  e che 
passano  tra  i’  estremo  anteriore  del  secondo  asse 
parametro  c quella  delle  due  rette  della  conoidale, 
alle  quali  è parallelo  , eh'  è al  davanti  del  diame- 
trale AZ  ( piano- degli  assi  variabili  degli  ellissi 
generatrici  ) secano  la  conoidale  secondo  curve  il 
di  cui  punto  ilo|ipio  nuu  c compreso  Ira  gli  asintoti. 
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6(jo.  Sia  ora  giunto  il  piano  secante  a quella 
siri  posizione  , avendo  la  quale  , passa  per  quella 
delle  due  rette  della  conoidale  , alle  quali  è paral- 
lelo, ch’è  al  davanti  del  diauielrale  XZ . In  questo 
caso  la  retta  per  la  quale  passa  il  piano  è |ad  uu 
tempo  sulla  conoidale  e sul  piano  ; onde  è parte 
della  curva  d’ intersezione,  lu  oltre  la  retta  istessa 
è pure  d'  intersezione  del  |>ianu  .secante  eoi  piano 
per  essa  condotto  parallelo  al  piano  direttore  : onde 
è pure  uno  dei  due  asintoti  della,  curva  d’  iolerse- 
zioue  (124  > laS). 

Dunque  tuli’  i piani  secanti  la  conoidale  se- 
condo curve  di  seconda  specie  di  secondo  genere  , 
c clic  passano  per  quella  delle  due  rette  di  essa,  al- 
te quali  è parullc-lo  , di'  è al  davanti  del  jiiano 
diametrale  XZ  danno  per  sezioni  della  conoida- 
le curve  il  di  cui  piHitu  doppio  è sopra  uno  degli 
asintoti  , e die  coinpongonsi  di  due  parli  , ossia 
l'.imi  , r UBO  retta,  e I’  altro  curvo  : e questo  lia 
r aiirò  ramo  per  uiru  dei  snor  asintoti. 

GGi.  Continui  a caimniuare  nel  modo  anzidetto 
il  piano  secante  : ri  ponto  della  retta  doppia  qH'l 
quale  esso  passa  starà  tia-  quelli  pei  <|uali  passano 
le  rette  della  conoidale  alle  quali  è parallelo.  Per 
(|ucstc  due  rette  conduciamo  due  piani  paralleli  al 
piano  direttore  ; questi  eziandìo  terranno  in  mezzo 
il  punto  (Iella  retta  doppia  pel  quale  passa  il  pia-i 
110  secuiute  : cjqrerb  uir  tal  punto  starà  tra  le  due 
rette  d’intersezione  dei  (letizile  piani. 

, Dunque  le  curvi;  d’  iiilei  sezione- pi  odnfte  da’  pia- 
ni die  secano  la  conoidale  sccondj  turve  di  seconda 
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.•specie  del  secondo  genere,  e che  passano  tra  Ir  due 
rette  di  essa  alle  quali  è parallelo  , liaiino  il  punto 
doppio  tra  i loro  due  asintoti. 

66}.  Finche  il  piano,  camminando,  non  (tassi 
per  l’altra  retta  della  conoidale,  delle  due  alle 
quali  è (larallelo  , eli’  è al  di  dietro  del  piano  dia- 
metrale XZ  , dovrà  passare  per  tutti  i ponti  della 
retta  doppia  i qiiali_  sono  compresi  tra  i due  pi'i 
quali  passano  le  dette  rette:  quindi  dovrà  una  volta 
passare  pei  centro  della  conoidale.  Passi  per  e.sso. 
Il  punto  doppio  della  curva  d’ intersezione  pure  ca- 
drà tra  i suoi  asìntoti  , ma  la  curva  sarà  simmetrica 
intorno  ad  un  tal  (lunto.  Perciocché  tutta  la  super- 
ficie c siminelrica  itilorno  al  suo  centro  , ed  è 
qiveslo  che  porge  il  punto  doppio  della  curva  : 
un  tal  punto  cioè  ed  il  centro  della  coiicidale  sono 
nello  spazio  un  solo  e medesimo  punto. 

Dunque  tuli’  i piaui  secaiilé  la  conoidale  se- 
condo curve  di  seconda  specie  di  secondo  gcneie  , 
li  quali  passano  pel  suo  centro  , danno  per  sezioni 
della  conoidale  curve  il  di  cui  punto  ddppio  è tra 
gli  asintoti  , ed  intorno  al  qual  puuto  essa  è sim- 
metrica. 

663.  Dopo  che  il  piano  secante  sarà  passato  pel 
centro  della  conoidale,  si  drovcià,  onitinuando  il  suo 
cammino,  nelle  circostanze  medesime  *in  cui  abbia- 
mo veduto  trovarsi  in  questo  suo  semiviaggio  , ma 
con  ordine  inverso.  Però  le  medesime  principali 
varietà  di  curve  ricom^rìraiiiio. 

664.  Per  tutte  le  quali  cose,  csamiiiaudo  il  cam- 
mino del  piano  secante  , siamo  giunti  a conoscere  che 
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tiiUc  le  iiiGiiite  vorielà  delle  curve  dì  seconda  spe- 
cie (li  .secundo  };r.iiere , in  *]uaUro  ^uise  più  essen- 
zialmente dilFeriscono  tra  loro  ; onde  potrebbero  tut- 
te esse  classificarsi  in  quattro  Varietà  Prima- 
rie, a ciascuna  delle  quali  tutte  le  altre  appartenes- 
sero. Avremmo  così  in  una  Prima  Varietà  Primaiìa, 
tulle  le  varietà  secondarie  di  curve  il  di  cui  punto 
doppio  non  è Ira  ì suoi  asintoti  ; in  una  Seconda 
Viirietà  PriniHi'tii  , tutte  le  varietà  secondarie  di 
curve  aventi  il  punto  doppio  sopra  uno  de’ due 
suoi  asintoti  . e clic  compongonsi  di  due  parti  ru- 
na retta  c l’altra  curva  ; e la  prima  delle  quali  è 
lo  stesso  asintoto  .sul  quale  è il  punto  doppio  : in 
una  Terza  Varietà  Primaria,  tutte  le  varietà  secon- 
darie di  cifrvc  che  Iranno  il  punto  doppio  compreso 
Ira  gli  asintoti  ed  intorno  .cui  essa  non  è simme- 
trica ; in  una  Qua'’ta  Varietà  Primaria  tutte  le  se- 
condarie di  curve  il  di  cui  punto  doppio  è egual- 
raeiile  compreso  tra  gli  usiiitoli,  cd  intorno  al  quale 
la  curva  è .simmetrica. 

E vedesi  pure  per  le  delle  cosà  , da  quali  pia- 
ni secanti  sono  prodotte  le  curve  appartenenti  a cia- 
scuna di  queste  quattro  principali  varietà. 

665.  Una  individuata  cufva  di  ciascuna  di 
queste  quattro  varietà  principali  è delineata  nella  fi- 
gura II',  della  tavola  16;  e si  sono  costrutte  tut- 
te per  ponti  supponendole  prodotte  da  quattro  pia- 
ni paralleli  tra  loro  : onde  vedonsi  avere  tutte  i 
medesimi  asliiloli  LL  , Il  • La  curva  della  pri- 
ma varietà  è contornala  con  un  tratto  cd  un  pun- 
to ; quella  della  seconda  con  semplici  trattolini  , 
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e di  questa  è paitu  retta  il  suo  medesimo  asiututo 
JLL  ; la  curva  della  terza  varietà  è contrirnata  con 
linea  piena  ; e quella  della  quarta  con  semplici 
puntini. 


666.  Dal  fìt>  qui  detto  itilorno  alle  ciiive  di 
secondo  genere  si  vede  , die  la  equazione  generale 
di  tutte  esse  può  appartenere  ad  una  sjiecie  più  to- 
sto che  all’altra  di  esse  pel  solo  variale  della  ; 
e che  pel  variare  della  ^ si  hanno  pure  le  rqua- 
xioni  delle  quattro  primarie  varietà  di  curve  di  quel- 
le di  seconda  specie.  Di  fatto  le  curve  di  ciascuna 
specie  e delle  dette  varietà  si  trasformano  1’  una 
nell’  altra  pel  solo  variare  di  distanza  del  punto  uve 
il  piano  secante  incontra  il  secondo  asse  parainelii) 
della  conoidale  dal  suo  centro  ; la  qual  distanza  , 
come  è evidente,  c funzione  della  distanza  del  pia- 
no dal  centro  della  conoidale,  ossìa  funzione  della  ^ . 

Per  determinare  adunque  la  equazione  della 
curva  di  ciascuna  specie  e varietà  , è necessario  de- 
terminare il  Valore  della  ^ , onde  poi  sostituito  nella 
equazione  generalo  di  secondo  genere  di  quelle  di 
cui  si  tratta,  si  abbia  la  equazione  della  individua- 
ta specie  e primaria  varietà.  Però  determiniamo 
questi  valori  di  /?. 

66'j,  I piani  che  producono  curve  del  secon- 
do genere  , essendo  paralleli  all’  una  qualunque  del- 
le rette  della  conoidale  dì  quelle  che  non  passano 
pel  centro  (6i6)  , nc  sarà  dato  uno  di  essi  quando 
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V l;t  i'cK.1  dulia  Conoidale  alla  quale  è paralle- 
lo. Sia  dunque 


la  equazione  della  retta  della  conoidale  alla  quale 
il  piano  secante  si  voglia  che  sia  parallelo.  E sia 
GIID  il  piano  secante  ad  essa  parallelo.  Sarà,  per 
le  cose  dette  (fioò) , la  CV'  perpendicolare  al  pia- 
no ; ed  essendo  questo  dato  , saranno  dati  eziandìo 
i coseni  Cj,  degli  angoli  che  la  Cy  fà  coi 

tic  assi  indefiniti  della  conoidale.  Quindi  dal  trian- 
golo CIIG  , rettangolo  in  //,  si  ha 

cri=  cy  X CG . 

Supponiamo  che  il  piano  si  muova  in  mo- 
do che  il  suo  punto  G percorra  la  f'C  da  V verso 
C.  Si  prenda  la  Cj4  = n : è chiaro  che  quando  il 
punto  G sarà  tra  C ed  allora  si  hanno  le  curve 
di  seconda  specie  : quindi  si  avranno  curve  di  se- 
conda specie  quaudo  è 

X ■ 

e si  avranno  pure  curve  di  seconda  specie  quaudo  è 

C/J  y.  — Cy  X % 

poiché  l'altro  secondo  semip.'irametro  esiste  ai  di 
dictrrt  del  piano  XCZ. 

Dunque  perchè  si  ahhiano  curve  di  seconda 
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’*'*J  *^- specie  è npressm  io  rhe  sia 
ft  4- 

fi  <+  1 '■  — '>  « ^ 

u luUc  Juc  iii.si“me 

,02 

fi  <c,n  . 

^ CG^.  Di  qui  si  Tede  pure  (635)  clic  ijuamlo  è 

tìi  ^ 

iS  =S  CyH 

li.-inno  luogo  le  curve  di  Prima  Specie , e quauJo  è 

/i’  > cy 

hanno  luogo  quelle  di  Terza  Specie. 

6G9.  Tagliatilo  da  C vei>o  Y la  CK  = k. 
Per  la  equazione  della  retta  della  conoidale  alla  quale 
il  piano  secante  è parallelo  (66'y)  , sarà  K il  pun- 
to della  retta ‘doppia  pel  quale  passa  una  tal  retta,  lù 
però  se  il  punto  G del  piano  secaute  si  troverà  tra  i 
punti  AT,  avremo  curve  della  prima  varietà  pri- 
maria (65^,  664);  se  trovcrassi  nel  punto  K avre- 
mo curve  della  seconda  varietà  (660 , 664)  \ 

A e C vivremo  curve  della  terza  varietà,  prima- 
ria (66  i , 664)  ; e se  in  C della  quarta  (66a  , 664). 

Quindi  è palese  ( ed  c da  riflettere  che  ciò 
che  accade  al  davanti  del  piano  A CZ  accade  al  di 
dietro  ) che  , essendo 

.r  = Ih 

j=^k 
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lii  rfjiMzioiie  (l<>lla  ivlla  (lell.n  conoidale  alla  quale 
il  piano  secatile  è parallelo,' 

Delle  curve  di  seconda  specie  di  quelle  di  secon- 
do genere  (GG'y)  , 

SI  hanno  le  curve  della  Prima  Vaiielà  Primaria 
ìtì  < ( 


quando 


si  hanno  le  curve  della  Seconda  Variilù  Primaria 
quando  = c’A’  : 

si  hanno  le  cut  ve  della  Terza  Vai  ielà  Primaria 
quando  < t’A*  e non  zero  ; 

si  hanno  quelle  della  quarta  varietà  quando  B = o. 

670.  Dopo  lutto  ciò  è facile  il  trovare  la  equa- 
zione delle  curve  di  ciascuna  varietà  di  quelle  di 
secondo  genere;  impercioccliè  basta  poi  re  nella  equa- 
zione generale  [Ti\  quei  valori  per  B li  quali  sod- 
disfano a quelle  delle  trovate  condizioni  che  corri- 
spondono alla  varietà  di  curva  della  quale  si  vuole 
la  equazione  : e già  s’ intende  che  debite  in  oltre 
tenersi  conto  delle  londizioui  (O16)  per  la  di  cui  esi- 
stenza hanno  luogo  curve  del  secondo  genere. 


G71.  Il  tener  conto  della  condiziono  per  la 
di  cui  esistenza  hanno  luogo  curve  del  secondo  ge- 
nere è cosa  assai  facile,  quando  isolatamente  vo- 
gliano considerarsi  le  curve  ; vogliam  dire  quando 
vogliali  considerarsi  come  curve  non  dipendenti  dal- 
la conoidale.  Imperciocché  lasta  porre  (616) 

— Ciii  -f-  c-.m  = — ?>’ 

( essendo  ^ una  qiiaiililà.  qualunque  ) , 

dG 


e 


quindi 
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clioiin«re  (im  questa  e la  equazione,  ^enriule  [Tj]  la 
m , o la  ri. 

Ma  quaiulu  la  curva  si  Voglia  considerare  come 
nascente  daljji  iiiter.seziuue  della  conoidale  con  un  pia- 
IK> , allora  è necessario  tenerne  conto  coiisidurandu 
la  retta  della  conoidale  alla  quali;  il  piano  secante 
è parallelo;  e come  ciò  possa  lai  si  appaio  dai  iiu- 
lucri  .seguenti. 

G^a.  Sia  , come  già  abbiamo  detto  (GG7)  , 

4^  a:  = Rz 

b = I 

la  equazione  della  retta  della  conoidale  , alla  quale 
il  piano  secante  è parallelo.  La  traccia  del  piano 
sul  diametrale  passerà  pel  [luuiu 

^ X = o 

nel  qu.ilc- la  detta  retta  lo  incontra;  e l’altra  sua 
traccia  sul  ij'amcirnle  XZ  incontrerà  la  traccia 
precedente  sull'  asse  X , e sarà  parallela  alla  da- 
ta retta  della  counidale.  Quindi  le  due  tracce  del 

piauo  secante  parallelo  alla  retta  ^ j sui 

piani  diametrali  -^Y,  XZ  , aviaunu  |i>;r  equazioni 

>■  = rtx  4.  A- , x—Rz  — — ; 

^ ’ u 

nelle  quali  rz  è la  tangente  dell’angolo  die  la  traccia 
dei  piano  secante  sul  diauidrale  .Ai'  là  lull’ asse 
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.Y  ; il  qdal  iingolo  può  avere  tatti  i valori  possibi- 
li tnmpiesi  tra  o’.  ed 

Se  pel  contro  della  conoidale  condurremo  una 
retta  perpendicolare  al  piano  secante,  le  sue  proje- 
zioni  saranno  perpendicolari  alle  tracce  de)  piano; 
«inde  le  equazioni  di  essa  retta  sono 


Ol  ii  jier  le  cose  dette  intorno  alla  figura  4‘  >r,. 

favola  i5  , ed  alla  ricerca  della  iquazione  "*■ 

(6o5),  si  vede  die  se  sia  GHD  il  jiiaiio  secante  la 
conaiJiile  secondo  cui  ve  del  secondo  genere,  è CY" 
la  iella  delle  riportale  equazioni.  Dunque  , per  le 
filinole  della  geometria  alle  tre  coordinate,  die  dan- 
no l'angolo  die  una  reità  fa  coi  tre  assi  coordi- 
nali , è 

— a 

^ a R‘  -j-  rt’  -j-  I 


Vrt*7{‘^«’  + i 

aR 

Va'R  -p  fl‘  -j-i 

Per  la  qna)  cosa  messi;  questi  valori  nella  equazio- 
ne [Zi]  ne  risulterà  quelhi  delle  curve  di'  sccoiido' 
genere. 
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Per  coiiviucercciic  aiitlie  più,  vciliiiino  se  que- 
sti valori  soddisfauo  alla  coiidiiione  elio  debb  esiste- 
re , pertbè  le  curve  di  secondo  genere  abbiano  luo- 
go. Abbiamo  veduto  (GiG)  , che  uuu  tal  condizione 
è espressa  dalla  relazione 

— CiW  -|-  c-ni  < o . 

Poniamovi  i delti  valori  di  Cx  , risulta 

• — »i  -j-  Rm  < o 

t ^ ^2  ) 

Ora  si  rifletta  che  la  retta  ? ^ ^ passa  per 

un  punto  della  circonferenza  direttrice  della  co- 
noidale per  essere  una  sua  retta  ; e si  vedrà  die 
la  R non  è qualunque  ma  è invece  funzione  di  k , 
e nel  modo  islesso  che  1’  ordinata  del  circolo  di  rag- 
gio n è fdiizioue  della  sua  ascissa.  Quindi 

R = V,7^=T’; 

c 1’  ultima  relazione  si  cangia  in 

— n q.  V«’  — A-’  < o . 

E questa  , come  è chiaro  , resta  soddisfatta 
da  se. 

G^3.  'Tenendo  conto  nel  ilelto  modo  della  con- 
dizione — Cxn-\-Zxm  < o , vengono  a cangiarsi  di 
iiirma  le  condizioni  relative  ai  valori  della  a (670), 
che  danno  ciascuna  delle  tre  prime  varietà  primarie  di 
curve  di  quelle  di  seconda  specie  del  secondo  ge- 
nere ; e si  ottengono  facilmente  ponendo  in  vece 
di  ty  il  suo  valore. 
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' ^74-  QuìihIì  , la  6 avrà  il  valute 

k 

^ — -jr  — 

Sa'R'  a -j.  i 

per  lo  curve  della  sccouda  varielà.  E però  messn 
un  lai  valore  nella  equazione  [7)],  od  in  quella  agli 
asintuti  della  curva  , e messovi  pure  i valori  di 
Cx  , Cy  , Ct  si  avrà  la  equazione  della  delta  varielà 
di  curve. 

Falle  le  sostituzioni , la  equazione  [TJ  diven- 
ta risulvibile  in  fallori  dei  quali  I’  uno  di  primo 
grado  e 1’ altro  di  terzo:  e quello  di  priino  grado 
esprimerà  la  parte  retta  della  curva  d'  intersezione, 
ossia  quel  suo  asìntoto  sul  quale  tiovasì  il  punto 
doppio  di  essa  (<^4)»  1 altro  ii'esprime  la  parte  curva. 
Fatte  le  suslituzìuni  medesime  nella  equazioni  agli 
asìntoti  , essa  diventa  divìsìliile  per  u ; ed  è allu- 
ra  facile  il  vedere^  a quale  dei  quattro  casi  di  equa- 
zioni delle  curve  del  terzo  ordine  (secondo  Newton) 
appartiene  la  parie  curva  , delle  curve  della  secon- 
da varietà  primaria  di  seconda  specie. 


Curve  di  Terzo  Genere  di  quelle  prodotte  da  piani 
inclinali  a tulli  e Ire  j^U  assi  indefiniti. 

G^5.  1 piani  secanti  la  conoidale  secondo  cur- 
ve del  terzo  genere  , non  essendo  paralleli  a nes- 
suna delle  generatrici  rette  della  conoidale  , devono 
inconirarle  tutte  ; e perciò  tutte  le  curve  di-  uu 
tal  genere  sono  chiuse. 
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676.  Qnì  due  casi  possono  darsi,  o die  ir  pian» 
incontri  le  (;eiieruti  ici  della  conoidale  in  una  medesi* 
ina  foglia,  o che  ne  incontri  alcune  Dell’altra.  Le  in- 
contra tutte  in  una  medesima  foglia  quando  non 
taglia  la  retta  duppiit  della  conoidale  ; le  incentra 
alcune  nell’  una  , ed  alcune  nell’altra  , quando  la 
taglia.  Però  sempre  nn  sol  ranui  chiuso  avrà  la 
curva  ; e nel  secondo  ca.so  essa  è annodata  ; imper- 
ciocché il  punto  della  intersezione  del  piano  culla 
retta  doppia  della  conoidale  è , come  nelle  curve  di 
secondo  genere  (65o)  , un  punto  doppio  della  cur- 
va. Ponendo  mente  al  numero  ed  alla  posizione 
de' piani  tangenti  la  sui>erficie  nei  punti  ove  la  ret- 
ta doppia  e la  iella  di  permutazione  più  prossima  al 
piano  secante  sono  d.i  esso  tagliate,  si  scorge  , come 
nei  (lue  precedenti  paragrafi,  che  mentre  quando  il 
piano  passa  tra  gli  estremi  del  sccoudo  asse  para- 
metro  la  curva  è annodata  , quando  passa  per  uno 
di  essi  , chiudesi  mediante  un  cuspide  , e non  con. 
raccordameuto  come  quando  se  gli  lascia  da  una.  me- 
desima parte. 

677.  Quindi  pure  le  curve  cTi  terzo  genere  , 
come  quelle  degli  altri  due  , sono  di  tre  specie.  £. 
chiameremo 

Curve  di  Prima  Specie  quelle  prodotte  da  piani  die 
passano  per  I’  uno  degli  estremi  del  secondo  as- 
se, parametro  ; 

Curve  di  Sccoinla  Specie  quelle  prodotte  da  piani- 
che  passano  tra  gli  estremi  del  secondo  asse  pa- 
rauictio  : 

Curve  di  Terza  S|H;de  quelle  prodotte  da  piani  clic 


Pi  ■■ 


, Goo^lt 
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»i  liiAciaiio  iliillu  meiiLsima  parte  gU  estremi  del 
M'Cuiid»  asse  parametro. 

6^8.  Le  curve  di  prima,  seconda  e terza  specie, 
aiiiiu  la  ruriDj  di  quelle  delineate  nelle  figure  13, 
li',  13",  dclla4avola  iG  ; cbe  sono  detcì  minute  per 
punti. 


Gjg.  Le  curve  di  ciascuna  specie  del  terzo  ge- 
nere possono  , pel  muoversi  del  piauo  secante  , va- 
riare in  infinite  guise  ; ma  tutte  le  iuGuite  curve 
sono  , come  quelle  degli  altri  due  generi  , e per  le 
ragioni  medesime  (633),  a quattro  a quattro  identiche 
tra  loro  ; e non  diversificano  che  di  posizione  soltanto. 

68o.  Tra  tutte  le  dette  curve  quelle  di  secon- 
da specie  , i>e  ammettono  di  due  varietà  principali  , 
l'uua  delle  quali  corrisponde  a tutte  quelle  posizio- 
ni che  può  avere  il  piauo  secante  quando  passa  pel 
centro  delia  conoidale. 

Le  curve  di  una  tal  varietà  sono  simmetriche 
intorno  al  puntu  doppio;  ]>er  esser  questo  dato  dal 
cenilo  della  conoidale  , intorno  al  quale  essa  tutta 
intera  è simmetrica.  Quindi  due  Varietà  Primarie  di 
curve  di  seconda  specie  hanno  luogo  : ed  è palese  , 
dopo  il  fin  qui  detto  , che  quelle  che  hanno  centro 
rorrispoiidoiiu  al  valore  6 = 0 ; e quelle  che  non  ue 
liiiiiiiu  corrispondono  a e diverso  dallo  zero. 


GSi.'Se  si  voglia  la  equazione  delle  curve  del 
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5'jii 

terzo  genere  , lui.sU  Iciicr  rnnto  <lc!lii  comlizimie 
— Cj  n c.in  > o , 

csisteiulo  U quale  il  piano  secante  non  è paralìrlo 
a nessuna  r.  Ita  della  conoidale  (6i6). 

683.  Il  tenerne  conto  è cosa  assai  facile,  quan- 
do la  curva  si  consideri  isidatamenle  , quando  cioè 
non  si  cotisideri  come  sezione  della  conoidale,  l'i  di 
fatto  basta  allora  file 

— c.,n  -J.  Cjin  = 

( essendo  ^ una  quantità  qualunque  ). 

683.  Se  si  consideri  la  curva  come  intersezio- 
ne della  conoidale  , allora  quella  condizione  tiebbe 
diversamente  esprimersi. 

Le  rette  della  conoidale  essendo  parallele  al 
piano  diametrale  XZ  , il  piano  secante  saia  paial- 
lelo  ad  una  ili  esse  , se  la  sua  traccia  sul  piano  me- 
desimo gli  è {Mi'ullel.a  , e non  sarà  parallelo  11 
nessuna  di  esse  , se  la  detta  traccia  sarà  a tutte 
esse  inclinate.  Quindi  I’  angolo  di  una  tale  traccia 
coir  asse  Z dovrà  essere  maggiore  di  tutti  gli  an- 
goli che  le  rette  della  conoidale  fanno  collo  stesso 
asse  Z. 

Ma  il  più  grande  ili  tali  angoli  ha  per  tangen- 
te il  rapporto  — del  secondo  al  primo  asse  para- 
m 

metro  ; per  essere  la  generatrice  pel  centro  quella 
che  comprt'iidc  il  più  grande  angolo  col  piano  dia- 
metrale Ì'Z,  * 
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Dunque  il  piano  secante  dovrà  avere  per  Irac- 
cì.-i  sbl  piiind  diametrale  XZ  una  reità  Id  di  cui 

tangente  coli’  asse  Z è roaggioi-e  di  — . 

IH 

Ora  supponiamo  \ per  qui  applicare  le  formo  - 
II!  del  numero  67  d , che  sia 

i X /iz  , 

\jr=k 

la  equazióne  di  urta  rdlta'  che  passi  per  1'  asse  V , 
c chi!  sia  parallela  alla  traccia  del  piauo  secante  sul 
diametrale  XZ. 

Salì  A > — ; 

e le  fòrmule  del  citato  numero  esprimetabno  piir 
qui  i valori  di  Cj  , , C*  . 

Onde  preso  per  *i{  va  rapporto  maggiore  deh 

l’altro  — , sostituitolo  nelle  eSpressiOui  di  Cx,  c,  ; 
m 

c quindi  sostiuiti  i valori  di  questi  nella  equazione 
[T’J  , si  la  equazione  geberale  delle  curve  di  terzo 
genere.  E si  avrà  quella  di  ciascuna  specie  , o va* 
rìetà  di  esse,  ponendovi  dopo  per  fi  il  valore  cor* 
rispondente  (680).  ^ 

C84-  Ponendo  i valori  di  Cj.  e c,  del  numero  6ya, 
nella  coodidìone 

— CxH  -|-  £tm  > o , 
ottengbiamo 
— n -f.  JRm  > o . 

36  ” 
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Per  esprimere  ora-  cb*  il  rapporto  •—  è mino- 
ra (li  R , facciamo 


„ n + P 

m 

Sostituendo  questo  vjikne  di  i?  ncU’  ultima  dis- 
suguaglianza  , essa  divcntu 

. , — n n -}-/>>  o 

c ciò  mostra  die  la  condizione  — Cxi*  > o 

resta  verificata  da  se  ; la  qual  cosa  prova  die  nel 
modo  anzidetto  liensi  realmente  conto  della  condi- 
zione relativa  alle  curve  di  terzo  genere. 


f 


f 


. Cd  i"'  Google 


^Q&n^aiDaiBiia'iiDni 

I 

I.^TaR.Ì^O  AD  Ui\A  HVFERRIATA 

RKlUAnUAT/V  COMIÌ  SCI'I.IU’ICIL. 


P A B T E III. 

t 

tt.NAO  DI  QtALCaK  APPUC.VZIOAK, 

'articolo  UìNICO. 

6R5.  Quiiiiluiiqiie  le  coiisidcriizioni  siu  qui  ialtc 
Miiiui  |iuriiiiiuii(u  ^cuiiiolrichc,  e souiliiiisseru  «li  sola 
ulililà  l'iitiuiiale,  {lurc  |m>ì1'('1)I>ki'o  riuscire  utilissime 
]>er  la  |>riili«M  ; cottcio.ssiacliè  i'aci'iiiliKi  coiiosccic 
la  furnia  della  ci>iii>iiLila  , e quella  delle  sue  divcr* 
se  sexioiii  , ci  luettuiiu  al  e«KSu  di  lar  uso  di  (ali 
i'oiuie  , quando  si.  volessero  applicato  ad  alcua  o"- 
gellu  delle  arti.. 

E qmtiito  alla  supeilicie  già  è tiolissiiuo  l'uso 
clic  se  Ile  iii  nell' aicIiilelUMii.  per  a|H'ire  Viiui  di 
luci  ili  alciiMc  Volte,  e.  [>er  covrire  vani  d’ lugressu 
ìli  alciMii  «rasi.  , 

E per  dire  di  qualche  nuova  applicazione  d 
una  tal  su|>erlict«:  , lasciando  stare  delle  sue  sezio- 
ni , cUe  pure,  quando  si  volesse  , non  sarebbe  dii- 
ilei  le  up|diu,irlc,  discol  i oreuKi  iu  questo  articolo  del- 
r uso  ebe  puticbbc  busi  della  siipeilicic  aumidale 
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(lelU  cosli'UxiuA.ie  di  una  Clepsìdi'R,'' pei,  I4  faiiie  dc-t 
Ici'Diiiiuzione  dui  moto  dell’acqua  in  essa  conluiiiUa, 
e dejli\  sua  discesa  in  (‘ulnxione  coll»  scala  dei  lemp  ; 
e direinu  poi  del  suo  uso  per  la  costi  uziuiie  di  una 
V'olta  da  sosteneva  gradini  di  un'  aurpia  scala,  quando 
il  vano  al  disotto  di  essa  ad  una  bene  decorata  sala 
volesse  destinarsi  ; alla  qual  cosa  la  conoidale  as- 
sai bene  si  presta  in  ordine  alla  conveneTolcvAa  delle 
ioruu:  , alla  decorazione  , cd  alla  ecniioiiiìa. 

I ^uali  due  esempi  ci  sembrano  bastuvoli 
per  mostrare,  come  le  cose  delle  di  utile  alle  aiti 
potrebbero  essere  : non  essendo  questo  l’ oggetto 
principalissimo  di  questo  uostro  lavoro. 

Primo  eienipio.  Applicazione  ad  una  Ctepsidru. 

686.  Consideriamo  la  parte  della  conoidale  coiii- 
]>resa  tra  due  piani  condotti  per  le  sue  due  circoiiie- 
retize  direttrici.  Supponiamo  die  si  abbia  un  vaso  <U 
cristallo  modellato  secondo  una  tal  porzione  di  supei  - 
licie  , ed  in  modo  ebe  i due  tronchi  del  vaso  , die 
corrispondono  alle  due  foglie  della  conoidale,  comuiii- 
cbiuo  per  mezzo  di  un' apertura  esilissima  praticala 
secondo  la  retta  dopjua,  ossia  secondo  asse  parametro 
della  superfìcie.  Uu  tal  vaso  avrà  due  basi  , po- 
tià  cioè  tenersi  in  piedi  , o che  si  posi  $u  di  uii 
sostegno  orizzontale  per  una  delle  due  circonfe- 
renze direttrici  , o che  vi  si  posi  per  l’  altra.  Sia 
così  posato  il  vaso  , il  suo  tronco  supcriore  sia 
pieno  di  acqua  , l’ iiiièriore  vuoto,  e per  le  due 
ciicuulcrcuzc  direttrici  siano  condotlc  due  lastre  o 
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liiniiiii:  ilio  ciiiuJiiio  pi-iTcItiiiiii'iilc  i tluu  troitclii 
<i<-l  vuko  : V Sii. Ilio  cosi  cliiusi  dopo  aver  tulio  tm 
r aria  dal  vaiiu  (*). 

Ii8^.  Cusì  slaiuiu  le  cose  , il  vaso  avrà  il  suo 
assi:  verticale^  L’ acqua  pel  proprio  |H;sn  sgorglicià 
lini  (ronco  su|Hiriorc‘  , passerà  nello  iiii'eiiorc  ; c la  ' 
Mipiì'iua  siijiurlìeie  ileU’ acqua  nel  trouco  supcriore 
si  itlihusserà.  Il  vuulaiiieuto  del  tronco  supciioi'c 
i'iiisurerà  uii  certi)  tempo  , c la  discesa  della  su- 
perficie suprema  ne  misiireià  i tempi  inUiriuedi. 

(388.  L’  utiliià  dell’  appatecc.liio  sta  lu  questo  : 

1 clic  la  luce  di  sgorgo  c ad  uii  tempo,  ima  se- 
zione ui  Ì7.zuiilalu  del  vaso  , cd  è niininia  ; tali  liè  il 
1 islriiigiiuuiilu  della  sezione  è sempre  continuo  iiu 
nella  luce  , e perciò  delibo  es.sere  .nullo  I ciretto 
del  gorgo  , e se  linn  (ale  quasi  , nullo  ipiello  della 
Vena  coiilrada  ; «'d  i|i  olire  può  applicarsi  senza 

l iservu  la  (curia  del  iiio(u  lineare  , e la  veloci(à 
(leir  usci(a  ]U)ò  fiativ^uiucnle  aversi  come  duviila 
all'  al(ezzn  ; 

3.°  Il  vaso  avendo  nella  veda  di  pcmiula- 
zio|ie  della  colloidale  una  ie((a  verliealc  , può  su 
di  questa  segnarsi  la  scala  della  discesa  del  liqui- 
do ; c perciò  cònuseersi  inimediatameute  i (empi 
iutermedi  di  quello  impiegato  al  vuotameuto  del 
truiico  superiore. 

(*)  Ciò  <:  fatile  farti.  Si  chiuda  itrima  uno  dei  dncironclii,  c si  rò'in- 
pM  d' acijna  |kI  lionco  tu|ìei'iorc,  clic  fà  te  veci  d' uiibulo  ; dopo  »i  frtxu 
il  voKi  ÌH  qnc^t'  uUìoio  lrouco,€  ti  dituda  : cj]>ovoUo  it  il  (uUui>ta- 
l a ccuic  al  è ikUo. 
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68^.  lutto  slà  dunque  nella  dGleioiiouzioue  del- 
la discesa  dell’  acqua  pel  Irouce  superiore  hi  ogni  islau- 
te  , ossia  degli  spazi  della  retta  di  permutazione, 
che  la  suprema  sezioue  dell’  acqua  con  un  punto 
del  suo  pM-inietio  percorre.  La  quul  delermiuazioiie, 
applicauduvi  le  l'uruiole  del  moto  liueore  , riesce  la- 
cilissiina. 


6^0.  La  formula  che  dà  la  relazione  tra  il 
teiii|>u  e 1'  aljltassaiiieiilu  dell’acqua,  uel  vuotameutu 
dei  vasi  |>er  uu  piccol  foro  , è 


fcàt  = 


m'Ax 

cos.f' 


(•) 


uve  t* 

m'  la  sezione  supi'ema  dell’ a< qua  nel  vaso, 

I’  angolo  della  linea  tlìrellricc  del  muto  lineare 
colla  verticale  , 

X r altezza  dell’  acqua  sul  cculro  della  luce  , 
f la  luce  , 

c lu  vclocit<ì  dell’  efflusso  , 

t il  tempo  impiegato  p<u'  la  discesa,  a contare  dal- 
la suprema  sezione  del  vaso. 

Chji.  Nel  caso  in  cui  siamo,  chiamando  al  solito 
m ed  n il  primo  ed  il  secondo  asse  parametro  della 
colloidale,  la  sezione  suprema  del  vaso  è un  circolo  di 
raggio  n , e tutte  le  altre  sono  delle  ellissi  degli  assi 


(’)  Vrnlimili,  l^Umenu  di  fltccaii  ca  t d' lérautaa  Voi.  11.  lab.  r.* 
Su.  3.  Cip.  X. 
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n , ed  — , (chiamando  y la  distanza  della  sexiooe 

dal  centro  della  conoidale  ) (aoi)  ; , ed  essendo  m 
laltezzd  di  ciascun  tronco  del  vaso,  è n l'asse  maggiore 

della  ellisse  ^ il  minore (19,  1 1 Quindi, essen* 

do  I’  area  della  ellisse  a quella  del  circolo  ad  essa  cir- 
coscritto , come  r asse  minore  all'  asse  maggiore  , 
l’ area  di  una  qualunque  sezione  del  tronco  com- 
presa tra  la  sezione  suprema  e la  luce  è 

m 

Per  la  qual  cosa  è 

, %n'x 

m'  = . 

m 

693.  La  conoidale  essendo  simmetrica  intorno 
al  suo  primo  asse  indefinito , cd  essendo  un  tal  as- 
se r asse  del  vaso  , che  è verticale  , 
sarà  = 0 , e perciò 

COS.f'es!  I • 

693.  La  luce  del  tronco  essendo  esilissima  e lun- 
ga quanto  il  secondo  asse  parametro  della  conoidale,  è 

/=  an. 

694*  Per  ultimo,  la  sezione  della  luce  esséndo 
minima,  sarà  la  velocità  dell'efilusso,  in  ogni  istante, 
dovuta  all’  altezza  dell'  acqua  nel  vaso  sul  centro 
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adU  luce  in  qut-U’  istante  ; e pei  riò  ( . Iiitiniamlo  g 

la  gravità  ) 

e = V dyjc 

Gg5.  Dunque  la  rn>nitilla  fornirla  iilr.nllira  (G^n) 
sarà  nel  caso  nostro 

«n’.ril.T 

an  V . (1<  3=  — 


ni 


e quindi 


f _ _ ,:..^-^cost. 


la  qual  forinola  va  integrala  in  modo  , ilu'  quanJfi 

< rs  o sia  X = m . ^ 

Fotta  la  iutegrawone  risulta 


t 


ZinS"^ 


iStn'  — VxO  • 


G96.  Vogliasi  ora  die  la  Clepsidra  misuri  i tem- 
pi di  un  dato  periodo  per  esempio  di  uu  ota. 

Debbono  esser  tali  i parametri  della  conoidale, 
secondo  i quali  vuol  configurarsi  il  vaso  , clic  il 
tronco  superiore  si  vuoti  iu  un  ora  ; onde  poi  ca- 
povolto il  vaso  un  nuovo  periodo  ricominci. 

Determiniamo  dunque  il  tempo  del  vnolaiiienlo 
del  vaso.  Facciamo  x = o risalta  pel  tempo  del 
vAotamento 
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04i(]e  posto  t =s  3Goo"  , si  ba  la  equazione 


^79 


= 36oo" 


per  determinare  m ed  n : e qui  la  equazione  essendo 
una  mentre'  due  sono  le  quantità  da  determinarsi  , 
è palese  che  potrebbesi  tener  conto  delle  migliori 
dimensioni  del  vaso  in  ordine  alla  resistenza  delle 
sue  pareti  alla  pressione  del  liquido. 

Siano  determinate  m ed  n nel  modo  anzidet- 
to ; il  vuotamento  di  ciascun  tronco  del  vaso  de- 
noterà un’ora  di  tempo.  Trattasi  di  denotare  i tem- 
pi intermedi. 

697.  Nell’  ultima  equazione  del  numero  6gS 
pongasi  in  luogo  di  m ed  ni  determinati  valori  ; 
e per  v e ^ i unti  valori. 

Fatto  successivamente 


t = 60,  t = 1 30,  / = 180  , I = 340  ....  t = 36oo 


si  otterrà  x.  Onde  poi  tagliate  queste  lunghezze,  sul 
lato  del  vaso  che  è retta  di  permutazione  della  co- 
noidale , su  ciascun  tronco , ed  a partire  dalla  loro 
unione,  si  avrà  segnata  la  scala  dei  tempi  per  minu- 
ti primi  ; e quando , abbassandosi  1’  acqua  , la  sua 
suprema  superficie  si  sarà  messa  a livello  col  primo 
punto  di  divisione  sarà  corso  un  minuto , quando 
col  secondo  punto  di  divisione  due  minuti  , quan- 
do col  terzo  tre  , e cosi  di  seguito  (*). 


(*)  In  qunU  ipecie  di  CIrpsidra  ci  cqucUo  incoaTCoicntc  ; che  la  m 
traila  dalia  della  «juaaiuoe  conlcncndo  la  qiiantili  r,  è impoiubUe 


37 
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693.  Noi  abbiamo  supposto  che  ciascun  (ron- 
co del  vaso  terminasse  alla  corrispondente  circon- 
i'erenza  direttrice  della  conoidale  ; parendocene  più 
elegante  la  forma,  e più  fucile  la  esecuzione.  Se  i 
tronchi  del  vaso  terminassero  ad  altre  sezioni  della 
conoidale  pcrallele  a'  piani  delle  direttrici  pure  uel- 
l'istc.ssu  modo  si  dctermiueiebbu  la  scala  dei  tem- 
pi, la  ccjuaziune  derivala 


2«V  2gX  . (Il  = 


in 


ipsterebbe  la  sti'ssa  , e la  sua  primitiva  soltanto  ri- 
ceverebbe qualche  mudilicaziuue.  Iinperciuccbè  in 


oHrncricnc  cuii  e.'ùUtczza  il  valtHr;  c perciò  aversi  eoa  csalletza  la 
^c•lla  dei  letupi.  Il  qual  inauivcnieiilc  uon  ha  la  clepsidra  prci|>o>ta  dal 
\ cnturoli  ( /ungo  citato),  che  cuusistc  iu  un  vaso  rotondo  acannodalo 
omdo  la  superfìcie  di  rivoluzione  generala  dalla  parabola  biquadratica 
ddla  equazione  yi  zzi 

Ma  qiieata  ne  olTrc  due  altri , che  pure  dalla  scala  dei  tempi  dipendono 
o ad  essa  si  rifcrUconu. 

La  suprema  supcrtìcic  deU*  acqua  in  un  lai  vaso  scendendo  con  moto 
nitìAnme^  riesce  faciliMuiia  cd  esatta  la  descrizione  della  Kala  delie  ve- 
locdà  ^ ma  manca  sulla  superfìcie  del  vaso  una  retta  sulla  quale  K’giiarla. 
E due  cspc'dienti  vi  sarehbono  per  averla  ; o segnare  la  scala  su  di  un* 
asta  verticale  e galleggiante , e che  tanto  sporgesse  dall'  acqua  quanto  è 
r altezza  del  vaM>^  o segnarla  su  di  un'  asta  verticale  posta  nell'  interno  del 
va-a>  , e che  tcnes<a‘  luogo  dell'  asstt  di  rivoluzione  della  superfìcie  secott' 
do  la  quale  il  va>o  è iii  kIcIIjIo.  Ma  al  pi  iinu  espediente  due  circnstan* 
ze  si  cppoiiguno  : la  prima  consiste  iiells  difliodtà  di  fare  in  modo  1’  aita 
verticale  g.ill4'g-;i.iiiit',  clic  in  ogni  islanic,  .<iporge».^e  di  uguale  lunghezza 
dall*  acfpia  ; la  seconda  coiisi-ilc'  m llU  itn|K>»sil>iliià  di  p)ter  chiudere  il 
vato,  la  .piai  c>i>a  fi  «sM're  iiintìlc  nii  secondo  tronco  nella  clepsidri  » ed 
obbliga  a riempire  di  nuovo  il  vaso  dopo  ogni  periodo  ; talché  è impos* 
tihilc  che  sia  per|H:liia.  Al  seconda  cs|K'dicntc  si  oppone  la  rifrazio* 

Ite  che  debh’csscie  scmibiliMima  gnaulando  la  scala  a traverso  le  pareti 
del  vaso. 
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vece  <li  ilelerminai'si  la  costante  in  modo  clic  quan- 
do t = o , è x = m,  dovrebbe  determinarsi 
die  quando  t —o  , è jc  = a , essendo  a 1’  altezza 
di  ciascuu  tronco  del  vaso. 

Potrebbe  nascer  dubbio  soltanto  , se  essendo 
a m , r area  m'  della  suprema  superficie  del- 
l’acqua nel  vaso  fosse  sempre  espiessa  dalla  mede- 
sima formola  (691) 


«n’x 


esscndodiè  il  rap[K>i  to  della  ellisse  m'  al  circolo  ad 
essa  circoscritto  , dal  quale  dipende  la  misura  dcl- 

1’ area  di  essa  , viene  espresso  (ig  , ii*)  da  — ;n, 

q*uando  c x < m , e da  n ; , quando  è x > w. 

. 

Ma  facendo  i calcoli  si  vedrà  die  quella  formola 
resta  seiiipi'e  la  stessa.  La  qual  cosa  doveva  aspet- 
tarsi a causa  della  continuità. 

6gg.  li  considerare  ciascuno  dei  due  tronchi 
del  vaso  comunque  alto  ci  mette  al  caso  di  deter- 
minare speditamente  il  volume  di  un  qualunque  tron- 
co retto  a basi  parallele  della,  conoidale  di  Wal- 
lis  ; imperciocché  è chiaro  che  la> portata  deli' acqua 
del  vaso  in  un  certo  tempo  , eguaglia  il  volume  di 
quella  parte  del  vaso  che  vuotasi. uello  stesso  tempo. 

700.  La  ibrmola  idraulica  che  dà  la  portata 
di  un  vaso  che  si  vuota  in  un  certo  tempo  , è 
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( cliiamando  Q la  portata  corrispondente  all'  altez- 
za X della  suprema  sezione  dell’  acqua  nel  \'a»o 
sulla  luce  ) 


dO=  — (•). 

cos.f' 


‘Poniamo  in  luogo  di  m*  e cos.^'  i trovali  va- 
lori (tigi  , 693)  : olteiigliiamo 


d^  = 


•n’xdx 


m 


Onde  poi 


Q= 


• re’ 
m 


Jxdx  -|- 


cost  : 


e la  costante  và  determinata  in  modo  che  ^ = 0, 
quando  x = Determinata  la  costante,  risulta 


O = ““  (a’  — •*■’) 

'■am 


Il  valore  di  Q può  scriversi  pure 


rn"a 

m 


VM’ar*  V 


X 


Ora  chiamando  B,  b le  due  basi  maggiore  e mino- 
re del  tronco  della  conoidale , D , d , le  loro 


(•)  Vtniuroli.  EUmtnU  di  Meccanica  ed  ldrauHca-Laoy>  dialo  al 
B.  690. 
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clislaiizt!  rispcUive  dalln  rella  doppia  , si  lia 

Q = L BD  — -bd. 

a 

Du;iqiie  il  volume  di  un  tronco  retto  a basì 
paiallelc  della  conoidale  di  Wallis  è nguale  alla 
difVereiiza  aIì  due  cilindri,  aventi  per  basi  quelle  del 
tronco  , e per  altezza  rispettiva  la  semidistanza  di 
ciascuna  di  esse  dal  centro  della  conoidale. 

^01.  Se  si  voglia  il  volume,  non  di  un  tronco 
della  conoidale  , ma  della  parte  di  una  sua  liiglia 
terminata  da  uii  piano  parallelo  a quello  delle  di- 
rettrici , basta  porre  d = n . Ciò  fatto  è 

Q=z—BD. 

3 

Dunque  la  parte  di  una  fogl  la  didia  conoiil.de 
di  Wallis  terminata  da  un  piano  parallelo  a <|ucl- 
lo  della  circonferenza  direttrice  , è uguale  al  se- 
miciliudro  avente  la  stessa  base  c la  stessa  altezza 
della  parte  della  conoidale 

703.  Se  sia  D = m , sarà  B uguale  all’  area 
del  circolo  della  circonfeoza  direttrice  , e 

Q = ~BD 

a 

esprimerà  la  parte  dì  una  foglia  della  conoidale 
terminata  al  detto  circolo:  però  sarà  BD  il  volume 
della  parte  della  conoidale  compresa  tra  i piani  del- 
le due  cincooferenze  diieltrìci. 
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Ora  consideriamo  la  parie  cilindrica  (della  su- 
peiiii'ie  terminala  ai  medesimi  piani.  Il  suo  vo- 
lume sarà  :ìBD. 

Dunque  ’aBD  — BD  sarà  uguale  allo  spazio 
compreso  tra  le  due  partì  della  superfìcie  (z3,  35). 

Dunque  lo  spazio  fìnito  compreso  Ira  le  due 
parli  della  ìulcra  superfìcie  (6),  cioè  Ira  la  cilindri- 
ca e la  conoidale,  è uguale  allo  spazio  compreso 
da  qucsla  e dai  piani  delle  circonferenze  direltrici. 


Secondo  esempio.  .Applicazione  aìl  Architettura. 

'joZ.  AliLìasi  un  edifìzio;  cd  al  suo  ingresso  e 
veslibulo  succeda  un  coiiile  di  pìanla  rellangnlarc. 
Vogliasi  che  nel  lalo  parallelo  a quello  ove  è l’iii- 
gresso  , cd  in  dirillura  con  questo  , siavi  un’  am- 
pia e nobile  scala  ed  una  ben  decorata  sala  ad 
un  tempo. 

^04.  La  prima  e più  semplice  idea  che  si  pre- 
senta è di  destinare  un’  area  di  larghezza  tripla  di 
quella  del  vestibolo  per  la  saia  e la  scala;  c di  fa- 
re cominciare  questa  con  doppia  rampa  , aIBncliè 
riunendosi  poi  in  una  sola  c centrale,  possa  desti- 
narsi il  disotto  di  questa  a sala,  la  quale  come  è chia- 
ro starà  ad  infilata  col  vestibulo  e coiringresso.  Ed 
è eziandìo  chiaro  che  entrando  nel  veslibulo  sì  sco- 
vrirà immediatamente  la  sala,  c quindi  camminando 
innanzi , per  1’  allargamento  del  cono  prospettico  , 
si  vedranno  tosto  le  due  prime  tese  della  scala  , 
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die,  pretulcn<lo  immezzo  la  sala  , sono  in  euritmia. 
Quindi  si  Tede  che  tutta  la  dilTicoItà  stà  nel  co- 
vrire la  sala  iu  maniera  che  resti  ben  decorata  e 
naturalmente  , senza  detrimento  della  economia  nè 
della  convenienza. 

^o5.  La  volta  di  sostegno  della  seconda  ram- 
pa covre  necessariamente  la  sala,  ma  di  qualunque 
forma  essa  sia  di  quelle  usate  fin  ora  non  mai  la 
decorazione  della  sala  potrà'  essere  elegante. 

^o6.  Le  volte  usate  a sostegno  di  rampe  rette 
di  scale  sono  di  due  specie,  o cilindriche  in  pendio, 
o rampanti.  Se  si  facesse  uso  di  una  delle  prime, 
sarebbero  longiludinulmeute  inclinati  i suoi  pul- 
vinari, le  linee  d'  attacco  delle  pareti  colla  volta,  e 
la  cornice  d'imposta:  quindi  dispiacevole  ne  sarebbe 
r efTetlo  ; nc  le  pareti  della  sala  potrebbero  deco- 
rarsi con  partimenli  orizzontali  , uè  con  ordini  ar- 
chitettonici che  facessero  funzione  di  sostenere  la 
volta.  Se  in  vece  si  facesse  uso  di  una  volta  ram- 
pante le  imposte  verrebbero  nelle  due  pareti  d’ in- 
gresso e di  fronte  ad  altezza  dissuguale  ; le  pareti 
laterali  verrebbero  terminate  superiormente  secon- 
do la  centinatura  degli  archi  rampanti  , le  di  cui 
curve  sono  direttrici  o generatrici  dello  intradosso 
della  volta  : quindi  una  volta  rampante  riuscireb- 
be anche  meno  acconcia  alle  decorazioni  della  sala. 

•jù'j.  La  più  semplice  sfuggita  dunque,  potreb- 
be essere  di  covrire  la  sala  con  una  volta  cilindrica 
ad  elementi  orizzontali,  la  quale  o sostenesse  contem- 
poraneamente la  scala  , o non  la  sostenesse.  Ma 
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allora  se  si  gumlagnerebbe  ia  decorazione, si  ppnlereb- 
be  in  economia;  imperciocché  nel  primo  caso  bisogne' 
rebbe  riempire  di  muramento  tutto  lo  spazio  compre' 
so  tra  r intradosso  cilindrico  ed  il  piano  di  salila 
sul  quale  poggercbbero  i gradini;  e nel  secondo  ca- 
so sarebbe  mestieri  costruire  due  volte  , I'  ima  ci- 
lindrica per  covrire  la  sala  , e 1' alti  a o ciliudric.i 
in  pendio  o rampante  |>er  sostenere  la  lampa  della 
scala.  Oltre  ai  quali  diletti  di  economia  vi  sarebbe 
pure  mancanza  di  convenienza  ; imperciocché  l’ in- 
tradosso ad  clementi  orizzontali  non  risveglierebbe 
uiuiia  idea  della  scala  soprastante. 

708.  Niuno  di  tutt’  i delti  iiiconvenieuti  pre 
ebe  si  presenti  quando  pr  superfìcie  d’  intradosso 
della  volta  si  scelga  la  conoidale  di  Wallis,  in- 
dividuata di  posizione  c parametri  nel  modo  il  più 
proprio  , come  qui  appresso  diremo. 

709.  Per  le  cose  predette  (704)  è fìssala  la  lar- 
ghezza dell’  alea  destiuata  pr  la  scala  ; ed  é data  la 
larghezza  della  sala  che  é quanto  quella  del  vesti- 
buio.  Resta  a (issarne  la  lunghezza. 

Si  assuma  1’  altezza  che  converrebbe  alla  sala 
se  fosse  coverta  a botte , c si  determini  I'  altezza 
delle  impsie  di  questa  volta  dal  suolo.  In  oltre 
si  assuma  I'  altezza  che  convenebbe  alla  sala  se 
fosse  coverta  a piatta  bauda.  E prendasi  una  me- 
dia tra  quest*  ultima  altezza  , e quella  delle  impo- 
ste della  volta  a botte  dal  suolo;  e si  aumenti  del- 
la grossezza  che  converrebbe  alla  piattabaiida.  A 
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questa  altezza  media  auineotata  si  arrestino  i due 
muri  laterali  della  sala. 

Ciò  fatto  si  costruisca  la  prima  rampa  della  scala, 
clic  è doppia,  in  modo  da  potere  comodamente  montare 
ad  una  tale  altezza.  Essendo  dato  il  rapporto  del- 
l’altezza alla  pedata  di  ciascun  gradino  ( giusta 
le  solite  regole  ) , ed  essendo  data  1’  altezza  a cui 
questa  prima  rampa  doppia  debbe  salire  , risulterà 
data  la  sua  lunghezza  orizzontale.  Questa  prendasi 
per  lunghezza  del  corpo  della  sala  , e si  faccia  es- 
so precedere  e seguire  da  due  altri  spazi  uguali  tra 
loro,  e lunghi  ciascuno  quanto  si  vogliono  fare  lar- 
ghi i riposi  superiori  , ossia  rivolte  , della  scala. 

I confini  delle  pareti  del  corpo  centrale  della 
sala  c dei  suoi  due  spazi  aggiunti  potrebbero  pro- 
nunziarsi con  risalti  , o con.  pilastri. 

Della  sala  adunque  è fissata  la  larghezza  , la 
lunghezza , ed  anche  I’  altezza  delle  due  pareti  la- 
terali. Ora  resta  a vedere  come  covrire  il  corpo 
centrale  della  sala  ed  i due  spazi  minor;  che  |e  for- 
mano parte  : e questo  diremo  nei  quattro  numeri 
seguenti. 

7(0.  Pei  confini  estremi  anteriori  delle  due 
pareti  laterali  del  corpo  centrale , che  sono  due 
rette  parallele  verticali  , intendiamo  condotto  un 
piano  indefinito  , e per  l’estremità  superiori  di  tali 
due  rette  una  terza  iv.tta;  la  quaje,  come  è chiaro, 
starà  pure  sul  detto  piano.  Ora  su  questa  retta 
cosi  condotta  come  diametro,  e sul  piano  , costrui- 

37  •* 


Digitized  by  Coogle 


5S3 


PAHTE  TRBZA 


scasi  un<a  seniicircoiirereaza;  e sia  questa  una  iliret- 
trice  della  superficie  tT  intradosso  della  volta. 

Per  li  estremi  superiori  degli  altri  due  con- 
fini delle  medesime  due  pareti  laterali  del  corpo 
centrale  , cioè  per  li  posteriori  , e die  pur  sono 
due  rette  verticali  , couduciamn  un'altra  retta  , ed 
assumiamo  questa  per  seconda  direttrice  della  su- 
perfìcie d’  intradosso  della  volta. 

Supponiamo  ora  che  una  retta  si  appoggi  alla 
detta  semicirconferenza  ed  alla  detta  retta  mantenen- 
dosi parallela  ai  piani  delle  due  pareti  laterali  : ed 
assumiamo  la  superfìcie  così  generala  per  iotradosso 
della  volta  da  covrire  il  corpo  centrale  della  sala, 
È chiaro  che  la  detta  supei  ficie  d' intradosso  è la 
Conoidale  di  VVallis  , ed  Iia  per  secondo  suo  asse 
parametro  la  retta  condotta  per  li  estremi  superio- 
ri dei  due  confini  posteriori  delle  due  pareti  latera- 
li del  corpo  cetilrale  della  sala,  e per  primo  semi- 
asse parametro  uua  retta  orizzontale  e parallela  alle 
pareti  condotta  pel  punto  di  mezzo  del  detto  suo 
secondo  asse  , e luuga  quanto  lo  stesso  corpo  cen- 
trale. 

71 1.  Supponiamo  che  una  retta  lunga  quanto 
lo  spazio  minore  che  precede  il  corpo  centrale  della 
sala  e che  ne  forma  parte  si  appoggi  alla  semicircon- 
ferenza direttrice  dell'  intradosso  conoidale,  e si  muo- 
va tenendosi  sempre  orizzontale  e parallela  alle  pare- 
ti laterali.  Assumiamo  la  superficie  così  generata 
per  intradosso  della  volta  da  covrire  il  detto  spazio 
minore.  È chiaro  che  la  detta  superficie  è quella 
dell'intradosso  di  una  volta  a botte. 
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713.  Sup|>ooi«iuu  per  ullitno  cLe  tin’ alila  retta 
lunga  quanto  1’  altro  spazio  iniuore  della  sala  si  ap- 
poggi.alla  direttrice  retta  dell’ iiitradosso  coiiuidale 
e si  muova  pure  tenendosi  sempre  orizzontale  e pa- 
rallela alle  paieli  laterali.  Eil  as.suniininn  la  supei/ìcio 
così  generata  per  supeiiicie  d’ inlraxlos.so  della  volta 
del  secondo  spazio  iiiiuore  della  sai».  E chiaro  che 
la  delta  supeillcie  è uu  piano. 

713.  Dopo  tutto  ciò,  si  conduca  un  piauopa- 
rallelo  a quest'  ultimo  , e tanto  al  disopra  di  e.sso 
per  quauto  si  richiederebbe  che  fosse  la  grossezza 
di  una  piattabarida  di  ampiezza  quanto  la  larghezza, 
della  sala  : per  la  retta  d’  intersezione  di  questo  pia- 
no così  condono  col  piano  dei  due  confini  postéi  io- 
ri  delle  preti  laterali  del  corp  centi  ale  sì  condu- 
ca uu  secondo  piano  parallelo  alla  generatrica  pel 
centro  deli'  iutradosso  couoidale:  e per  la  retta  d’iu- 
tersezioue  di  questo  secondo  piano  eoa.  quello  della 
direttrice  semicircolare  della  delta  couoidale  (710)  si 
conduca  uu  terzo  piano,  ed  orizzontale.  Assumiamo 
il  sistema  di  questi  tre  piani  per  estradosso  della 
VK>lla  dell’  intera  sala. 

Ora  è facile  vedere  qual  è la  volta  pese  ella 
e come  goda  dei  Ire  requisiti  delle  opere  dell'  ai  le- 
conveniauza  , ecouoiuia  , e decorazioue. 

714.  Pei  la  rampa  doppia  di  scala  si  ascende  ak 
piaae  d'  estradosso  il  più  basso,' che  forma  primo  li- 

pso  , OS.sia  .svfill.i  , .li  ll.c  Mal.i;  ctl  il  con  ispOnJi'liU; 
Spazio  uiiuoic  liJlik  Saia  che  gli  c sottoposto,  essendo. 
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coverto  a piattabanda  mostra  che  ai  disopra  dchh’es- 
servì  ua  pianerottolo. 

Sul  piano  Inclinato  dell’estradosso  riesce  facilissi- 
ma la  ponitura  dei  gradini,  ed  essi  costituiscono  la 
seconda  rampa  della  scala.  La  volta  che  la  sostiene 
covre  ad  un  tempo  il  corpo  centrale  della  sala , è 
impostata  orizzontalmente  , e mostra  colla  forma  del 
suo  intradosso  a chi  è nel  corpo  centrale  della  sala, 
# che  al  di  sopra  dchh’  esservi  una  salita. 

Questa  seconda  rampa  della  scala  mena  sull'al- 
tro piano  orizzontale  di  estradosso  , il  cjuale  costi- 
tuisce il  secondo  riposo  della  scalale  lo  spazio  mi- 
nore della  sala  che  gli  è sottoposto  essendo  coverto 
da  una  volta  a botte,  mostra  per  essa  che  al  disopra 
debb’  esservi  un'altro  pianerottolo.  Quindi  è iiv>ni- 
festo  che  ottimamente  la  volta  da  noi  prescelta  sod- 
disfa alla  convenienza. 

']i5.  Dalle  cose  dette  si  vede  che  la  volta  sod- 
disfa eziandìo  alla  economia  : imperocché  non  v’Im 
perdita  di  sito  , nè  di  muramento  , e quaiilo  spa- 
zio v’  è al  disotto  della  scala  tutto  è occupato  dulia 
• sala. 

I "jiG.  Quanto  alla  decorazione,  la  volta  essen- 

do impostata  tutta  orizzontalmente  , quella  delle 
pareti  può  esser  facile  e semplice , e svariala  deb- 
b’  esser  quella  di  tutta  la  sala  ; dappoiché  questa 
si  compone  del  corpo  centrale  e di  due  parti  se- 
condarie tutte  tre  coverte  diversamente.  La  volta  co- 
noidale potrebbe  decorarsi  con  cassettoni  o con  sem- 
plici compartimenti  , che  seguissero  le  lince  di  con- 
vento ; della  di  cui  dctcnniuaziouc  qui  appresso 
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diremo  l'iigioiiaiido  della  divisione  della  volta  iu 
cuoci. 

Peicliè  la  divisione  di  una  volta  in  cu* 
nei  sia  la  migliore  , Ire  condizioni  debbono  essere 
soddisfatte  ; e sono  di  convenienza  , solidità  , e fu- 
cile esecuzione.  Le  quali  tre  condizioni  rcstauo 
sempre  adempiute  , quando  le  lineo  di  convento 
sull' intradosso  seguitino  quelle  della  minima  e mas* 
situa  curvatura  della  superGcie  , e le  facce  di  con- 
vento sieno  modellate  secondo  le  superficie  svilup- 
pabili dei  raggi  di  curv.ilura  aventi  quelle  lince  per 
direttrici  (*).  Però  sarebbe  mestieri  determinare  le 
dette  linee  sulla  conoidale  di  WaFHs  , e determi- 
nare le  dette  superficie  sviluppabili.  La  quale  deter- 
minazione , se  non  è difficilissima  , non  è -al  certo 
assai  facile:  ed  è per  questo  che  noi  diremo  come 
dividere  la  volta  in  cunei  altrimenti  die  insegnano 
quelle  norme  generali  ; e ciò  nulladimeno  ricusci- 
reino  a soddisfare  sullicicntemcute  alla  secouda  delle 
dette  tre  condizioni  e pienamente  alle  altre  due. 

718.  Ogni  supeificie  può  aversi  come  genera- 
ta dal  muoversi  d’infinite  lince  ; e noi  abbiamo  ve- 
duto di  quale  natura  e di  qual  forma  sono  tutte  le 
piane  clic  potrebbero  generare  la  conoidale  di  Wal- 
lis  : però  è palese,  dopo  tutto  ciò  che  abbiam  det- 
to nelle  due  parti  precedenti  , die  il  riguardarla 
come  generata  dalla  letta  o dalla  ellisse  c la  cosa 
la  più  fucile  , la  più  naturale  , c la  [iiù  adatta 

(')  M'Migr.  j4i>iyìu  nn~n  i/c  Ànaìjie  a fa  Cccmcliie  5- 
nutne  DaaìfKìve 
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per  ^rne  coDcepire  una  giusta  idea  : e tali  linee 
sono  , tra  tutte  le  altre  , le  più  facili  a descri- 
versi e che  più  sono  note  per  abitudine.  Quindi 
se  scieglieremo  per  linee  di  convento  sull’  intrados- 
so le  rette  e le  ellissi  generatrici  , avrema  soddi- 
sfatto alla  convenienza.  £ la  superficie  interna  del- 
la volta  si  troverà  divisa  in  quadrilateri  mistilinei  ^ 
tutti  simmetrici  intorno  alla  linea  di  sezione  lon- 
gitudinale della  volta,  ed  in  tal  modo  essa  risulterà 
pure  decorata  naturalmente. 

Supponiamo  adunque  diviso  in  un  numero  di- 
spari di  parti  uguali  la  semicirconferenza  direttrice 
della  superficie  conoidale  d’ intradosso  (710),  ed  in 
uno  ugual  uumefò  di  parti  uguali  la  sua  direttrice  ret- 
ta ; le  rette  della  su|iei  ficie  che  pas.seranno  per  tali 
punti  saranno  le  lince  lungitiidinali  di  convento. 

Si  divida  ciascuna  delle  due  rette  orizzontali 
di  attacco  della  volta  colle  pareti  laterali  in  uno 
egual  numero  di  parti  uguali,  ed  in  modo  che  cia- 
scuna di  tuli  parti  dilTerisca  per  quanto  meno  è 
jiossibile  dalla  lunghezza  media  tra  la  lunghezza  di 
una  parte  di  divisione  della  circonferenza  , 'e  quel- 
la di  una  parte  delia  retta  direttrice  : per  tali  punti 
di  divisione  si  facciano  passare  delle  ellissi  della  su- 
perficie. £ queste  saranno  le  linee  trasversali  di  con- 
vento. 

719.  Questa  scelta  delle  lìnee  di  convento  non 
Solo  soddisfa  alla  convenienza  , ma  favorisce  be- 
uanche  l’armonia  del  conrpartimenlo  interno  della 
volta  della  intera  sala  iiu|>ei ciuci liè  le  dette  li- 
nce luugiluJiuali  di  cuiivculu  pus^ono  iutilaic  quelle 
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della  volta  a botte  e della  piatta  banda  , che  co- 
vrono i due  spazi  minori  della  sala.  La  qual  co- 
sa, come  è evidente,  debbe  immensamente  favorire 
Tefletto  prospettico. 

^ao.  Consideriamo  una  individuata  delle  dette 
linee  lungilndinali  di  convento  ; e supponiamo  che 
un  piano  sia  ad  essa  perpendicolare. Una  retta  si  ap- 
poggi continuamente  alla  detta  linea  mantenendosi 
parallela  al  detto  piano  , ed  essendo  in  ogni  istan* 
te  normale,  nel  punto  per  cui  passa  , alla  linea  di 
convento  trasversale  che  passa  per  quel  punto. 
Una  tal  retta  moveodosi  genera  , come  è chiaro  , 
una  superficie  rigata  a piano  direttore  , la  quale 
è dappertutto  normale  alla  superficie  d’intradosso. 

Tutte  le  superficie  così  generate  aventi  per  di- 
rettrici le  linee  di  convento  luiigitudinalc,  sceighiamo 
per  snperficie  Inngitudinali  di  convento. 

731.  Le  proiezioni  di  una  qualunque  posizio- 
ne della  retta  generatrice  di  una  tal  superficie  sono 
di  facile  determinazione  ; imperciocché  preso  per 
piani  di  proiezione  il  piano  di  livello  ed  il  pia- 
no di  fronte  della  sala  , la  projezione  verticale  del- 
la generatrice  è normale  alla  projezione  della  ellis- 
se , e può  facilmente  costruirsi  senza  che  si  co- 
struisca questa  ultima  ; e la  projezione  orizzontale 
si  ottiene  determinando  il  punto  d’  incontro  della 
detta  projezione  verticale  colla  traccia  verticale  del 
piano  condotto  pel  punto  dato  parallelamente  al 
piano  direttore , la  quale  traccia  è facilissima  a 
costruirsi  perchè  parallela  alla  comune  sezione  dei 
piani  di  jprojezione.  Per  la  qu^l  cosa  è sempre 
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fiicile  conoscerò  il  punto  d' incontro  diana  qnalun- 
qiK!  retti!  gonor;itrice  della  suporfieie  di  convento 
col  piano  di  estiadnsso,  e quindi  Dicilc  la  descrizione 
delle  linee  di  convento  sull’  estradosso  : linee  che 
determinano  due  lati  di  tre  facce  di  ciascun  cuneo. 
Dunque  la  della  superfìcie  di  convento  lungitudinale 
soddisfa  alla  condizione  di  facile  esecuzione. 

Consideriamo  ora  una  individuata  linea 
trasversale  di  convento  ; e supponiamone  descritta 
r evoluta  sul  suo  piano  , ed  eretto  su  di  esso  un 
cilindro  avente  la  detta  evoluta  per  sezione  retta. 
Una  retta  tocchi  continuamente  il  detto  cilindro, 
c si  muova  appoggiandosi  alla  linea  trasversale  di 
convento  e mantenendosi  sempre  perpendicolare  al- 
la retta  generatrice  della  conoidale  in  ogni  punto 
della  ellisse  pel  quale  passa.  Una  tal  retta  moven- 
dosi genera  come  non  è diflicilc  vedere , una  su- 
perfìcie rigata,  dappertutto  normale  alla  superfìcie 
d’  intradosso. 

Tutte  le  superfìcie  così  generate  aventi  per 
direttrici  le  lince  di  convento  trasversale,  assumia- 
mo per  superfìcie  di  convento  trasversale. 

Le  projezioni  (li  una  qualunque  posizio- 
ne della  retta  generatrice  di  quest’  ultima  superfì- 
cie sono  di  facile  determinazione.  Perciocché  tut- 
to nducesi  a condurre  per  un  punto  dato  fuori 
una  retta  tangente  ad  un  dato  cilindro  la  quale 
sia  parallela  ad  un  piano  dato.  Il  punto  dato  è il 
jmnto  della  ellisse  , linea  di  convento  trasversale  , 
jxd  quale  si  vuole  che  passi  la  individuata  retta 
generatrice  : il  piano  al  quale  la  retta  tangente 
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acbb’  essere  parulleJu  è un  piano  perpendicolare 
alla  generatrice  retta  della  conoidale  che  passa  pel 
ditto  punto  della  ellisse  : ed  il  cilindro  è il  Ci- 
lindro Direnare  della  superfìcie  di  convento  ; tutte 
le  quali  cose  sono  talineute  disposte  , che  debbe 
risultare  facilissima  la  soluzione  grafìca  del  pro- 
blema. Quindi  riesce  eziandìo  facHe  il  determi- 
nare il  punto  d’ incontro  di  ciascuna  generatrice  col 
piano  di  estradosso  , e quindi  le  linee  di  convento 
su  ,di  esso  , le  quali  sono  linee  di  due  Iati  delle 
tre  faccie  di  un  cuneo.  La  fatta  scelta  di  super- 
fìcie di  convento  trasversale  adunque  soddisfa  alla 
condizione  di  facile  esecuzione.  £ sarebbe  anche 
meglio  soddisfatta  quando  si  potesse  aver  modo  da 
determinare  pratticamente  due  punti  pei  quali  cia- 
scuna generatrice  debbe  passare  , ed  a ciò  pare 
che  potreblAj  facilmente  riuscirsi  facendo  uso  di  a- 
datlati  apparecchi  ; ma  questo  non  è luogo  da  par- 
larne , giacché  un  cenno  di  applicazioni  soltanto 
abbiamo  in  mira  di  dure. 

7o4>  Consideriamo  un  punto  dell'  intradosso 
della  volta  che  sia  punto  d’ incontro  delie  due  linee 
di  convento.  Conduciamo  la  retta  tangente  alia 
ellisse  in  quei  punto  : essa  starà  nel  piano  della 
ellisse,  e perciò  iu  un  piano  verticale  e perpendico- 
lare alle  pareti  laterali  della  sala  (710).  La  retta  di 
convento  sta  iu  uii  piano  verticale  e parallelo 
alle  dette  pareti.  Dunque  ogni  piano  orizzon- 
tale taglierà  quei  due  piani  secondo  due  rette 
perpendicolari  ; ed  ogni  altro  piano  li  taglierà  se- 
condo rette  inclinale  ad  angolo  diverso  dal  retto. 
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5q6  parte  terza  — afflicaeiori. 

lulcndiamo  condotto  un  piano  tangente  alla 
superGcie  conoidale  d’  intradosso  nel  punto  che  qui 
si  considera  ; un  tal  piano,  dovenda  passare  per  la 
tangente  alla  ellisse  e per  la  retta  delia  superficie 
che  passa  pel  punto  di  contatto  (55)  , rette  che 
non  sono  orizzontali  , non  potrà  essere  orizzonta- 
le. Dunque  le  due  riiiee  di  convento  luugitudinale 
e trasversale  non  s’ incontrauo  «d  angolo  retto. 

Egli  è per  questo  che  noi  dicevamo  testé  (7 1 7) 
essere  sufficientemente  soddisffitta  la  seconda  delle 
tre  condizioni  , cioè  la  solidità , e non  dicevamo 
pienamente.  Impeixiocchè  per  la  solidità  richiede- 
rehbesi  che  tutte  le  facce  di  ciascun  cuneo , e le 
linee  che  ne  cnutornano  quella  di  parameuto  fosse- 
ro ad  angolo  retto. 


FINE. 
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INTRODUZIONE.  v. 

PASTE  r. 

CONSroKHAZlONI  PUBAMENTE  GEOMETHICfll. 

ARTICOLO  I. 

Descrizione  Geometrica  delta  Ii^erria- 
ta  e ricerca  della  sua  generazione 
considerandola  come  superficie. 

I — 3.  Descriatooe  geooKtrica  della  lofeiriata:  »—  ». 
coDsegueoze. 

Descriiione.  — La  $ap.  i}ella  inferriata  eriga- 
la nou  sviluppabile.  — La  descritione  della 
inferriata  nou  da  uua  giusta  idea  della  soasup.  ; 
però  è necessaria  determinarne  ta  generaaione. 

NOTA.  — Sulla  denominauooc  di  sup.  atorta. 

4 — 6.  Geoerazioo»  della  Superficie  che  a’  e>  3 — /l. 
’iherge. 

Tutte  le  rette  della  sop.  sono  parallele  ad  un 
niedesrimi  piano  fisso.  ■ — La  sup.  di  cui  si 


(*)  Lo^cendu  di  questa  Tjvolt  ciò  dfé  detto  io  Aaral> 
krc  graodcp  sì  hj  lo  »clie)elro  dell’  opera  cd  il  conlt' 
Millo  di  quel  gruppi  di  uumcri  me»i  a iìandO».  Uiqpafi 
nel  t£«io  8000  itolati  per  mezjo  di  righi  bianchial  caral> 
Kris  j^iccoli  Mi  denoUno  il  ouotenuto  di  dnicufi  ounerop 
c ri  sono  logicati  i priocipaìi  Teoremi  ; e si  vede  io  qiial 
modo-  • condotto  ciò  ette  n cooUeoe  io  dei  detti 

gruppi  di  amneri. 
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tratta  e della  famiglia  delle  Rigalé  a piano  Di- 
rettore.   Generazione. 

ARTICOLO  II. 


Esame  del  Cammino  della  Generatrice 
e proprietà  che  ne  risultano. 

7 — 8.  La  Generatrice  durante  il  suo  cammino  5 — »► 

può  avere  due  giaciture  diverse. 

Convenzioni.  Piano  condotto  pri  diametri  : 

Diametri  delle  Direttrici.  — Due  giaciture 
diverse  della  retta  mobile  rispetto  al  piano  con- 
dotto pei  diametri. 

Prima  giacitura  della  Generatrice  e 
Proprietà  che  ne  risultano. 

9 — li.  Varia  inclinazione  della  generatrice  nel  G — 8, 

suo  movimento. 

La  retta  generatrice  si  altontana  dal  piano  di- 
rettore , e se  gli  riavvicina  ; e neU'  allonlanar- 
sene  e riavvicinarglisi  ne  cangia  la  inclinazio- 
ne ai  piani  delle  direttrici.  — Rette  di  Permu- 
taxione  : sono  due , e nella  prima  giacitura 
della  generatrice  sono  le  sole  perpendicolari  ai 
piani  delle  direttrici.  — La  sup.  ha  una  Un^a^ 
doppia. 

12 — 14.  Linea  doppia  della  superficie.  8 — it>- 

Pub  presumersi  essere  la  linea  doppia  delta 
sup.  una  linea  retta.  — Questa  prop.  non  può 
aversi  come  vera  : ma  lacilita  la  ricerca  in  qui- 
stione.  — 

^ TEOREMA.  La  Jinea  doppia  della  sup.  ge- 

nerata dal  movimeulo  della  generatrice  secon- 
do la  sua  prima  giacitura  è una  linea  retta 
perpendicolare  al  piano  direttore  e che  passa 
pel  punto  di  mezzo  della  retta  che  unisce  i 
centri  delle  circoofèrenze  diretirich 

l5  — » La  Superficie  della  inferriata  è la  stes-  ii  — 12. 
sa  che  il  Conocuueo  di  Wallis. 
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NOTA  — l)»  alcime  rigate  a Uirclliiri  airvc 
|>iam- , Iti  a (ti.nio  ilircUoic  y clic  k>do  C'iioidi  ; C di 
aldine  di  queste  clic  hanm)  mia  retta  doppia.  ^ Di  al* 
rum*  Slip,  ridale  a piano  direttore  ed  a direttrici  curve 
piane  la  di  cui  iiilei->eiiotie  uni  un  terso  piano  lacienlG 
angolo  ugnale  con  quelli  delle  direttrici  e (lerpendico' 
lare  al  piano  direttore  e di  facile  dclcruiiuazioue.  p. 
li-li. 

17 — « Della  parie  della  .superficie  risullaiile  i5  — » 

dal  niovimeiilo  della  {’eiieralrice  secou- 
do  la  sua  prima  giacitura  , le  sezioni 
parallele  ai  piani  delle  direllrici  souo 
ellisse. 

» Si  ritiene  per  generazione  della  super-  16 — ». 
fide  quella  data  al  11. ° 6. 

M Conseguenze  c definizioni.  16  — 19. 

L.1  retta  doppia  è liaea  di  Strizione.  — Le 
rette  di  permutazione  della  sup.  , ira  tulle  le 
alile,  SODO  le  più  diitaiili  : due  piani  condotti 
per  esse  parallelaiiieiile  al  piano  direttore  la  li- 
mitano. — Le  ellissi  generatrici  della  parte  di 
sup.  generata  pel  muoversi  della  retta  mobile 
secondo  la  sua  prima  giacitura  hanno  un  asse 
ciislante;  i loro  estremi  sono  nlliignij  sulle  rette 
di  permutazione.  — Piano  degli  assi  coslaiUi  : 
è normale  al  piano  direnare.  — Luogo  de’  cen- 
tri delle  dette  ellissi  generatrici.  — Piano  de- 
gli assi  variàbài  ; è parallelo  al  piano  di- 
lettole. — I plani  degli  assi  costanti  , e dei 
variabili  sona  piani  diametrali  orlogonali.  — 

Primo  asse  indefinito  : Primo  asse  parametro. 

— Secondo  asse  indefinito  ; Secondo  asse 
tfmrnmetro.  — La  superficie  ba  centro;  Rette 
ilegli  estremi  degli  assi  voriabili.  — Tra  ■ 
piani  delle  direttrici,  gli  assi  costanti  delle  el- 
lissi ne  sono  assi  maggiori  , al  di  là  di  tali 
piani  ne  souo  assi  minori. 

Seconda  giacllura  della  reità  genera- 
trice , e proitrietà  cite  ne  risultano. 

30 — 21.  Caiumiuo  della  gcucraliicc.  20—  ai. 


18  — 
>9  — 
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Si  allontioa  di  noovo , e poi  sì  riavvicina  al 
piano  (liretlore.  — lo  questo  secondo  alioata- 
oanteoto  e riavvioioainento  al  piano  direttore 
si  appoggia  alle  circonferenxe  direttrici  mante- 
neodosi  parallela  al  piano  direttore  non  solo 
tua  a se  medesima  ancora. 

» La  rell.'i  gnneralrice  movendosi  colla  se-  ai  — aa, 
couJa  giacitura  genera  il  Ciliudro  di  Ri- 
voluzioue. 

a3  — a5.  Condiiusione  e convciizìoiii.  aa — a3. 

La  generazione  della  iiiferrialadh  luogo  a due 
. sup.  che  polrebbero  aversi  come  parti  (li  una 

sop.  piu  generale  ; Conocuneo  di  Wallis,  Ci- 
Itiidio  di  rivoluzione.  — Quando  diremo,  Su- 
perficie; Parie  non  sviluppabile,  o Conoidale; 
l*arle  sviluppabile  o Cilindrica.  — Maniera 
rispettiva  di  esistere  delle  due  parti  della  sup. 

ARTICOLO  RI. 

Disegno  Geometrico  della  Inferriata 
considerata  Geometricamente , 

26  — 38.  Disegno.  Sua  relazione  colla  inferriata.  sJ  — sS. 

Scelta  dei  piani  di  projezione.  ^ Esecuzione 
del  disegno.  — Relazione  colla^nTerriala. 

29 — »»  Cavasi  dal  disegno  che  le  rette  della  in-  s5 — 36. 

lerriata  sono  parallele  ad  wr  medesimo 
piano  fisso' 


ARTICOLO  IV. 

Disegno  Geometrico  della  Superficie 
dedotto  dalla  sua  Generazione. 


3o  — 34.  Esecuzione  del  Disegno.  26 

Mezzo  dì  soluzione.  — Scelu  dei  piani  di  prò- 
jeiioiie  } e costruziono  dcJ  piano  direttore  o 
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Numeri. 

delle  direllrici.—  Si  determinano  quattro  rette 
della  superficie  che  sono  su  di  un  medesimo 
piano.—*  Due  rette  che  appoggiandosi  alle  diret- 
trici loBO  sul  medesimo  pjaiio  , e non  appar- 
‘lengooo  alla  superficie.  — Si  compie  il  Di- 
segue. 

NOTA.  — Sulla  scelta  dei  piani  di  projetiooc. 

35  — 36.  Linee  doppie  della  superficie. 

Quattro  rette  della  sup.  poste  so  di  uno  stesso 
piano  s'incontrano  a due  a due  in  cinquepun- 
ti.  — Linee  d' intersezioue  delle  due  parti  della 
sup.  Retta  doppia  di  una  di  esse. 


Pagine. 


ag—  3o. 


37  — » Piani  limiti  della  superficie.  3o  — » 

38 — »»  Parte  interna  della  superficie:  Parie  3i  — » 
esterna. 


3g  — » Osservazioni  sull’  esecuzione  del  disegno.  3i  — 3a. 


ARTICOLO  V. 


^ ' Problemi  di  Geometria  Deicrittiva. 

Costruzione  della  Superficie. 

4o  — » Idee  Generali.  33  — » 

PROBL.  I .°  Dati  gli  assi  parametri  della 
superficie  e la  projezione  orizzontale  di 
un  suo  punto:  determinare  un  tal  punto. 

4i — 43*  Soluzione.  34 — 36. 

Scelta  dei  piani  di  projezione.  — Determina- 
zione dei  dati.  — Determinazione  della  proje- 
zione verticale  del  punto  della  superficie  , del 
quale  è data  la  orizzontale. 

44 —■  M^Della  migliore  maniera  da  disegnare  le 

generatrici  della  superficie  , le  quali  36  — - » 
passano  pel  punto  da  determinarsi. 

45  — ■ u Della  posizione  della  data  projezione  36  — 37 
orizzontale  del  punto  da  dclerminarsì. 
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PROBL.  3.”  Dali  gli  assi  paramcivi  del- 
la supeifirie  c la  projezioiie  verticale  di 
tin  suo  punto;  dctcrmii)nrlo. 

40  — 47-  Soluzione.  . Z'j  — 3(). 

Sci'lia  <)'’!  plani  di  prcjraione,  e projezioni  dei 
fl.tti  4..  npterminaztune  dellft  projezioiie  oriz* 
zontalp  <IpI  punio,  il  quale  è dato  iti  prujezio- 
ne  vellicale. 

43  — 5o.  Sul  numero  di  soluzioni  del  problema.  3g  — » 

Il  problema  ammette  in  generale  quattro  loln- 
zioni.  — Quando  ne  ammette  due.  — Quando 
nessuna. 

Dite  Problemi  relativi  al  piano 
tangente. 

5i  — » Generalità.  3g — 4“- 

PROBL.  3.°  Dati  gli  assi  parameiri  del- 
la superficie  ed  un  suo  punto:  menare 
pel  punto  dato  un  piano  ad  essa  tuu- 
gctite  in  quel  punto. 

5a  — ’ » Il  problema  comprende  tre  casi.  4*^  “ 4*- 

.73  — 56.  Soluzione  del  problema.  4<  — 41- 

Scelta  dei  piani  di  projezione.  — • Date  le  pro- 
iezioni del  punto  di  eotilalto  vedere  a quali 
dei  Ire  casi  il  problema  si  rif;risce.  — Mezzo 
di  soluzione  , ed  in  ispecie  pel  terzo  caso.  — 
Determinazione  delle  tracce  del  piano  tangente. 

57  — . » Osservazioni  sul  o»so  del  disegno.  44  — 4^* 

58  — « Del  primo  e terzo  caso  dei 'tre  die  am-  4^  — 4^- 

mette  il  problema. 

NOTA.  Sulla  soluzione  di  quoto  prob.data  da  HctcheUtr. 

PUOBL.  4 " Dato  gli  assi  parameli  i 
della  superficie  ed  un  punto  fuori  di 
essa  : menare  pel  jttinto  dolo  un  piano 
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tangente  alia  superficie  , in  modo  die  il 
punto  dato  e quello  di  contatto  stiano 
su  di  un  m^esimo  'piano  perpendico- 
lare ai  primo  asse  inde  fin  ito. 

5g  — 62.  Soluzione.  4?  — 

Metto  di  soluzione. — Scella  dei  piani  di  p|-o- 
jezione.—  Deleminazione  dei  dati.  ---  Determi- 
nazione delle  tracce  del  piano  tangente.  ^ 

NOTA  — Sulla  tedia  de’ piani  dei  proieaìonc,  e del 
etto  in  cui  etti  futtero  ootounque.  p.  55. 

63  ^ — 65.  Del  numero  delle  .soluzioni  53  — 54- 

Il  probi,  ammette  in  generale  quattro  soluzio- 
ni , e ne  ammette  pare  quattro  nel  caso  par- 
ticolare nel  quale  le  rette  condotte  pel  punto 
' dato  e per  quelli  del  contatto  sono  due.  — Ca- 
si in  CUI  il  probi,  ammette  due  solntioiii — Ca- 
si in  cui  il  probi,  è intpossibile. 

Alcuue  sezioni  piane  della  parte  co- 
noidale della  superficie^  coll'esame 
di  qualche  principale  proprietà  di 
esse. 

66  — » Generalità.  55  — » 

PROBL.  5.°  Dati  gli  assi  parametri  del- 
la slipei'flcie  : costruire  la  curva  prodot- 
ta nella  sua  parte  ' conoidale  da  un 
piano  die  passa  pel  primo  asse  inde- 
nuito. 

6'J  — • 69.  Soluzione.  56  — 5q. 

Scelta  dei  piani  di  projezione.  — Determinazio- 
ne dèi  dati.  — tieterminazione  della  curva  d’in- 
tèrsezione. 

^o  — qS.  Esame  di  alcune  proprietà  della  cur-  5q  — 62. 
va  d' intersezione. 

La  curva  ha  due  ani  diaiiltirali  ortogonali.  •- 

39 
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Ila  crntr«.  Il  suo  eeolro  n*  è [Hinto  doppio. 

— L«  curva  ti  oompane  di  dur  raiui  infioili. 

— Sono  a&mlutiui  : coilruiioite  degli  asiutoli. 

^6 — 78.  Piani  taugeoti  la  cofioitiale  ciascuno  63 — 64< 
lungo  una  sua  retta:  conseguenze. 

1 piani  tangenti  la  sup.  in  un  paolo  qualun- 
que di  una  delle  rene  di  perinulaxione  la  toccano 
lungo  essa.  — I piani  ad  essa  langenle  in  un 
punto  qualunque  di  una  delle  due  sue  generatrici 
pel  centro  la  toccano  lungo  essa  , e la  secano 
ancora.  Il  ceutro  della  curva  d' intersi  zionr  è 
punto  doppio  e di  flesso  di  essa.  — Tangenti 

‘ alla  curva  in  un  tal  punto. 

jg — 83.  Osservazioni  sui  disegno.  • 65 — 67^ 

Convenzioni  onde  il  disegno  faccia  illusione  : 
maniera  di  couioriiarlo  — Tiacciu  della  conoi- 
dale sul  piano  01  izzuutale  di  projezione.  — Sua 
traccia  sui  piano  verticale — Ca>o  in  cui  la  curva 
d'  iuleriezione  dimandala  dal  problema  ti  can- 
gia in  quesl'ultima.  — Sul  modo  di  contornare 
la  traccia  verticale  della  conoidale. 

84  — 88.  Alcune  proprietà  della  Conoidale  dedot-  67  — 69. 
te  da  quelle  delia  curva  d’ intersezione. 

Generalità. — Le  verità  relative  alla  curva  co- 
strutta valgono  per  tutte  le  ;.llre  curve  prodot- 
te da  piani  che  passano  |h-1  pmno  asse  inde- 
finito.—• La  superficie  cune  all' infinito. — Nel 
senso  medesimo  ha  un  a»e  diametrale  ortogo- 
nale.— Ha  un  centro. 

89  — >a  Gasi  singolari  della  linea  d’intersezione.  69  — m 

PROBL.  6.°  Dati  gli  assi  parametri  del- 
la supeifictc  : cosit  uire  la  curva  d' in- 
tersezione della  sua  pat  te  conoidale,  con 
un  piatto  parallelo  a quello  degli  usai  pa- 
rametri. 

90—  93,  Soluzione.  70—  73. 

Sulla  migliute  scelta  dei  piaui  di  p.tojrzione— 
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Snluxioae  grafica.  — DimoslrazioDe. 

MOTA—  Oet«nnÌMi.»oiic d«Ua ««{tmiionr  itclh  curva 
d'  iuUracaioiic  dvdofcU  dalle  ialic*  cnstni’AÌiMii  gi.tliilic. 

g3 — 97.  Alruiie  Proprietà  della  curva  d' inlcr-  7,3' — 7C). 

sezione 

La  curva  ha  due  assi  diametrali  ortogonali.  — ■ 
ha  ceMro.  — compouesidi  due  rami  inlitrili.— 
aiiuurlle  aliatoli  retti  souu  due.  — Coilrit-  , 

ziune  degli  asintoti. 

98 — 99.  Caso  singolare  della  curva  d"  intcìse-  76 — 77. 
ziuiie. 

Trasromiasi  in  ua  sistema  di  tre  rette. — Pro- 
prietà di  questa  sezione. 

100 — >J  Coótoiiio  del  disello.  77  — 79. 

PROB'L.  7.*  Dati  gli  assi  paromeiri  della 
superficie  : costruire  la  sezione  della  ' 

sua  parte  couuidale  coti  un  piano  paml- 
lelo  a quello  deleriuiiialu  da  una  delle 
geneialnci  pel  ceulro  , e dal  secoado 
asse  iiidefiiiilo. 

lui  — ro4-  Sjluziooe.  79 — 83, 

Scelta  dei  piani  di  projezione.  — Co.<lruxione 
del  dati.  — Costruzione  delle  projetiuni  delia 
curva  d' intersezione.  — Sua  costruzione. 

io5-— I0&.  Osservazioiii  .sul  disegno.  82  — 8.^. 

Vantaggiosa  scelta  dell'  asse  di  rotazione  d-l 
piano  secaute  e dvlle  generatrici  rette  ; per 
cui  può  costruirsi  la  curva  d’  inSerseaiooe  sen- 
za costruirsene  te  projezioni.  — Maniera  di 
coulornare  il  disegno. 

107  — 1 1 3.  Qualche  proprielk  della  curva  eoslralla.  84  — 8g. 

La  curva  d’ intersezione  ha  un  as^  diametra- 
le ortogonale.  — si  compone  di  un  sol  ramo  iu- 
iì Dito.-»  ammette  un.  asintoto  retto:  è il  detto 
asse  diaineirale  ortogonale. — L.-i  curva  và  all'  ' 

iufiuito  ed  ivi  si  chiude  oiéduiule  uu  cu.spide 
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o punto  di  regrcMO.  — ha  un*  ordinata  naasi- 
ma  uguale  in  lunghezia  al  seoondo  aiw  para- 
metro , ed  i punti  che  vi  corriipondono  sono 
dati  dalla  interiezione  del  piano  lecaiite  colle 
rette  di  pernio tazioue.->  La  curva  debbe  avere 
un  punto  di  fieno  da  ciaicuua  parte  del  suo 
aue,  — ha  un  punto  isolalo  e ad  essa  conju- 
gato  mediante  l'asintoto. 

ii4 — “ Proprietà  Ofelia  superficie.  89  — 

Il  piano  degli  assi  variabili  delle  ellissi  genera- 
trici della  conoidale  è piano  asiutoto  di  essa. 

PROBL.  8.“  Dati  gli  assi  parametri  del- 
la superficie  : costruire  la  iutersezioue 
della  sua  parte  conoidale  con  un  pia- 
no parallelo  al  secondo  asse  indefinito 
ed  inclinato  alle  generatrici  pel  ceulro. 

Quanti  casi  ammette  il  problema.  C)<>  — 

Il  problema  comprende  due  cau  secondocbè 
il  piano  secante  incontra  ambe  le  foglie  della 
ooDoidaie  o ne  incontra  una  sola. 


1 1 J — 


Caso  J.° 

116 — 118.  Soluzione. 


Scelta  dei  piani  di  projezione.— Costrnziniie  dei 
dati— • Determinazione  della  curva  ricbiesla. 


Do- 


no — 


ia3.  Alcune  proprietà  della  curva  d' ioler-  g3 
sezione. 


93. 

96. 


La  curva  componesi  di  due  rami  infiniti.— Es- 
sa ba  due  asiotoli  retti  ; loro  costruzàioe.  — 1 
quattro  eslrenti  dei  due  rami  di  curva  sono 
coniugati  tra  loro  dagli  asintoti.  — Dei  dne  ra- 
mi di  curva  , I'  uno  è abbracciato  dagli  asin- 
toti j 1'  altro  • da  essi  tagliato.  — Il  ramo  di 
curva  risultante  dalla  foglia  nella  quale  il  pia- 
no secante  incontra  le  rette  di  permutazione 
ba  nn*  ordinata  massima  uguale  iu  lunghezza 
al  secondo  parametro  della  superficie  ^ ed  iu 
«lice  ha  due  punti  di  ilessu. 
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134  — 135.  Proprietà  dflilii  superficie  dedoUe  dalle 
cose  dette  iutoruo  agli  asiuloti  della 
curva. 

Se  ù applìcauero  i rigionameiiii  falti  nel  pro- 
blema precedente  ne  riiuilerrblte  questo 
TEOREMA.  La  conoidale  di  Wullit  ha  iofiitili 
piani  asintoti  lutti  paralleli  al  piano  direttore. 
— Dimostraaioue  di  questo  teorema  esaminan- 
do le  variaaioni  della  curva  per  le  variaaioui 
dei  suoi  parametri. 

136  — ss  Proiezione  orizzontale  della  curva  d’iu* 
tersezione. 

J37— i3o.  Della  maniera  di  coutoruarc  il  dise- 
gno. 

Convenaiooi.  — Linee  punteggiate  o piene  in 

?irojeaiooe  orizaontale.  — iu  pmjezioae  verlica- 
e.  — Linee  di  semplici  coslrusioni. 

Caso,  a.® 
i3i  — i33.  Soluzione. 

Scelta  dei  piani  di  pioiezione.  — Costrusione 
dei  dati.  — Delermiuazione  della  curva  ri- 
chiesta. 

i34  — 1 35.  Due  .Proprietà  della  Curva  d’ interse- 
zione. 

La  curva  di  coi  si  tratta  ha  un  sol  ramo  e 
chiuso.  — ha  un'  ordinata  massima  , nè  può 
averne  più  d'uua. 

i36 — i38.  Maniera  di  contornare  il  disegno. 

Quantunque  la  curva  richiesta  siasi  determinata 
senza  costruirne  la  projeziooe  oriuonlaie  que- 
sta si  è delineata  per  migliore  rappceseutazio- 
ue — • Liuee  puuleggiale  o piene  in  proiezione 
oiizzontaie.  ->■  in  ptoiezioue  verticale. 


Pagine. 

96—98. 


98  — » 
98  — 100. 

100  —101. 
tot 103. 

K»a — io3. 
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• ARTICOLO  VI. 

Scolio  intorno  alle  costrutte  sezioni 
piane. 

>39 — 148.  RiiUzioiie  del  pittilo  secante  parallelo  al  io3 — 109. 
secondo  asse  indefinito  intorno  ad  una 
retta  che  incontra  una  delle  geueratrr- 
ci  pel  centro  e eli’  è al  loro  piano  nur- 
niale  : conseguenze  che  ne  risultano. 

Pastiggio  della  curva  del  \/*caso  del  piobl.8. 
u quella  del  probi.  •}.  — Come  questa  11  Ira- 
af'orini  in  quella  del  u.°  caso  del  dello  probi. 

K.  — Tratformazioue  di  quesi' ullima  curva  in 
cllitie. — Riloroo  inverso  della  curva  del  3. "coso 
del  probi.  8.,  e riduriune  di  essa  a due  rette 
perpendicolari  Ira  loro-  — Modo  più  sempli- 
ce da  considerare  il  proseguimenlo  della  ro- 
laaiunr  del  piano.  — Riproduiiune  della  cur- 
va del  i,°  coso  del  probi.  8.  capovolta:  e co- 
me ijuetla  SI  trasforiiii  in  quella  del  probi.  (>. 

— ConiiuutiDdo  la  rotaaiuoe  del  piano  si  ri- 
producono di  nuovo  e nel  inedctinio  ordine 
lune  le  curve.  — In  due  niauiere  diverse  i due 
mini  della  curva  del  i.°  caso  del  probi.  8-  si 
scaiubiauo.  — Particolare  aste  di  rotazione  del 
jiiaiio  secarne  pel  quale  invece  di  cangiarsi  in 
ellisse  la  curva  del  3.°  caso  del  probi.  8.  cali- 
, giasi  in  circolo.  — Assi  di  roiazioae  del  piano 

secante  pei  quali  si  producono  ellissi  aventi  per 
aste  minure  il  secondo  paranielio  della  colloidale. 

i49 — i5~.  Rotazione  del  piunn  secante  parallelo  109 — ii4> 
al  primo  asse  indefinito  intorno  ad  una 
retta  che  incontra  le  generatrici  pel  ceti- 
tro  e eh' è al  detto  asse  parallela:  conse- 
guenze che  ne  risultano. 

TEOREMA.  Di  tutte  le  immaginabili  sezioni 
piane  della  conoidale  prodotte  da  piani  paralleli 
al  primo  asse  indefinito , quei  punti  di  tutte 
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me  die  hanno  ordinala  aguale  fono  allogati  in 
una  eurra  a doppia  curvatura  , eh' è la  inter- 
jctione  della  Conoidale  , con  un  Cilindro  di 
Rivolutione , avente  per  parametro  P ordinala, 
eh'  è uguale  in  lutti  i punti  di  cui  la  curva  è 
luogo  , e per  asse  l'asie  di  tolaeione  del  piano. 

— Coslrueioue  grafica  delle  piojezioiii  della 
delta  curva.—  Date  quette  projezioni  e P aue 
di  rotazione  del  piano,  determinare  quei  punti 
di  eiK  che  apparleagoDO  alle  projezioni  della 
curva  d’ intersezione  della  conoidale  col  piano 
m una  sua  individuata  posizione.  — CtMlru- 
uone  siiDultanea  delle  projrzioni  delle  curve 
prodotte  dal  piano  rotando.  — Posizioni  del 
piano  secante  , che  danno  per  curva  d' inter- 
sezione curve  a due  rami  che  ti  toccano , e 
r uno  retto  e P altro  corvo  ; e come  in  que- 
sta ti  trasformi  quella  del  probi.  6.*  — Poti- 
zioni  del  piano  secante  che  danno  per  curve 
d' intersezione  curve  cruciformi  a due  rami  che 
a’  incoDlraDOj  e come  in  queste  si  trasformino 
quelle  del  probi.  6.**  — Trasfbrmazione  delle 
dette  curve  cruciformi  in  un  sistema  di  due 
rette  coucorrenti.  — Trasformazione  retrograda 
delle  medesime  curve. — Posizioni  delP  atse'di 
rotazione  del  plano,  pel  quale  le  ordinate  delle 
curve  variano  ìu  altro  modo. 

§58 — » Concbiusione.  ii4— iiSi, 

Come  possono  classificarti  tutte  le  curve  fin 
qu'i  considerate. 
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considerazioni  algebriche. 

ARTICOLO  I. 

Iti  cerca  delia  equazione  della  super- 

fide. 

tSg — » Geoeralilà.  iij — « 

Congetture  intorno  at  modo  da  ottenere  U pili 
semplice  equ.  della  aup. 

« 

i6o — i6£.  Più  semplici  equazioni  delle  direttrici  , ttd — tao. 
della  generatrice,  e del  piano  direttore  : 
scelta  dei  piani  Coordinati. 

Scelta  del  piano  coordinato  JTF  : equ.  delle 
direttrici.  Scelta  del  piano  coordinato  A!?: 
cqn.  della  retta  generatrice.  — I ire  asti  cour- 
dinkti  e la  loro  origine.  — La  equ.  del  piano 
direttore  è implicitamente  contenuta  in  quella 
della  retta  generatrice. 

164  169.  Eliminazione  delle  tre  quantità  detertni.  t3o-...ia^. 

natrici  della  retta  mobile. 

Ragione  della  elimiuazione  , e perchè  ti  etegne 
con  metodo  speciale.  — • Si  suppone  che  la  retta 
mobile  si  appoggi  alla  circonferenu  superiore.— 
che  ti  appoggi  alla  ioleriore.  Due  equ.  di  con- 
dizione esistendo  le  quali  la  retta  mobile  genera 
la  tup.  — Come  le  dette  due  equ.  tono  renfica. 
te.  — Equ.  Finale. 

n La  equazione  Finale  si  scinde  in  fattori.  <36  — 

M Equazione  della  superEcie.  136  — » 

» La  equazione  trovata  è la  più  sempli-  13&«  ia8. 
ce  equazione  ^ella  superficie. 


169  — 

170  — 


Digilized  by  Goc^le 


DKL1J-.  M^TJnih 


&II 


Pitfiinc. 


ARTICOLO  li. 

Discussione  delta  equazione  della  su- 
perjicic. 

• ■j?.  — !"3.  Gfiieralilà.  128 — »23- 

1 Ire  piani  coordinali  delle  yt  ^ xz  ^ sono 

piani  diameiraii  ortogonali  della  siip.  L'  ori-  , 

gine  delle  coordinate  è centro  della  lup. 

Valori  della  x : conseguenze  die  ne 
derivano. 

ly'j  — M Formule  che  duuiio  i valori  jr',  j:"  della  I2() — i!Ìo. 
r ; couscguenze  ìmmeciiale. 

La  superfìcie  si  compone  di  due  parti  discon- 
tinue tra  loro  , ciascuna  siniiuetrìca  iuloruo  al 
piauo  coordinalo  YZ. 

1^5 — I '6»  Valori  uguali  della  x‘.  conseguenze.  i3o—  i3.> 

I valori  della  x divenlano  uguali  qiiundo  s':=rr^ 
y :=  — n , ns , j — — «i.  — Le  due  par- 
ti della  superitele  s’ iiicoiitruiio  secondo  due 
rette  parallele  al  piano  XZ,  ad  egual  distanza 
da  esso  , e poste  sol  diametrale  YZ  ; e s’  iu- 
coDIraao  pare  secondo  le  diretti  ici. 

177  — itii,  Co.sa  divengano  i valori  x'  , x"  della  x i33 — i4+). 
per  quelli  di  z minori  e maggiori  di  tt  niy 
e per  quelli  di  jr  maggiori  e miuou 
di  -±,  n : coiisegiietize. 

La  soperfìcle  all’infinito  tanto  dall' un.a  che 
fiali’  altra  parte  del  pi.ino  diametrale  XY.  — 

Le  due  rette  secondo  le  quali  le  due  parti  del- 
la sup.  s’  incontrano  sono  loro  linee  di  con- 
tano. --  La  parte  della  sup.  corrispondente 
ai  valori  x'»di  x si  lu.iiitieue  al  di  dentro  del- 
1'  altra  per  tutto  lo  spazio  compreso  tra  i piani 
delle  direttrici , ed  al  di  Ik  di  tali  piani  se  ne 
in.iiiiicne  al  di  fuori;  le  circonferenze  direttrici. 

39 
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*ono  linee  3'  inMrieiione  delltdue  p»rli  dellt  tup. 
i — Traccis  della  lup.  sul  diametrale  XY‘.  retta  ‘ 

doppia  della  sua  parte  corrispondeol*  ai  va- 
lori 3* Quando  è * = ± » la  equ.  della 

Slip,  dà  quattro  rette  parallele  ) e due  circonlè- 
reuse,  ciascuna  toccata  da  due  di  quelle  rette. 

Valori  della  y.  conseguenze  che  ne 
derivano. 

183—  » Formula  clic  dà  i valori  della  / : con-  i4q — »» 
segueuze  immediate. 

Il  piano  coordinata  XZ  divide  simmetricamen- 
te la  sup.  tenendosene  due  parti  dùliale  unto 
daM'  una  che  dall'  altra  banda. 

i3i  — 184.  Valori  uguali  della/:  conseguenze.  i4i  — '4'^- 

Incontri  delle  due  parti  della  sup.  — • Linee 
secuiido  le  quali  t' incontrano. 

i85 — 188,  Immaginarielà  dei  valori  della /:  con-  i4^ — ‘47* 
seguenze. 

La  parte  della  sup.  corrispondente  ai  due  pri- 
mi valori  della  y incontra  l'asse  y secondo  una 
retta  di  lunglieiu  a»,  cioè  secondo  il  secondo 
asse  parametro.  — Piani  che  limitano  la  par- 
te medesima  nel  senso  delle  ar.  — Le  rette  di 
essa  parte  che  passano  pel  centro  si  allontana- 
no più  di  tutte  le  altre  dal  piano  YZ.  — Pia- 
ni limiti  della  parta  della  snp.  corrispondente 
ai  due  itititoi  valori  della  y. 

Valori  della  z : conseguenze  die  ne 
derk’ano. 

189  — » Formula  pei  valori  della  zr  consegueu-'  i47  — ** 

ze  immediate.  , 

La  a ha  quattro  valori,  due  determinali  e due  ^ 

indeterminati  ; i determinali  appartengono  alla 
parte  della  sup.  corrispoadenle  ai  primi  due 
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Valori  della  x e della  y , f^li  inileleniiiiiati 
mII.i  parte  corrispondente  agli  altri  due  valuti 
della  X e della  y. 

1^0—  ig3.  Vuriaziooe  dei  valori  delenuiiuli  ; coii- 
segueuze. 

La  parie  della  sup.  cui  corrispondono  tali  va- 
lori v'a  all'  infinito  nel  senso  delle  x.  — Quat- 
tro rette  parallele  esisleuli  all'  infinito  sulla 
parte  medesima  della  sup.  — 1 valori  delermi- 
n.sli  di  a diventano  inderininali  quando  ad  un 
tempo  è X = y z:x  ^ U t Suuo  iiiinisginaii 
quando  y’^n'. 

>g4  — ^ Culiclliusioiie. 

La  Parte  della  sup.  corrispondènte  ai  due  pri- 
mi valori  delle  x , jf  ed  ai  deterraiuali  della 
a n'  è la  Parie  non  snlappaòtU  o conoidale  , 
l'altra  corrispotidetile  agli  altri  due  v,ilori  di  .r, 
y , a n'  è la  Parte  sviluppabile  o cilindrica. 
a 


ARTICOLO  III. 


Discussione  della  Superficie. 


tijS  — » lutroduzioae. 

Sezioni  patallele  al  piano  diametrale 

XZ.  ^ 

196  — 200.  Equazioui  delle  sezioni  di  cui  si  trat- 
ta : coQsegueaze  che  ne  risultano. 

Le  equazioni  della  sezione  tono  quelle  di  quat- 
tro rette  ; due  che  passone  per  1'  origine  delle 
loro  coordinate,  e due  parallele  all'asse  z.  — Le 
due  prime  rette  incontrano  le  due  seconde  , ed 
i punti  di  loro  intersezione,  nello  spazio,  sono 
allogali  tulle  circonfeienze  direttrici  della  sup., 
che  perciò  sono  liuee  d' ìulersrzione  delle  due 
pilli  della  sup.  — Le  due  parti  della  sup.  si 
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inconirano  poro  secondo  due  rette. ^ si  lengo- 
iii)  del  resto  sempre  disgiunte.  ~ Q-tando  l i 
distanza  del  piano  secante  d:il  piatto  XZy  cui  c 
parallelo  ^ c maggiore  di  n non  si  hanno  se- 
zioni. 

Sezioni  pnrnllele  al  piano  r/ia menale 

\Y. 

aoi  — 2o3.  Equazione  delle  .sezioni  di  cut  si  IruUa:  i5a — 155. 
conseguenze  clic  ne  risultano. 

La  equ.  di  una  individuata  di  queste  sezioni. 

SI  scinde  in  due  : la  cmu.  di  una  ellisse  ^ e la 
equ.  di  un  circolo. — Quando  il  piauo  secante 
c tra  quelli  delle  geueiuinci  T ellisse  ha  il  suo 
semiasse  maggiore  uguale  al  secondo  semipara- 
metro  ; <)uando  non  è tra  essi  ha  il  suo  semias- 
s«*  riiiuoic  uguale  a)  secondo  semiparamelio. 

Come  Sì  Irasfornimo  le  delle  due  quan- 

do U distanza  del  piano  dal  diuatchale  A'V 
è zero  od  infinito. 

Sezioni  parallele  ni  piano  diametrale 

YZ, 

2o4  — ’>  Due  equazioni  della  sezione  di  cui  si  |55 — » 

Italia. 

.Sono  di  due  re^c  paralltle  , e di  nna  Corradi 
i|iia[lo  ordine. 

2o5 — 2oG.  Valori  della  ^ risultanti  dalla  prima  i56 — » 

equazione  ; conseguenze. 

Piatii  che  limitano  la  parte  «nliippabile  della 
sup.  nel  senso  delle  .r — Rene  secondo  le  qua- 
li i detti  piani  la  loecann, 

207  — 20Q. Valori  della  je  risuilanti  dalla  seconda  167 — » 

equazione  : conseguenze  immediale. 

I valori  dell.i  y Sono  due  : torn.ole  che  li  dan- 
Ui).  — CouiJiziuni  ejisicmio  le  quali  i delti  va- 
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lori  fono  reali  od  iiDmaginari.  — Esm  possono 
verificarsi  in  tre  modi. 

210 — 219.  Esame  delle  condizioni  esìstendo  le  qua-  i58 — iG5. 
li  i valori  della  y sono  reali  od  imma- 
ginari nel  caso  che  vari i la  z:  Discus- 
sione della  curva  dì  quarto  ordine. 

L’ esame  delle  delle  condizioni  è parie  della 
discussione  della  curva  di  quarto  ordine.  — . La 
delta  curva  ha  centro  e due  assi  dianicirali  or- 
togonali. — Punii  d'  incontro  della  curva  i:oi 
suo  asse  Z.  — Tangenti  della  curva  iu  questi 
puuti  : essa  cotnponesi  di  due  rami  inGnili.  — 

Nei  punti  medesimi  la  curva  volge  concavila 
al  suo  asse  Z.  — Due  Asintoti  retti  della  cur- 
va. — Essa  non  ammette  ne  massimi  nè  mini- 
mi. — non  potrebbe  ammettere  altre  singolari- 
tà che  punti  di  flesso.  — non  ammette  nean- 
che questi.  — Figura  della  curva. 

320 — 324.  Singolari  trasformazioni  della  curva  di  iG5  — i7t 
quarto  ordine. 

Generalitè.  — La  curva  trasformasi  in  nn  siste- 
ma di  tre  rette.  — Variazioni  dello  spazio  ret- 
tatigolare  compreso  Ira  gli  asintoti  e le  tan- 
genti alla  curva 'nei- punti  ove  incontra  il  suo 
asse  Z.  — La  curva  si  coufoude  coi  suoi  asintoti 
e porziooe  del  suo  asse  Y.  — trasformasi  in  due 
rette  parallele  poste  all’  infinito  dei  medesimo 
asse  Y. 

320  — »j  Esame  delle  delle  condizioni  esistendo  171  — 172. 
le  quali  i valori  della  y sono  reali  od 
immaginari  nel  caso  in  cui  variasse  la 
sola  u ( distanza  del  piano  secante  dal 
diametrale  YZ.  ).  Su  quale  parti  della 
superfìcie  liovansì  le  curve  generate  da 
individuati  punti  della  curva  di  quarto 
ordine.  , 

226 — » Esame  delle  stesse  condizioni  quando  i >7 2 — 173. 

variasse  z ed  a. 
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Sezioni  della  Conoidale  pel  suo  primo 
asse  indeJìn:lo. 

aa^  — aaS.  Riceira  della  equazione  della  curva  di  i^3 — l'jG* 
intersezione. 

Permuta» ione  delle  cnordin*le  •(lamendo  l' fis- 
se y perpeiidicuUie  al  piatto  secaule.  Ci{u. 
delia  curva. 

aag  — » Casi  singolari  della  curva.  176 — 177. 

Trasforniaii  o in  due  rette  , o in  tre. 

a3o — 337. Prime  ronsegueuze  risullanli.  dalla  di-i77^i84. 
scussione  della  equazione  della  curva. 

L'equ.  ottenuta  è la  piti  semplice  eq».  della 
curva  : i suoi  assi  coordinali  ne  sono  atti  dia- 
metrali ortogonali  , e la  origine  n'  è centro.—- 
La  curva  si  compone  di  due  rami  che  pas- 
stoiio  per  la  origine  incrociandosi.  — Ciascurt 
suo  ramo  vk  all'  ioiiniio  taoio  nel  senso  del- 
le ascisse  positive  che  dalie  negative.  — Mas- 
simo alloiilaiiaiuenlo  della  curva  dai  suoi  as- 
si. — La  curva  ha  due  Asintoti  Reni.  — Suoi 
Asintoti  Curvi.  — La  curva  volge  coucavilk  all’ 
asse  Z nei  suoi  punti  assai  distanti  dall'  altro 
A'.  — ■ è messa  imiuezzo  da  tulli  i suoi  asiuloti. 

a38 — 3.{4- Speciali  risii llamenti  relativi  alla  na-  184 — 188. 
tura  asi  niolica  della  curva,  pel  variare 
deir  angolo  del  piano  secante  col  dianie- 
Irale  XZ  , aug.  (.tx'). 

Generalilk.  — Trasformazioni  della  fiiOzione 
della  X sei'oiido  le  potenze  discendenti  della 
— La  curva  sì  confonde  con  lutti  i suoi  asin- 
toti quando  ang.  (xsr')  = |t.— coniiocia  tanni 
piu  presto  a must  tare  il  suo  carattere  asintoti- 
co quanto  pili  è grande  ang.  (xx'). — Valori 
della  s pei  quali  comincia  a mostrarsi  la  con- 

. vei  geiiza  della  serie  pei  valori  di  ang.  ^xx')  — 

Quando  ang.  {xx')  = o la  Convergenza  è im- 
possibile. — AlluiiUiuamento  del  punto  ove 
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comincili  n motlrarsi  il  carniere  asiiilolico  doli' 
asie  — La  curva  può  esaere  seula  dai  auoi 
asinloti  curvi* 

NOTA—  Ragione  ijtoiiirtrira  prr  cui  lutti  i trmini 
della  lerìc  siiniioaiifiata  vanno  all*  intimlo  «jnando 
aug.  (jx*)  = o.  187. 

— ^49*  Punto  «li  flesso  della  curva, 

Ciaieun  ramo  della  curva  deve  neceasariamen- 
Ic  ammettere  un  punto  di  ilesan. — Valori  die 
rendono  zero  la  derivala  seconda  della  x.  — 
L’origine  delle  coordinale  è punto  doppio  del- 
la curva.  — I due  suoi  rami  liaiinn  un  niode- 
aimo  puuio  di  lleaso:  è 1'  urigiue  isicasa. — Tan- 
genti alla  curva  nel  puuio  doppio. 

NOTA  — Nutarionv  colla  quale  s’  indica  il  valore 
della  derivata  di  una  furiziuiie  c 'rrnpondciilv  ad  un 
dclerixiiiialu  valore  delta  variabile. 

a5o  — a>  La  curva  è la  stes.sii  die  quella  cosi riiN 
la  uel  probi.  5.  della  prima  parte. 

ARTICOLO  V. 

Sezioni  (iella  Conoidale  parallele  al 
primo  asse  indefinito. 

ai  — ■ » La  equazione  o^iierale  delle  curve  d'in- 

lei  sezione  può  oUeuersi  dalle  cose  dette 
nell’  articolo  precedente.  * 

a5a — a53.  Equazione  geuerale  delle  curve  di  cui 
si  tratta. 

Equ.  — La  curva  è di  quarto  ordine  : ed  è 
sitiittieirica  luloniu  all'atse  -V  , e iiun  lo  è io- 
loruo  all’altro  Z. 

254 — 227.  Loro  classiGcazioue  in  tre  generi. 

Diisuguaglianza  di  condizione,  perchè  i valori 
della  X siano  iminaginaria  : i.'’  conseguenxa. 

I rami  della  curva  vanno  all'  influito  si  nd 
Sfuso  delle  : positive  che  delle  negative  — a.* 


Pigine 


188 — 191. 


191  — »s 


192  — » 

192 — 193. 
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conseguenza.  Tn  due  casi  non  può  mai  aver 
luogo  imiuagiiiarielàt  ed  io  un  terso  caso  può 
aver  o no  luogo  imioaginarielì.—  Nei  due  pri- 
nii  casi  ciascun  ramo  della  curva  corre  aH'ia> 
fioilo  (auto  verso  le  z positive  tfuanto  verso 
le  z opgalive;  nel  terso  caso  ciascun  ramo  cor- 
re all'  iiifìnilo  soltanto  verso  il  senso  positivo 
o negai,  delle  z.  — Le  curve  si  distribuiscono 
in  tre  generi- 

358 — s63.  Conseguenze  relative  alla  Conoiclale.  iq5 
Piani  secatili  che  producono  le  curve 
di  ciascun  genere. 

Oggetto  dei  ragionamenti  che  qni  facciamo. 
Generalìik  preliminari.  — Il  piano  coordinalo 
jty  è piano  diametrale  ortogonale  della  sti- 
peifìcie.  — Di  lutti  i piani  condotti  pel  primo 
asse  indefinito  della  superfìcie,  solamente  quel- 
lo che  al  suo  secondo  asse  è perpendicolare  , 
e l'altro  che  passa  per  questo  sono  diametrali 
ortogonali  di  essa.  — La  sup-  va  aU'infìnito  tan- 
to al  di  sopra  che  al  disotto  del  diametrale 
A'K.  — 

TEOREMA.  Le  curve  di  Primo  Genere  sono 
prodotte  da  piani  che  passano  per  1’  uua  delle 
due  rette  di  permutazione:  Le  curve  del  Secon- 
do Genere  sono  prodotte  da  piani  che  passano 
immezzo  alle  dette  due  rette  : Le  curve  del 
Terzo  Genere  sono  prodotte  da  piani  che  se  le 
lasciano  da  una  medesima  parte. 

364  — » Con  ^ual  ordine  si  parla  delle  curve  199 
di  cui  si  traila  , e perchè  » 

Curve  del  primo  genere  , ossia  caso 
di  = c’u’ 

• 265  — 267.  Equazione  delle  curve  di  primo  genere:  199 
due  equazioni  separate  che  oe  risultauo. 

Lz  fi  ( distanza  del  piano  secante  dal  primo 
asse  indefinito  ) può  essere  posi!,  o negat-  e la 
coiva  non  cangia  di  natura  , ma  di  pusizi  ne 
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•oliatilo.  — . Eoo.  della  curva  : valori  delle 
ordinate X.  — Equ.  separate  alle  quali  danno 
origine  i valori  di  x : la  curva  si  compone  di 
due  rami  separati. 

aG8  — D70.  Discussione  della  prima  equazione. 

La  eqii.  esprime  una  retta  : costruzione  del  ra- 
mo retto  delle  curve  di  primo  geoere.  — tl  ra- 
mo retto  nello  spazio  b la  retta  di  permutazio- 
one  per  la  quale  passa  il  piano  secante.  — II 
ramo  retto  è parallelo  all’  asse  delle  ascisse  a , 
ed  è distante  da  esso  pel  lato  del  quadrato 
equivalente  ad  un  rettangolo  avente  per  lati 
la  somma  e la  differenza  del  secondo  semipa- 
raraetro  della  sup.  e della  distanza  del  piano 
secante  dal  primo  asse  indelìuito. 

371  -^375.  Incominciiimeoto  della  discussione  del- 
ta seconda  equazione. 

Il  ramo  retto  ed  il  ramo  curvo  si  toccano 
senza  secarsi  nel  punto  ove  incontrano  I’  asse 
delle  ordinale  x : in  questo  punto  ha  luogo 
un  Massimo  rispetto  sirordinata.—i  Limiti  dei 
Valori  della  x tra  i quali  i corrispondenti  del- 
la z sono  reali:  asintoto  della  curva.  — 
TE01l?2MA.  Le  curve  di  primo  genere  com- 
pongonsi  di  due  rami  l' uno  retto  e l’ altro 
corvo  ed  asintotico , li  quali  si  toccano.  — 
Asintoto  della  curva  nello  spazio  ; e conseguenze. 
Coincidenza  di  queste  colla  proposizione  altro- 
ve dimostrata  , i piani  condotti  per  le  rette  di 
permutazione  perpendicolari  al  secondo  asse  in- 
definito sono  i piani  limiti  della  superficie  — . 
Altra  coincidenza  colla  propos.  1 1°.  del  n.  ig. 
e colle  cose  dette  nel  n.  ao3. 

376 — 379.  Anomalie  cui  vanno  soggelli  i valori 
dell'  ordinala  x,  ed  i rami  della  curva. 

Quando  ang.(xx')  = i^.  — Quando  ang.(xx') 
va  diminuendo.  — Quando  ang.(x.r’)  ~ o7.  — 
Quando  ang.(xa:')  = o?  il  piano  secante  diven- 
ta tangente.  ^ 

NOTA  Sulla  maniera  di*  considerdre  , io  certi 

39" 
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3o3  — 311. 
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c.isi  le  oir7e  (t<ifr  J.uinn  incdcniiii  cqii.  risolviliile 
ri.  I».  ai  J.  — SiilLi  iii.iuitro  con  cui  l'jt^cbiae^priioc  le  co« 
m:  (ii  p.  ai->.  '—Sii  «pule  |irmt:ipiu  c luudaU  la 

pioposi£Ìu(tc  deli'  nllirao  iium.  p.  aiS. 

280 — 283.  Cootiiuiiizioiie  iltlla  <li$cussionc  clrlla  2)(.* — 220. 
secoiiilj  Li|tiazluiie:  punto  criiictiiilio  del- 
la curva  cui  iiUu  asse  delle  aicis^e. 

l'iop-  preliminare.  — Ascissa  del  punto  di  cui 
^i  iialla:  costruzione?  grafica  del  punto. -—Taii- 
gi'iiie  alla  cui  va  nel  di.Uo  punto.  •—  Casi  m 
cui  uel  dello  punto  la  ourva  volge  concavità 
all' asse  z da  ambe  le  parti;  casi  m -cui  gli  voi' 
ge  da  una  |>aue  cuucaviik  c dall' alita  cooves- 
iiià. 

28.J  — aSG.  Fine  della  discussione;  punii  di  Flesso.  220 — 226. 

La  curva  deve  avere  dno  punti  di  Plesso  , e 
non  può  averne  un  iin«gg>ov  irunreio.  Detenni- 
nazione  di  tali  .punii.  — Paragone  Ira  l'ascisse 
dei  punii  di  lle>su  , c quelle  dei  punti  ove  la 
curva  incontra  V a»&e  di  esse  : conseguenze. — 

Loto  coHCideoza  oou  quelle  del  ouru.  283. 

887  — « t(juazione  della  curva  rircrila  al  suo  22G  — 227. 

Jaino  retto  come  asse  delle  ascisse, 

288 — 281).  Puuli  di  flesso  iirenti  al  dello  asse.  227 — 22'). 

Corruzione  griiilca  di  tali  puuli  : — della  loro 
piojt'ziouc  iul  piauu  iliamcUale  A JK  della  ni- 
pei  liete. 

3,jD — 2,^2.  Classificazione  delle  sezioni  di  primo  32>)  — 23o. 
jjciicre  Ili  Tic  Specie. 

Class  lìc.ztoiie.  — l'iuiii  si-cauti  tire  ptoductriio 
.lutile  di  ciascuna  specie.  — Come  le  seziriiii 
di  pinna  e sicuudj  spicic  polieLbuOsi  diride- 
te ili  varietà. 

^Or.V  . — Sulla  falla  rt.isiTicazio'ic  in  ispccie. 
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n,j  5 — „ D.ill.i  relazimic  < c'n  risult  ino  <1ue  a3i  — >*- 

valori  ugu.ilt  e di  segno  contrario  pcc 
/ì  ; conseguenze. 

I..1  curv.i  corrisponilcnla  a'ciasciinn  de'due  vv-  ' —j. 
lori  ugnali  di  U è la  slessa  , e cangia  di  po- 
sizione soltanto  '■  si  cousidera  il  solo  valore  po- 
sitivo di  /). 

2iy\  — o Valore  positivo-  della  g;  a3>  — a» 


sy;"» — iy().  Equazione  delle  curve  di  Secondo  Gc-  na.i-  aJJ. 
nere  : conseguenze  immediate. 

I due  rami  di  curva  l' incontrano  ; prendesi 
il  punto  d-incootro  per  nuova  origine  dello 
coordinale. — Equ.  della  curva  rifetiln  ai  nuo- 
vi assi  dei  quali  quello  delle  r è lo  stesso  clic 
il  primitivo  delle  x , e quello  delle  : c paral- 
lelo al  primitivo  del  aaedesiiuo  nome. 

ay?  — « Punto  Doppio  della  curva.  233—  o.3.|. 

La  nuova  origine  delle  coordinale  c punto 
Doppio  della  curva. 


2<)8  — « Conseguenze  nello  spazio. 


23.f. 


>3 


U'Secoodo  asse  parametro  della  superfìcie  n' è 
sua  linea  doppia. 

ayy — 3óa  Asintoti  della  curva.  a3.[— 


Relazioni  di  condizione  per  li  valori  reali  del-, 
la  z e per  r.imiiiaginari.  — Pii,  grau  valore 
dell'  ord  natte  t : le  ascisse  corrispondenti  a tali 
valori  sono  * :;=  dt  ee-  — Sviluppo  in  se- 
rie dei  due  valori  della  t secondo  le  potenze 
discendenti  di  z : equ.  degli  Asintoti  Ilelli.  — 
Asiiitoli  Curvi  j il  più  semplice  degli  asintoii 
curvi  e.  una  curva  di  lerz'  ordine  , ed  appar- 
tiene al  primo  dei  quattro  Casi  di  eqii.  di  tali 
curvo  , giusta  la  classilicaziooc  di  Ncsvlvu. 
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3o3 — 3o4-  Conseguenze  nello  spCiio.  2^1  — 243. 

• I nuovi  assi  .coordinati  della  curva  tono  dati 
nello  spazio  dalla  intersezione  del  piano  secan- 
te coi  diametrali  ortogonali  XY , YZ  ^eJla 
sup.  — Ciascuno  degli  asintoti  nello  spazio  c 
dato  dalla  intersezione  del  piano  secante  con 
uno  dei  piani  limili  : conseguenze. 

3o5  — 3o6.  Punti  di  Flesso  della  curva.  243 — 246. 

Ciascun  ramo  della  curva  ba  un  sol  punto  di 
Flesso,  il  i|uule  è alla  origine  delle  nuove  conr- 
diuate:  ed  è ad  uu  tempo  punto  doppio  del- 
la curva. — La  curva  volge  dappertutto  conca- 
vità all'  asse  delle  s,  il  quale  passa  pel  puuiu 
doppio. 

So'j  — w Figura  della  curva.  246.  — ». 

3o8 — 3io.  Pielitiiiiiaii  sul  luovitueulo  del  piauo  246 — 243. 
secante. 

]u  <|uat  modo  si  esaminino  lutti  i casi  della 
curva  , e perchè  si  suppone  dapprima  che  il 
piauo  secante  rota  intorno  alla  sua  retta  d'  iu- 
lersezione  col  diametrale  YZ.,  e poi  che  sì  niuo* 
va  parallelamente  à se  stesso.  — Funzioni  che 
determinano  con  quale  legge  variano  le  due 
quantità  e rd  a , che  contiene  la  equ.  della 
curva,  pel  variare  di  ang.(sra;')  — Risulta  che 
la  quantità  a esprime  la  distanza  della  retta  di 
intersezione  del  piano  secante  col  diametrale 
YZ  dal  primo  asse  indeiiiiito  della  sup. 

3ii — 3i4.  Rotazione  del  piauo  secante.  248 — àS4. 

La  curva  sul  suo  piauo , e le  cose  nello  spazio 
quando  aiig.(xx')  = iV:  — quando  ang. 
và  diminueudo  a cominciare  da  if.  — quando 
ang.(xa:)  = oV,  5.  — quando  ang.(xx/)=  oV. 

3i5  — 3i8.  Moto  progressivo  del  piauo  secante.  2j4 — 2)7. 

Modo  di  esprimere  un  tal  movimento  ; si  a- 
dutta  la  variazione  della  quantità  a.  — La  curva 
sul  suo  piano  , e le  cose  nello  spazio  quando 
a = n.  — quando  la  a v'a  diminuendo.  — 
quando  a = o.  > 
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3iij — 322.  Coiidiiusioiiu.  Tre  S|iccie  ili  curve  di  207 —2JQ. 
secuiulo  genere. 

Curve  (li  ciascuna  specie:  a quali  casi  di  ang. 

(xx')  e di  a corrispuodauo.  — l’iaiii  secami 
che  producuuo  le  curve  di  ciascuna  specie,  r— 

In  qual  iiiodo  le  curve  di  ciascuna  specie  po- 
trebbunsi  dividere  iii  Vatielk.— -Figura  delle  cur- 
ve di  ciascuna  specie. 

Curve  del  Terzo  Genere  ; ovvero  coso 
di  à'  > c’ii\ 

3 j3 — SaS.  Equazione  della  cnrva  di  Terzo  Genere.  25g—  2G0. 

Due  valori  uguali  e di  seguo  contrario  risul- 
tami dalla  relazione  /l’  > crC.  — Valore  po- 
sitivo della  fi.  — £qu.  della  curva. 

326 — 328.  Punti  Origine  del  corso  della  curva.  2G0 — jG3. 

Ascisse  di  tali  punti.  — L’ asse  delle  s non  è 
diametrale  ortogonale  della  curva  , e l' asse 
delle  X lo  è.  — I pumi  di  cui  si  tratta  non 
souo  sull'  asse  delle  i : loro  ordinate  : io  essi 
ha  luogo  raccordamenlo. 

32C) — 33o.  Conseguenze  nello  spazio.  zGj 

Nelle  curve  di  terzo  genere  il  punlo  origine  del 
corso  di  ciascun  suo  ramo  è (tato  nello  spazio 
dal  punto  ove  il  piauo  secante  tocca  l'una  del- 
le generatrici  ellittiche  della  sup.  conoidale 

Ragione  geometrica  della  riduzione  alla  ugua- 
glianza dei  valori  di  x , e del  diventare  im- 
luagiiiarii. 

33i  — 333.  A.sinloli  Rulli  della  curva.,  aG8  — 274. 

Sviluppi  in  serie  dei  valori  della  x secondo  le  po- 
tenze discendenti  della  s;  equ.  degli  Asioluli  Ret- 
ti. — Asintoto  di  Regione  f^ariahile  : Asintoto 

di  Regione  Permanente Quali  valori  debbano 

avere  i parametri  della  curva  perchè  rasintotu  di 
regione  variabde  si  trovi  o nella  positiva,  Quel- 
la negativa , od  in  ninna  di  esse. 

334 — 333.  Coiisugucuze  nello  spazio.  274  — 280. 
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CeoeraliUi.  —Tra  tutti  i piani  tecauti  U co- 
noidale secondo  curve  di  terzo  genere , quelli 
die  toccano  il  ciliudro  di  rivoluzione  avente  per 
asse  il  primo  asse  iudefioito  e per  parametro 
la  loro  distanza  da  questo,  secondo  rette,  che  sono 
intersezione  di  esso  cilindro  coi  piani  limili,  dan- 
no curve  aventi  I’  asintoto  di  regione  variabde 
sull’asse  delle  ascisse. —Tulli  i piani  seeaalsla  co- 
noidale secondo  curve  del  terzo  genera,  quelli  che 
toccano  il  cilindro  di  asse  il  primo  asse  indelìoiio  e 
di  parametro  la  loro  disianza  da  questo,  secondo 
rene  conipicse  Ira  i piani  limiti,  producono  cur- 
ve aveiili  r asiutolodi  regione  variabile  nella  re- 
gione positiva^  e quelli  che  lo  toccano  secondo 
rette  non  comprese  Ira  i detti  piani  limili  d.iiino 
curve  avente  rasinlolo  di  regioue  variabile  nella 
negativa-  — Gli  asintoti  sono  sempre  sui  piani 
limili;  su  quali  di  essi  trovasi  quello  di  regione 
variabile  , e su  quale  l'allfo  di  regione  peima- 
neule.  — Ragione  geonicirica  del  variate  di 
regione  degli  asiululi- 

NOTA  — Come  i teoremi  siiddclti  d.inno  mmlo  da 
polcr  m.lriiirc  pe-r  mc/Ao  ilei  melodi  iiwgn.rli  dalla 
S'feoni.  De.veril.  una  indivìthiala  curva  del  terzo  genere, 
la  quale  abhia  , secondo^  che  si  vuole , il  suo  asintoto 
ili  regione  varialnle  , o solf  asse  delle' ascisse,  oa  destra  _ " 

di  ra,o,  u alla  sua  sinistra,  p.  a7<>. 

339-  »3  Asinlolì  Curvi,  280 — 283-. 

I più  semplici  di  essi  sono  due  curve  di  leizo 
ordine  , ed  appiirtcngoiiu  ni  primo  dei  quattro 
Casi  di  ei|uaz.ioiii  secomio  ia  ctassific.izione  aN 
^(-biicsi  fiiUaiie  da  e quando  quella 

Ila,  olire  ai  termine  nolo,  uQ  sul  teriuiae  eoo* 
teftseute  ambe  le  coordinate. 

NOTA  Sui  più  M iii|)lici  asintoti  cui  vt  delle  curve 
di  j.®  e 3.®  gcocrc.  p.  afta. 

340  — 346.  Cuiitiiiuazioac  e Gim  della  discussione  283  — 3S6. 
della  curva. 

Preliminaii. — Quali  cose  restano  da  esaminare: 
mezzo  da  facilitare  tal  esame.  — La  curva  non 
seca  gli  asiiiluti  nè  I'  incanirà  in  altri  punti 
clic  non  sono  all’  inliniio.  — Non  può  aver 
luogo  uè  Massimo  uè  Miiiin^o. — Non  lia  luu- 
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go  Flessione.— Consegnenut.—Tnconveniemi  per 
la  descrizione  della  curva  : mezzo  d.a  rimediarvi. 

347 — 349-  Sistema  di  assi  ai  quali  riferita  la  c«rv«  286 — 288, 
11’ è più  facile  la  dcsciizionc. 

Assi  rispetto  ai  quali  gli  asintoti  retti  sarebbe- 
ro entrambi  di  regione  perinaneiile  e ad  ano  dei 
quali  assi  la  curv#  volgerebbe  d'.apperlulto  con-  ■ 

caviik Aifli'ssioni  intorno  alla  eqa.  della  curva 

riferita  a tali  assi  e' riferita  agli  asintoti.  — E- 
q nazioni  della  curva  e delle _sae  curve  asìn- 
tote  riferite  ai  loro  asialeti  retti. 

NOTA  — Sulle  più  immediate  consegnenze  chederi- 
vano  dalla  compoatziune  delle  equ.  della  curva  riièrite 
ciaKuna  all’ uno  dei  auoi  aiinb'ti. 

350  — » Figura  della  curva  , e sua  descrizione.  289 — 290. 

35 1 — M Pieliminari  sul  raovHneuto  del  piano  290 — 291. 

secante. 

In  qual  modo  esainiiiare  tali  movimenti  e 
perchè. 

352—357.  Rotazione  del  piano  secante.  291 — 296. 

Sostituzione  da  fare  in  tutte  le  formole  prece- 
denti. — Cangiamenti  della  curva  ; quando 
aiig.(Mr')  = i^.  — quando  ang.(j-x')  và  di- 
minuendo a cominciare  da  il.  sino  a oV,5. — 
quando  ang.(x*')  ac:  o9,5.  — quando  ang.(xx') 

-continua  a diminuire.  — quando  aug.(xx')  = o. 

358 — 36 r.  Moto  progressivo  del  piano  secante.  296 — 298. 

Si  suppone  che  la  prima  posizione  del  piano 
risponda  a / s=  o.  — Cangiamenti  della  curva 
quando  l vada  crescendo.  — In  qual  modo  le 
curve  di  primo  genere  si  irasfurmitio  in  quelle 
del  terzo.  — Cangiamenti  della  curva  , quan- 
do va  crescendo  la  ì : ragione  geometrica  di 
essi.  — quando  / = co  . 

302—365.  ConchiusioBe.  Tre  Specie  di  curve  di  298 — 299. 
Terzo  Genere. 

Curve  di  ciascuna  specie  ; a quali  valori  di 
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ang.(xj-')  e di  / cotrispondano  —Piani  secanti 
elle  prcHliicono  le  curve  di  ciasenna  specie.  ' — 

Coinè  queste  curve  polrebl>unai  dividere  ia  Varie- 
tà. — Figura  delle  curve  di  ciascuna  specie. 

A P P E ND  ITCE 

ALL’  ARTICOLO  QUINTO. 

Luoghi  Geometrici  relativi  alle  curve 
di  Primo  Genere,  di  quelle  prodotte 
da  piani  paralleli  al  primo  asse  in- 
definito. 

u 

36G — » Quale  è il  Luogo  di  cui  si  tratta  in  3oo — 3ot 

questo  primo  paragrafo,  e da  quale  fur< 
mola  dell'articolo  precedente  può  trar- 
seue  la  equazione^ 

^ £ suo  oggetto  il  determinare  la  equazione 

del  luogo  geometrico  de'  punti  , ove  nello  spa- 
zio , tutte  le  curve  di  primo  genere  incontra- 
no i rispettivi  loro  assi  delie  ascisse , i quali 
dalla  intersezione  del  piano  secante  con  un  pia- 
no ad  esso  perpendicolare  e condotto  pel  pri- 
mo asse  indefinito  sono  dati  ; e può  trarsi  la 
sua  equazione  dalla  espressione  dell’ascisse  del 
punto  d’ incontro. 

3G7 — .''17“.  Equazioni  dei  Luogo  riferite  ai  tre  assi  3oi — 3o9< 

indefìnili  della  couoìdale:  conseguente. 

! 

Equazioni  di  condizione  che  esprimono  quale 
relazione  dcLbVsistere  tra  c ( Coseno  dell' aug. 
che  il  diametrale  YZ  fk  col  piano  perpendi- 
colare al  secante  e che  passa  pel  primo  asse 
indelìnilo  ) ed  x , jr  , ailìnche  la  eqn.  tra 
l'ascissa  z,  ed  il  suo  valore  dato  per  c,  corri- 
spondente al  punto  d' intersezione  delia  curva 
coir  asse  z,  possa  rappresentare  il  Luogo.  — 

Eiju.  del  Luogo  nrerilu  ai  tre  assi  iiidefìuili 
della  conoidale.  — 
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TEOREMA.  Il  Luogo  di  cui  li  (rutta  e pro- 
jettato  lui  piano  A'K  tecoudo  una  circonfe- 
renza dì  circolo  avente  >1  lecoudo  icmiasse 
paraolelro  della  conoidale  per  diametro.  ■ — • 

Il  inedeiimo  (cor.  dedotto  da  «empiici  coniidera- 
zioni  geometriche  , ed  indipendeiitemeute  da 
qualiiaii  elimìnazìooe  — Equ.  dalle  quali  eli- 
minando iucceiiivauientex,y,  z avrebbero  po- 
luio  ottenerli  quelle  del  luogo  senza  tener  conto 
,del  valore  dell', ascissa  del  punto  d'ìncontro.Con- 
traddizione  dei  due  riiultamenti. — Osservazio- 
ni intorno  a tale  contraddizione.  Conseguen- 
ze. — Equ.  del  Luogo  relative  ai  piani  secanti 
che  passano  per  la  retta  di  permutazione  an- 
teriore , e dell'altro  relativo  a’ piani  secanti 
che  passano  per  la  retta  di  permutazione  po- 
steriore.— Equ.  dei  dtUi  due  Luoghi  riuni- 
ti. — Prima  conseguenza.  — Conclusione. 

TEOREMA.  Il  Luogo  geometrico  dei  punti  d’ 
intersezione  delle  diverse  curve  prodotte  da  tutl’ 
i piani  immaginabili  condotti  per  ciascuna 
*"  retta  di  permutazione  della  conoidale  , coi  lo- 
ro rispettivi  assi  delle  ascisse  , è una  linea  a 
doppia  curvatura  che  ha  per  piani  diametra- 
li ortogonali  quelli  della  superficie  ; ed  ha 
un  centro  , che  pure  con  quello  della  su- 
perficie coincide  ; la  qual  lìnea  si  compone 
di  due  parli  discontinue  tra  loro  ed  ognuna 
delle  quali  ha  due  piani  diametrali  ortogonali, 
e sono  quello  degli  assi  parametri  della  super- 
ficie ed  il  diametrale  A'E. 

37G — 377.  Equazione  unica  del  Luogo.  3og — 3i2. 

Ei|uazione  del^luogo  riferito  aduna  specie  par- 
ticolare di  coordinate.  — Uso  di  essa  per  co- 
struirlo immediatamente  in  rilievo  dato  che 
sieiio  di  posizione  c di  grandezza  i due  assi 
parametri  della  couoidale. 

NOTA. — Paragone  tra  il  sistema  di  coordinate  fli'lla 
etjii.  s=rtar1g^  dell’Elica,  ed  il  detto  sistema  paiti- 
colare  di  coordinate  del  luogo  dì  cui  si  tratta:  in  che  si  so- 
migliauu  le  due  curve,  p.  3to. 

378  — 38o.  Deteiminazione  graOca  della  lunghezza  3ia — 3i5. 
di  una  delle  tre  coordinate  del  Luogo, 

40 
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date  che  siano  le  altre  due;  e viceversa. 

Dato  le  X , y , determinare  x.  — Dato  la  a 
determinare  ad  un  tempo  j-  , y.  — Ritorno 
delle  due  equ.  del  Luogo  Ir:-  ar,  y,  e tra  x,x, 

38j  — M Costruzione  Grafica  siniultaiiea  delle  3i5 — 3i8. 
tre  projezioni  del  Luogo  sopra  i tre 
piani  diametrali  ortugaiiali,  dopo  i’  al>- 
hattimeuto  di  due  di  essi  sull’  altro 

AT. 

II. 

363  — « I punti  di  Flesso  delle  curve  di  primo  3ig — » 

genere  variano  di  posiiione  nello  spazio. 

La  determinazione  del  Luogo  di  essi 
forma  1’  oggetto  di  questo  paragrafo. 

383 — 388.  Ricerca  delle  Equazioni  del  Luogo.  "Sig — 3t4. 

Coordinate  gik  conotciute  dei  punti  di  fletso 

nello  «palio.  Equ-  della  coppia  di  punti 

di  fleuo  nello  tpeiio  di  una  individuata  curva 
d*  inteiMiìnne  ritèriti  agli  a»i  diametrali  or- 
togonali della  Hiprrtìcie.  — Due  equ.  che 
immediatamente  nc  derivono.  — Due  equ.  di- 
verte comprese  nella  prima.  — Altia  equ.  che 
cavasi  dalla  seconda.  — Quattro  terne  di  equ. 

3Sg  — 3g7.  Discussione  della  prima  lerna  delle  equa-  3n4  — 333. 
zioui  del  Luogo.  Natura  di  esso. 

La  discussione  della  prima  terna  vale  per  Ir  al- 
tre.— Fattori  che  contirne  la  tersa  equ.  ; fallori 
che  deve  contenere  la  prima. — Ricerca  dell'  al- 
tro fattore  della  prima  equ.  : projezione  del 
luogo  lui  piano  KAT.— Quale  ne  deve  essere,  per 
conseguenza  , la  projei.  sul  piano  XZ-  — Se 
ue  deduce  un  fattole  della  seconda  equ.  della 
lerna.  — Due  terne  di  equ.  nella  quale  ri- 
tolvousi  quella  della  lein.i  di  cui  si  tratta.— 
Iinmaginarìel'a  che  piescula  la  «eroeda  delle 
dette  due  uituve  teme  di  equ.  — Spiegatone 
di  una  tale  iiiiniagiiiaiieia.  Conchiuiicnr. 
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TKORLMA.  Lp  rette  ilella  conoidale,  die 
pei  pillili  (li  meaio  del  aecoiido  suo 
seoiiasse  parametro  , sono  Luogo  Geometrico 
dei  punti  di  Flesso  delle  iolìnile  sezioni  di  essa, 
prodotte  da  tutti  i piani  'immaginabili  , che 
per  ciascuna  delle  tue  rette  di  periuutaziooe  si 
conducessero  ; e viceversa, 

TEOREMA.  Ciascuna  coppia  di  generatrici 
rette  , che  passa  pel  punto  di  mezzo  del  secon- 
do semiasse  parametro,  è il  Luogo  dei  punti 
di  flesso  delle  infinite  sue  sezioni , prodotte 
da  tutti  i piani  immaginabili  condotti  per  la 
retta  di  permutazione  la  più  prossima  ad  essa; 
e viceversa. 


3g8  — Conseguenze  rat^Btive  al  Circolo.  333 — 33 

Duplice  determinazione  del  ponto  della  proje- 
ziooe  del  Luogo  di  cui  si  tratta  sul  piano  XV 
appartenente  ad  una  data  curva  d'intersezione: 
relazione  che  ne  deriva.  — Consegnenze. 

TEOREMA.  Se  pel  centro  del  circolo  con- 
ducasi una  retta  indefinita  perpendicolare  ad 
un  suo  diametro,  e per  l'estremo  di  questo  una 
secante  : sark  il  doppio  rettangolo  delle  sue 
due  parti  intercelle,  runa  tra  la  circonferen- 
ta  , e r altra  tra  la  detta  retta  perpendicolare 
c ’l  detto  diametro,  aguale  al  quadrato  di  que> 

Sto.  E se  sieno  piu  tali  secanti  saranno  tutti 
i rettacgoK  cosi  fortnati  uguali  Ira  loro. 

TEOREMA.  Se  per  un  punto  dWla  circon- 
ferenza del  circolo  si  oonduca  una  sec.anle  , e 
si  tagli  tu  di  questa  ed  a partire  dal  dello 
punto  verso  rinternodel  circalo  una  terza  pro- 
porzionile , dopo  il  doppio  della  sua  parte 
Kilercetla  tra  la  circonfereoca  , ed  il  diametro 
di  questa  , una  tal  parte  di  secante  avib  il 
tuo  estremo  sopra  una  retta  condotta  pel 
centro  perpeiidicolarraenle  al  diametro  che 
nussa  pel  punto  della  circouferenza  pel  quale 
la  secante  si  è condotta.  E se  più  sieno  tali 
secam  i gli_  estremi  di  ciascuna  loro  parte  cosi 
deiermin.ita  saranno  lutti  legali  su  la  della 
perpendicolare.  — 

Equ.  polare  della  prup’z.  del  Luogo  sul  pia» 
no  XY. 
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ARTICOLO  VI. 

Sezioni  della  conoidale  parallele  al 
secondo  asse  indefinito. 

4oi  — 4'^4-  Equazione  generale  delle  sezioni  della  336 — 33g. 
conoidale  parallele  al  secondo  asse  in- 
definito. 

Gener»lità.  — Pcrniul.izlnne  delle  coordinale 
primitive  ad  altre  pure  orlogoQall  e delle  qua- 
li r asse  delle  a è perpendicolare  al  piano  se- 
cante. — Equ-  dèlia  conoidale  lifèrita  a que- 
sti nuovi  assi.  — Equ.  generale  della  cut  va 
d'  intersezioue. 

4<j5 — 4>4-  Classificazione  delle  curve  delle  sezioni  33<j  — 344- 
di  cui  si  tratta  in  Tre  Generi. 

Quantità  ebe  debbono  considerarsi.  — Metodo 
da  seguirai. — Relazione  di  coudiaione  [fi,]  per 
la  ùninaginarietb  deU'ordinatay:  condixiuui  per- 
ché la  curva  abbia  rami  infiniti  — Condìzio- 
ui  dipendenti  dai  parametri  ns  ed  n della  co- 
noidale relative  alfa  esistenza  dei  punti  della 
curva  sul  suo  asse  delle  ordinate  y.  — Valori 
dela  X che  inettooo  separazione  tra  quelli  che 
soddisfano  !•  relazione  [8'],  e quelli  ebe  non 
la  soddisfano.  — Caso  in  cui  la  curva  ha  due 
rami  infiniti.  — Caso  in  cui  ha  un  sol  ramo 
infinito.  — C.1S0.  io  cui  ba  un  sol  ramo  e 
chiuso.  - — Ritorno  del  caso  precedente.  ^ 
Classificazione. 

4i5—  4'9-  quali  piani  secanti  sono  piodollc  347  — 
le  curve  di  ciascun  genere. 

Introdozione.  — Tracce  del  piano  secante. — 
Interpetrazione  geometrica  delle  condizioni  al- 
gebriche relative  alla  esistenza  o non  esistenza 
de'  rami  infiniti.  — Conseguenze. 

TEOREMA.  Le  curve  di  Primo  Genere  sono 
prodotte  da  piani  che  faiiuu  col  pi  imo  asse 
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che  coir  atte  medesimo  l»aiin  le  generatrici  pel 
ceutro.  Le  curve  di  Secondo  Genere  «otto  pro- 
dotte da  piani  die  fanno  col  primo  as»e  in- 
defìiùto  un  angolo  minore  di  ((nello  che  col* 

Tasse  medesimo  fnino  le  generatrici  pel  cen- 
tro. Le  curve  di  Terso  Genere  sono  pmdotie 
da  piani  , che  lanoo  co)  primo  asse  indefin’- 

10  un  angolo  maggiore  di  quello  che  coll'asse 
medesimo  fanno  le  generatrici  pel  centro.  — 

Da  quali  fatti  geometrici  derivano  i cam- 
biamenti della  reinzioiie  \B^  \ e da  quali  la 
diversa  natura  di  ciascuuu  dei  tre  geueii  di 
curve. 

. Da  quali  pnuti  della  couoidale  ven^^an  3di — 365. 
dati  quelli  delia  curva  corrispnndeiili  iH 
valori  x' , x"  della  x , che  sono  li- 
mili dei  valori  reali. 

Introduzione.  — Valori  del  seno  e cosmo 
dell' angoM  che  le  due  generatrici  pel  niiiro 
l'anno  col  primo  arie  indeCnitn.  — .Tracce 
corrispondenti  ai  piani  delle  curve  <]i  ciascun 
genere.  — Punti  della  sup.  corrispondenti 
ai  punti  origini  del  corso  della  curva  .*  nelle 
curve  di  secondo  generei  — nelle  curve  di 
primo  genere:  •—  nelle  curve  di  terzo  genere. 

T—  Conseguenze  ebe  posion  trarsi.  — Perché 

11  valore  x‘  ritiene  sempre  il  medesimo  segno. 

— Perchè  il  valore  x"  può  essere-  positivo  , 
negativo  od  infiuilo. 

Nota.  O'onde  derivi  ima  anomalia  noteeoli«ima: 
r rootiale  nel  moafrarai  assai  discordanti  i rìsutlati  dcl- 
l.i  geometria  dalle  regole  dell'algebra.— > Àltra.coutrad- 
disiune  apparente,  p.  3Q-J-36). 

Norma  seguita  uel  discutere  le  curve  365 — 367. 
dei  tre  generi. 

Non  si  terrà  niun  conto  della  condizione  re- 
lativa ai  parametri  della  sup. — Fattori  com- 
pirsi nelle  condizioni  della  imroaginarilà;  qua- 
li SI  considerino.  — Doppio  valore  della  di- 
stanza y:  si  considera  come  essrnzialmrnlc  po- 
sitiva.— Chiaiucicnio  ramo  superioie  della  curva 
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quello  prodotto  nelU  foglia  luperiore  della 
conoidale,  ramo  inferiore  quello  prodotto  nella 
inferiore. 

Curve  del  Primo  Genere  di  quelle 
prodotte  da  piani  paralleli  al  se- 
condo asse  indejiniio  , ovvero  caso 
di  s’tn’=c’u’. 

433  — » Equaiiotie  generale  delle  curve  di  pii-  367  — » 

' mo  genere. 

434  — 4^6.  Origine  del  corso  della  curva  ; sua  e-  367  — »» 

quuzione  ad  assi  ortogonali  die  passano 
per  tali  punti. 

Coordinate  del  punto  Origioe  del  corto  : equ. 

— Come  la  curva  ti  parla  dalla  orig.— Para- 
bola che  la  tocca  nel  detto  punto  : la  curva 
è per  tutto  il  suo  corso  abbracciata  dalla  Pa- 
rabola. 

437  — 4-^9"  Punii  della  curva  all’  Infinito.  370  — m 

Sviluppo  in  serie  della  ordinata  secondo  le  po- 
leuze  discendenti  dell'atcisaa.  — Asintoto  del- 
la curva  : b il  tuo  asse.  — Conseguente. 

4^0  — 44  Punii  corrispondenti  all’  ordinata  Mas-  370 — 373. 

sima.,  . 

Necestiib  della  esistenza  di  due  di  tali  punti. 

— Loro  coordina  te:  touo  dati  netto  spetto  dal- 
la intersecioDe  del  pieno  secante  colle  rette  di 
permuiatioue  della  sup.  ^ 

44^ — 44^-  Punti  di  Flesso.  373 — 376. 

Sono  due  ; loro  coordinale.  — La  distanza 
del  punto  di  Flesso  dalla  ordioata  massima  , 
non  può  variare  senta  variare  la  distanza  di 
questa  dalla  origine. 

444-  » Punto  Isolalo  della  curva.  .376 — ^77‘ 

445 — »j  Forma  della  curva.  377 — 379. 
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44G — 449-  Variaiione  della  disianza  ) : conse-  879 — 38t. 
guenze. 

Tnirodurione.  — In  che  ••  tritrorma  la  corea 
quando  y r=  0.  — Caso  in  cui  la  jr  vada 
crescendo.  — Caso  di  y = oe. 

4.'>o — 4^*-  Classificazione  delle  sezioni  di  Primo  38i — 383. 
Genere  in  Ispecie. 

Si  classificano  in  Tre  Specie — Da  quali  pia- 
ni secami  sono  prudoUe  quelle  di  ciascuna 
Specie. 


Curve  del  Secondo  Genere  di  quel- 
le prodotte  da  piani  paralleli  al 
secondo  asse  indefinito  ; ovvero  ca- 
so di  sW<c’n’. 

453 — 4^4*  Equazione  generale  delle  curve  di  Se-  38a — 384. 
coodo  Genere. 

Esprimesi  esplicitamente  la  conditione 
s'm'  < cV.  — 'Valori  di  c ed  s.  — < Equ.  del- 
la curva. 

455 — ' M Punti  Origine  del  corso  della  curva.  384 — 385. 

4'>6  — 4^^'  Massimo  allontanamento  della  curva  dal  385 — 388. 
suo  asse  delle  ascisse  x:  conseguenze. 

La  curva  non  può  allontanarsi  dal  suo  asse 
delle  ascisse  x per  una  quantità  maggiore  del 
secondo  semiparametro.  — I punti  della  cur- 
va corrispondenti  a tali  alloulanamenti  corri- 
,spondoiio  ad  ordinate  Massime.  — Non  ve  ne 
sono  altri:  conseguenze. 

45g — 4^3*  Eiù  grande  ristringimento  del  ramo  su*  388 — 49^* 
periore  della  curva  , e più  grande  al- 
largamento dello  inferiore:  conseguenze. 

Coor<linate  dei  punti  ove  ciò  ha  luogo:  il  più 
grande  rislriogimeiito  è uguale  al  più  grande  al- 
largamento. — Asintoti  Retti  della  curva.  — 
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Vrrso  i punti  corrispooHrnti  ad  asrii^e  assai  alle 
il  ramo  siiprriore  abbraccia  gli  iisiiiloli,e  1’  in- 
feriore è da  essi  abbracciato.  — Cuiisegueaze. 

463 — 469-  Punii  di  Fiesso  della  curva.  892 — 4‘9- 

Introduaioiie.  — Derivata  seconda  dell'  ordi- 
nala y.  — Ec[U.  ciu;  la  rendono  infinita  nei 
pumi  che  le  soddisfeno  non  ba  luogo  Flessio- 
ne. — Fqu.  die  la  rende  zero:  caso  irriduci- 
bile : difficoltà  die  si  presentano.  — Ripieghi 
per  sornionlarle.  Esame  della  trasformala  dell’ 
ultima  equ.  mancante  del  secoiido  termine  : con- 
seguenze. — Radice,  delta  Irasfurmala  che  cor- 
risponde ai  punti  di  desso. — Ascissa  dei  punti 
di  flesso. 

470  — » Forma  della  curvii.  4^9 — 4''* 

471  — 473  Punii  deir  Ordinata  Massima  ed  Asia-  4** — 4‘**** 

tuli  nello  Spazio. 


Introduzione.  — 

TEOREMA.  I pnnti  corrispondenti  all’Or- 
dinata Massima  sono  dati  dall’  incontro  del 
piano  secante  colle  rette  di  permutazione.  — 

TEORE.MA.  Gli  Asiutuii  Reni  sono  dati  dal- 
ia intersezione  del  piatto  secante  con  un  altro 
parallelo  al  piano  direttore  , e che  passa  per 
la  retta  della  lup.  eh’  è parallela  al  piano  se- 
cante. — Conseguenze. 

474 — 462.  Movimento  rotatorio  del  piano  secante.  4>6  — 421. 

Introduzione.  — Maniera  di  esprimere  il  detto 
movimento.  — Limiti  dei  valori  della  quant. 

A contenuta  nella  equ.  della  curva.  — Fin- 
ché la  A si  tiene  tra  tali  limili  la  curva  non 
cangia  esscntialmenle  di  forma.  — Cangia- 
mento di  posizione  degli  asinloli:  — — de'  punti 
corrispondenti  all'ordinata  massima; — de’punti 
di  flesso.  — Come  si  spieghi  il  passaggio  del- 
la curva  da  non  simmetrica  a simmetrica  in- 
torno all'  asse  delle  oidinale  y.  — Coinci- 
denza culla  CUI  va  discussa  nei  numeri  sto. 

— a'9- 

483 — 46^-  ^lovimeiilo  piogiessivo  del  pi.ino  se  421 — 4^2. 
caute. 
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Introduzione.  Avvicinamento  del  plano 
secondo  asse  parametro.  — Caio  in  cui  passa 
per  esso. 

486— 4<?g.  Classificazione  delle  sezioni  di  Secondo  433 — 434* 
Genere  io  Specie. 

Si  clatsifìcano  io  Tre  Specie.  — Quali  pieni 
(ccaiili  producono  ]e  curve  di  ciascuna  Specie. 

—Come  potrebbonsi  dividere  in  Varielk.— Di- 
segno di  una  individuala  curva  di  ciascuna 
Specie. 

Curve  del  Terzo  Genere  , di  quelle 
parallele  al  secondo  asse  indejì ai- 
to , ossia  caso  di  s'm'  > c’u’. 

4go — » Equazione  di  tuli  curve.  4^4 — 4*5. 

4gi  — 493- Eimiti  del  corso  della  curva  nel  435 — 436. 
senso  del  suo  Asse. 

Loro  coordinate.  — Andamento  che  la  cur- 
va vi  prende. 

4g3 — 49^*  Limiti  del  corso  della  curva  nel  436 

scuso  dell'  asse  delle  sue  ordinate  j. 

Loro  coordinale.  — Andamento  che  la  curva 
vi  prende  : T ordinala  che  vi  corrisponde  è 
* Massima.  — La  curva  non  ha  altri  punii  ai 
aali  corrisponda  una  ordinata  massima  } oc 
i quelli  Si  quali  corrisponde  una  minima. 

4gG-— 5o2.  Punti  di  Flesso.  427 

Introduzione.  — Derivata  seconda  dell’  ordina- 
ta y.  Equ.  che  la  rendono  infinita  : equ. 
che  la  rende  zero.—  Esame  di  questa  ultiitia 
eqn:  condizioni  per  la  immagiuarìetk  delle  sue 
radici.  — Essa  può  avere  o tolte  tre  le  sue 
radici  reali  e disugnali  ; o tutte  tre  le  sue  ra- 
dici reali  e dne  di  esse  uguali  ; od  una  so- 
la reale.  — Caso  delle  tre  radici  reali  e dissu- 
guali;  la  seconda  e terza  di  esse  sono  ascisse  di 

4° 


—437. 


—435. 
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punti  di  Flesio.  — Caso  delle  tre  radici  reali 
e due  uguali;  la  curva  non  ha  punti  di  Fles- 
so , ed  ha  una  curvatura  nulla  nel  piinlu  cor- 
rispondente alle  due  radici  uguali.  — Caso 
delle  tre  radici  immaginarie  : non  ha  luogo 
Flessione. 

5o3  — 5o5.  Classificazione  delle  curve  di  terzo  ge-  435  — 4.37. 
nere  iu  Ispecie. 

Casi  io  cui  la  curva  cangia  essenzialmente  di 
forma.  — Le  curve  di  terzo  genere  si  classi- 
ficano in  Tre  Specie.— Varietà  in  cui  potreb- 
bero  suddividersi:  tra  queste  v'è  il  circolo. 

506  — » Descrizione  per  punti  di  una  individua-  437 — 43p. 

ta  curva  di  Prima  Specie. 

507  — » Descrizione  per  punti  di  una  individua-3  4o — 44  »■ 

ta  curva  di  Seconda  Specie. 

508  — » Descrizione  per  punii  di  una  individua-  44'  — ” 

ta  curva  di  Terza  Specie. 

5og  — » Disegno  di  tali  curve.  44' — ” 

‘ — 5i3.  Da  quali  piani  secanti  sono  prodotte  44' — 445'‘ 
le  curve  di  ciascuna  S|K'cie. 

Interpeirazione  geoinelrica  dilla  condizione  esi- 
stendo la  quale  la  rqii.  che  dà  i punti  di  (les- 
so ha  tutte  tie  le  radici  reali  e due  ueuali. — 

Conseguenze  per  le  conilizinni  corrispondemi 
alle  curve  delle  due  prime  .Specie — liiicipe- 
tr.izioiic  della  condizione  che  dà  le  curve  di 
tei  za  s|>ecie.  — Piani  che  producono  le  cur- 
di  ciascuna  Specie . 
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ARTICOLO  VII. 

Sezioni  (Iella  conoidale  parallele 
al  terzo  asse  indefinito. 

Sii,  17.  Equazione  generale  delle  curve  di  tali  44j-44P> 
sezioni.  , 

Metodo  da  seguirsi  per  oltenerla.— Permnlaaio- 
ne  delle  courdiiiate.  — £qu.  della  conoidale 
riferild  ai  nuovi  assi.  — £qu.  della  curva. 

5i8  — » Equazione  |)iù  semplice.  44^  — 

5i(^ — àa^.Classifìcaziuiie  tieilc  cnire  di  cui  si  449~4^^* 
tratta  in  Tre  Generi. 

Mon  possono  classificarsi  per  la  considerazione 
dei  rami  influiti.  — Valori  delle  ascisse  dei 
punti  d' incontro  della  curva  col  suo  Asse  , 
che  c quello  delle  ascisse  a.  — Sono  Ire  : il 
primo  è-  sempre  zero  , il  secondo  sempre  po- 
sitivo , il  terzo  può  essere  oegativo  , zero  , 
o positivo.  — Caso  in  cni  il  terzo  valore 
della  z è negativo;  conseguenze.  — Diminu- 
zione in  grandezza  assoluta  di  un  tal  valore. 

— Caso  in  cui  il  terzo  valore  della  z è ze- 
ro : comegnenze.  — Caso  in  cui  è positivo  ; 
conseguenze.  — Conseguenze  dedotte  dai  Ire 
casi  insieme.  — CUssifio.'iziune  delle  curve 
in  Tre  Ceneri  : corrispondono  a ciascuno 
dei  Ire  casi  contemplati. 

— oJi.  Piani  secanli  1«  conoidale  secondo  eia-  4.32~4^“- 
senno  dei  Tre  Generi  di  curve. 

Preliminari.  — Punto  nello  spazio  corrispon- 
dente all»  origine  delle  coordinale  della  curv». 

— Tracce  del  piano  secante  in  ciaMUno  dei 
Ire  casi  che  aorrispondono  »i  Tre  Generi  di 
curve.  — Conseguenza. 

TEOUEMA.  Delle  sezioni  piane  della  conoi- 
dale parallele  al  terzo  asse  indeiinilOi  le  cur 
ve  del  Fumo  Genere  sono  piodotle  da  piaui 
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che  patsaDO  per  1'  odo  degli  etiremi  del  fe- 
condo asse  parametro  ; le  curve  di  Secondo 
Genere  sono  prodotte  da  piani  che  passano  tra 
i delti  estremi;  le  curve  del  Terzo  Genere  so- 
no prodotte  da  piani  che  si  lasciano  da  una 
medesima  pane  gli  estremi  del  secondo  ais^ 
parametro. 

53a  — • 538.Piiiili  della  couoidale  e dello  spazio  4^5 — 4^4* 
cori'ispoiidenti  a'  punti  d’iiiconlro  della 
curva  coi  suo  asse  delle  ascisse. 

Preliminari. — Secondo  e terzo  punto  d'inter- 
sezione; nelle  curve  di  secondo  genere; — nelle 
curve  di  primo  genere;  — ■ nelle  curve  di  ter- 
so genere.  — Conseguenze  relative  al  variar 
di  seguo  delle  ascisse  dei  terzo  punto.— Primo 
punto  d' intersezione  ; contraddizione  che  si 
presenta  nelle  curve  del  terzo  genere.  — Ra- 
gione di  una  tale  contraddizione  ; essa  è ap- 
parsa te. 

NOTA. Valendosi  dei  Tatti  ragionamenti,  e delle 

teoriche  di  G.  Monge  sì  mostra  che  l'asse  delle  coordi- 
nale f min  appartiene  lutto  intero  alla  conoidale,  quan- 
tunque ii'è  .soddisfatta  la  cqu.  ijuando  cx=cocz;=ao. 
p.  463.  — 46a. 

Curve  del  Primo  Genere  di  quelle 
prodotte  da  piani  paralleli  al  ter- 
zo asse  indefinito  ; ossia  caso  di 
= c u . 

539-  « Equazione  delle  curve  di  Primo  Gcaere.  4^5 — » 

54o  — 543.  Corso  della  curva  nei  punti  ove  in-  4^5 — 4^7- 
coutra  1’  asse  delle  ascisse  z. 

Ascisse  di  tali  punti.— Cuspide  in  uno  di  essi. 

— RacCordainento  nell’  altro.  — 

TEORTMA.  Nelle  curve  di  primo  genere 
di  quelle  prodotte  da  piani  paralleli  al  terzo 
asse  indefìnito  l’Asse  della  curva  gli  è tangen- 
te al  Cuspide  e normale  al  Vertice. 

544  — 545.  Ordiaal.i  Massima  della  curva.  4^7 — 4%* 
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TEOREMA.  Nelle  curve  di  primo  genere 
l'tiidiiiala  Mjirioia  giace  ai  tre  quarti  del  suo 
Diametro  ortogonale  dal  Cuspide  ed  all’  uu 
quarto  dal  Vertice.  — Lunghezza  dell'  ordì* 
uata  Massima  : punti  che  vi  corris|x>ndouo. 

54(5 — 548.  Punti  di  Flesso  della  curva.  4^ — 47^* 

Derivata  seconda  dell'cirdinata:  equ.  le  di  cui 
radici  la  rendono  ìniinila  o zero.  — La  pri- 
' in.'i  equ.  lion  risponde  a Flessione.  — Radice 

della  seconda  equ.  che  vi  risponde;  due  sono 
i pumi  di  Flesso  e costruisconsi. 

549  — u Forma  della  curva.  47^  — “ 

5jo — ' 55 1 .Classificazione  delle  sezioni  di  primo  47'-* — 47^- 
genere  in  Ispecie. 

Cur\>e  di  Secondo  Genere  di  quelle 
prodotte  da  piani  paralleli  ai  terzo 
asse  indefiniVo  , ovvero  caso  di 
n'  < c V- 

55a  — « Ef|uazione  della  curva  : Asse  Diame-  4/4  — “ 
tra le  di  essa. 

553  - 556.  Coiso  della'  curv.i  alle  vidtiatize  dei  4/4 — 4/^- 
punti  ove  incontra  il  suo  asse. 

Ascisse  di  tali  punti.  — Derivale  prima  e 
seconda  dell’  ordinata.  — Punto  Doppio  : al 
di  sopra  di  esso  la  curva  volge  convessità  al- 
l’asscj  al  disotto  gli  volge  concavità. Pun- 

ti Limiti  del  corso  della  curva  nel  senso  del 
suo  Asse:  rette  limiti. 

557  — 559. Punti  corrispondenti  ali’Ordiuate  Mas-  478-  481. 
siine. 

Sono  quattro  : loro  coordinate. — Rette  limiti 
del  corso  della  curva  nel  senso  delle  ordi- 
nate. — 

TEOREMA.  Nelle  curve  del  Terzo  Genere  di 
quelle  parallele  al  terzo  asse  indefinito,  la  di- 
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Stanza  delle  Oidinale  MaMÌme,  (che sono  due) 
uguaglia  il  triplo  della  distanza  del  piano  se- 
cante dal  centro  della  conoidale,  diviso  per 
due  volte  il  seuo  dell'  angolo  doppio  di  quel- 
lo , clic  la  retta  su  la  quale  si  computa  una 
tal  distanza  fa  col  secondo  asse  indefinito. 

5bo  — b68. Punti  di  Flesso.  4^1 — 

Introduzione  : due  punti  di  Flesso  debbono 
necessariamente  esistere.  — Ad  ogni  ascissa, 
che  rende  zero  od  infinito  la  derivata  seconda 
dell'ordiiiata  x corrisponde  ma  coppia  di  punti; 
conseguenza. — t^alori  dell'  ascissa  che  la  ren- 
dono influita  ; essi  non  corrispondono  a punti 
di  Flesso. — Ei|U.  di  terzo  grado  completa  le  di 
cui  radici  reudono  zero  la  delta  derivata  : es- 
se sono  tutte  Ire  reali  ed  una  appartiene  cer- 
laoienle  ad.  una  onppia  di  punti  di  Flesso  : 

DifGcolib  che  si  presentano. — Trasformazione 
delle  coordinale  equivalente  alla  Irasfuriiia- 
zioue  algebrica  della  detta  c(|u.  di  terzo  gra- 
do , per  la  'quale  cs.sa  perde  il  secondo  ter- 
mine.— Esistenza  positiva  o negativa  delle  ra- 
dici della  della  equ.  e della  sua  trasformata: 
tre  coppie  di  punti  nei  quali  può  aver  luogo 
una  Flessione:  loro  posizione.  — Si  esamina 
se  tali  coppie  di  pumi  siano  realmente  punti 

di  Flesso.  Coochiusione. 

TEOREMA.  Le  curve  di  secondo  genere  di 
quelle  prodotte  da  piani  paralleli  al  terzo  asse 
imJefiiiilo  , hanno  in  generale  , due  punti  di 
Flesso  che  giacciono  ciascuno  sugliarchi  com- 
presi tra  il  suo  punto  doppio  e la  piu  gran- 
de delle  ordinate  massime.  — 

Maniera  da  costruire  i due  punti  di  Flesso. 

55q  — a.  Forma  di  una  individuala  curva  di  — 49>* 

Primo  Genere. 

5fjo  — 579.  Molo  progressivo  del  piano  secante:  4Q> — 49^- 
conseguenze. 

Limiti  dei  valori  della  distanza  0 del  piano 
dal  centro  della  cocoidale.— Equ.  della  curva 
nel  caso  di  li  = o essa  ha  ceutio.  — Suo 
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punto  doppio.  — Sue  ordinate  massime.  — 
Loro  costruzione. 

TEOHEMA.  Le  ascisse  delle  ordinate  massime 
sono  a quelle  dei  punti  limiti  del  corso  della 
curva  come  il  lato  del  quadrato  alla  sua  dia- 
gonale. — 

Punti  di  flesso  ; 

TEOREMA.  Il  ponto  doppio  della  curva  n'è 
ad  un  tempo  suo  centro  e sno  punto  di  flesso. 
— Forma  della  curva  quando  6=0.— ~ Can- 
giamenti di  una  tal  curva. — Caso  di  (}  diver- 
sa dallo  zero.  — Caso  di  /J  = cn. 

58o — 584  .Moto  rotatorio  del  piano  secante. 

Come  esprimere  una  tal  rotazione.  — Forrao- 
le  trasformate.  — La  curva  traformasi  in 
una  retta.  — Si  allunga  e ritiene  la  medesi- 
ma forma.  — Trasformasi  io  due  rette  con- 
correnti tra  loro. 

f)R5  — SSy  .ClassiGcazione  delle  sezioni  di  secondo 
genere  in  Ispecie. 

Casi  iq^  cui  piu  particolarraeale  difleriscono 
di  forma. — Si  classiflcano  in  Tre  Specie:  loro 
disegno.  — Piani  secanti  che  le  producono. 

Curve  del  Terzo  Genere  di  quelle 
prodotte  da  piani  paralleli  al  ter- 
zo asse  indefinito  ; ossia  caso  di 
O'  > c’n’. 

588  — 5go.  Preliminari. 

Supposto,  in  quantilh  assolata,  0 ^ cn  valgo- 
no le  formole  del  paragrafa  preced.— Costru- 
zione degli  assi  coordinati  : — dei  punti  ove 
la  curva  iuconlra  quello  delle  ascisse  eh’  è 
pure  asse  diametrale  ortogonale  di  essa. 

5gi  — 593. Ordinata  Massima. 

Sua  determinazione  ; punti  della  curva  che 

vi  Ct)>rivr0ndnno.  — . 
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TEOREMA.  Il  massimo  allargamento  della 
curva  è più  prossimo  al  vertice  che  ai  punto 
infimo  di  essa. 

5g3  — 601  .Punti  di  Flesso.  ^ 

Introduzione.  — Eqo.  determlnatrice  delle 
ascisse  dei  punti  di  Flesso.  — Le  sue  radici 
possono  essere  o tutte  Ire  reali  e dissuguali  , 
o tutte  tre  reali  ed  in  oltre  due  uguali  , od 
una  sola  reale.  — Caso  di  tutte  tre  le  radici 
re.ili;  di  esse  una  è maggiore  dell'ascissa  del- 
r ordinata  massima  , e le  altie  due  ne  sono 
minori.  — La  maggiore  non  rispoode  a punti 
di  Flesso.  — Le  minori  vi  rispuiidono.  — 
TEOREMA.  Nelle  curve  di  terzo  genere  quan- 
do è < ac’n*  la  curva  ha  due  punti  di 
Flesso  al  di  sotto  dell'ordinata  massima.  — 
Caso  di  tutte  tre  le  radici  reali  e due  uguali,  i 
detti  punti  di  Flesso  coincidono;  ed  ivi  la  cur- 
va ha  due  elementi  in  linea  retta. — Caso  di  una 
«ola  radice  reale  ; la  curva  non  ha  punti  di 
Flesso. 

6oa — 6o4.Cla.ssiiìcazinne  delle  sezioni  di  terzo 
genere  in  Ispecie. 

Più  notabile  dilTerenza  tra  le  curve  di  terzo 
genere.  — Si  classificano  iu  Tra  Specie.  — 
Disegno  di  ciascuna  di  esse. 

NOTA.  — Intorno  a due  risullamenli  diversi  che 
ai  presentano  per  una  medesima  ipotcsij  c prrchc  uno  di 
essi  c assurdo,  p.  61 3. 


5o3 — 5 1 3. 


5ia — Sid. 
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ARTICOLO  Vili. 

Sezioni  della  conoidale  prndoUe  da 
piani  inclinati  a lutti  e tre  gli  axii 
indefiniti. 

6u5 608. luti oduzioue:  Equazione  della  cnnoida-5i5 — 5at. 
le  ril'erita  a tre  assi  courdiiiali  ortogo- 
nali che  passano  pel  suo  centro , dei 
quali  uno  ( il  nuovo  delle  ) è pei- 
peudicolare  al  piano  secante. 

lutiodutione.  — Permutazione  delle  coordi- 
nale.—Formule  per  la  permulazioue,  le  quali 
coDIcugooo  i leui  e coaeui  degli  angoli  che 
una  fetta  perpendicolare  al  piano  arcante  la 
eòi  ire  assi  ìDdeiìnili  della  lup.  — £qu.  della 
conoidale. 

6og  — M Equazione  generale  delle  curve  delle  5zi — 5aa. 
sezioni  di  cui  si  tratta. 

610  » Loro  classificazione  in  Tre  Generi»  5aa — Si"}. 

Si  irasidriDiiio  le  coordinate  della  equ.  gene- 
rale , e disculeudó  le  generalità  della  irasfor- 
niala  , cMinioaai  le  ve  ne  siano  a rami  iiifì- 
niii  , e delle  chiuse  ; e per  quali  valori  e re- 
lazioni delle  cose  date  abbiano  luogo. 

611  •— 6i6.Da  quali  piani  secanti  sono  prodotte  le  52’] — 53i. 

curve  di  ciascun  Genere. 

Come  si  proceda  per  conoscerli.  — Espressio- 
I De  del  coseno  dell’aogolo  che  la  retta  perpen- 

dicolare al  piano  secarne  (nuovo  assenelley) 
fli  con  una  delle  generatrici  pel  centro.  — 

Condizioni  analitiche  le  quali  esprimono  che 
la  detta  retta  perpendicolare  al  piano  se- 
cante , movendosi  questo , è in  ogni  sua  po- 
sizione , o perpendicolare,  o ad  angolo  acuto 
colla  generatrice  pel  centro.  — Condizione 
esistendo  la  quale  il  piano  secante  è parallelo 
• rette  della  conoidale  diverse  dalle  generatrici 

4» 
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pii  centro.  — Condizioni  per  le  qiali  non  è 
parallelo  a nessuna  delle  generatrici  della  conoi- 
dale. Concliinsione. 

TEOREMA.  Delle  sezioni  della  conoidale  pro- 
dotte da  piani  inclinati  a lutti  e tre  gli  assi 
indelìniti  ; Le  curve  di  Primo  Genere  sono 
prodotte  da  piani  paralleli  alle  generatrici  pel 
centro:  Le  curve  di  Secondo  Genere  sono  prodot- 
te da  piani  paralleli  aU'ona  qualunque  delle  rette 
della  conoidale  di  quelle  che  non  passano  pel 
centro  ; Le  curve  di  Terzo  Genere  sono  pro- 
dotte da  piani  non  paralleli  a nessuna  delle 
rette  della  conoidale. 

Gi^  — w Possono  conoscersi  eli  specie  le  Singo-  S3i — S.la. 
larità  di  ciascun  genere. 

Curve  di  Primo  Genere  di  quelle 
prodotte  da  piani  inclinati  a tutte 
tre  gli  assi  indejìniti. 

6t8  — 619. Due  proprietà  coinutii  a tulle  le  curve  S3à — 533. 
di  Primo  Genere. 

Le  corvè  di  primo  genere  hanno  un  Asintoto 
Retto.  — Le  porzioni  di  curve  che  corrono 
all'  infìnito  si  vanuo  continuamente  accostan- 
do sino  ad  incontrarsi  all'  inEnito  toccandosi. 

Gao  — Gi5. Carattere  della  curva  nel  caso  che  il  533 — 535. 
. piano  secante  incotitra  il  secondo  asse 

parametro  in  un  punto  compreso  tra 
i suoi  estremi. 

Il  placo  seca  ambe  le  foglie  della  conoidale  , 
e la  sua  intersezione  colla  retta  doppia  dà  un 
Punto  Doppio  della  curva.  . — Al  disopra  del 
punto  doppio  la  curva  comprende  uno  spazio 

chiuso  ed  infinitamente  lungo.  Al  disotto 

del  punto  doppio  la  curva  comprende  uno 
spazio  chiuso-  — Conchiusioue.  — Figura 
della  curva. 

GaG  — G3o.  Carattere  della  curva  nel  caso  c he  il  535— -338. 
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]H»no  secanti*  passa  per  uno-  degli  e- 
streuii  del  secondu  asse  pacamelro. 

Assunta  generazione  del  piano  secanle.  — La 
curva  cbiuile  un  mio  apazio  ed  inCnitamenle 
lutigu.  — ^<■l  punto  delia  curva  il  quale  ù 
dato  dalla  iiilerseziotie  del  piatto  secante  col 
secondo  asse  parametro  ha  luogo  nn  Cuspide. 

— Concliiusiutir.  — Figura  della  curva' 

(i3i  — » Carallere  della  curva  nei  caso  che  il  338 — SSg. 
jtiuiio  seciiiile  noti  incontri  il  secomio 
asse  piiraiiieirn. 

Suo  carattere  , e figura. 

t>33 — 634.  Getieralilà  sulle  Vurieia-' delle  tre  spe-  ÒSq — 34 1. 
eie  di  curve  <li  primo  genere. 

TEOREMA.  Tutte  le  iminaginabili  varietà 
delle  curve  delle  Ire  specie  di  primo  ge- 
nere risulloito  a quallru  a qiiallro  idetili- 
clie  Ira  loro  , e non  diversificando  che  di 
posizione  soltanto. 

— Particolare  varietà  delle  curve  di  seconda 
specie.  D.1  quali  piani  sono  prodotte  le  cur- 
ve di  uua  tal  Varietà  ed  in  che  difTerlscono 
dalle  altre. 

G35 — G3g.  Varielà  pnrlicoUre  ilelle  curve  di  se-  34i — 5,|3. 
coitdo  specie  , sua  equazione. 

Iiilroduziniie.  — Eijuazioue.  — Essa  debb'  a- 
vere  un  fallore  semplice  di  primo  grado:  van- 
taggio elle  può  Irarsene.  — Deleriiiinazimie 
dei  riillore  semplice  di  primo  grado.  — Suo 
làUore  di  teizo  grado. 

640  — 643. Equazione  delle  curve  della  medesima  343 — 347* 
varietà,  riferilu  all’ asiutolotconseguenzcv 

Il  dello  fattore  semplice  di  primo  grado  è 
«i|U.  dell'  asintoto  : esso  è ramo  retto  della 
sezione.  — Equ.  della  curva.  — Equ.  del  solo 
ramo  curvo  della  curva  : a quale  delle  curve 
di  teizu  oidiiie  esaminate  da  iVesvIuu  essu  cui- 
rispuude-—  l'iguia  della  curva. 
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Numeri.  Pegine. 

644  — » Coiicliiusione.  Due  Varietà  Primarie  deU  54^  — “ 
le  curve  di  seconda  specie. 

TEOREMA.  Le  curve  di  tecondi  ipeoie  di 
lineile  di  primo  |;eaere  ne  comprendono  di 
due  V.iriei!i  Primaiie|  e («no  ad  un  sol  ramo 
Cunliiiiui,  ed  a due  rami  discontinui  t os- 
sia p.irti  ; e ((uelle  della  prima  Varietà  Pri- 
iiiuria  sono  prodotte  da  piani  che  non  passa., 
no  pel  centro  della  couoinale  , e quelle  della 
seconda  Varietà  Primaria  sono  prodotte  da 
piani  che  passano  del  centro. 


Cure  del  Secondo  Genere  di  quelle 
prodotte  da  piani  inclinati  a tutti 
e tre  gli  assi  inde/ìniti. 


645  — M Ptopiielà  comune  a tutte  le  curvo  di  547 — 548. 
Secondo  Genere. 


TEOREMA.  Le  curve  dì  secondo  genere  cor. 
tono  all'  infinito  , ed  bauiio  due  asintoti  retti 
che  sono  paralleli  tra  loro. 

646  — » Tre  casi  diversi  in  cui  può  trovarsi  il  548  — « 
piano  secante. 


647  — 649. Piimo  ca.so  : 1’ individuato  piano  se-  548  — 55  1. 
caute  passa  per  uno  dei  due  estremi 
del  secondo  asse  p.iramclio  della  su- 
jrerficie. 

L1I  curva  cnmponesi  dì  due  rami  ed  uno  di 
essi  è iscritto  ne^li  asintoti.  — Nel  punto  dei 
ramo  iscritto  dato  dalla  intersezione  del  piano 
lecanle  con  una  delle  generatrici  pel  centro  , 
lia  luogo  raccordamento  : uel  punto  dell'  al- 
tro ramo  dato  dalla  intersezione  del  piano 
coll'  estri  no  del  secondo  asse  parametro  pel 
quale  pigra  ha  luogo  uo  Cuspide.  — Figura 
della  cerva. 


65q  — 65a.  Secondo  caso;  l’ individnato  piano  se-  55i — 553. 
caule  passa  tra  gli  estremi  del  secondo 
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jisse  p.iruiiielro  di'il»  conoìddlo. 

curva  ha  un  Punto  Doppio  \ cJ  è dato 
diilU  mter^ezioue  ilei  piHiiu  Mrcaiile  coIIm  rctUi 
dofipia  , ossìa  secondo  a^se  parametro  di  lla  co- 
lloidale. — La  curva  coiiipuiiesi  di  due  rami 
cije  si  secano,  e corrono  entrambi  con  un'e- 
stremo  alt*  infinito  da  ua  verso,  e cult*  altro 
estrcfiio  all' iiifiijiio  dall' altro  ver«o  ; ed  uno 
«il  essi  c iscrtllo  nei  due  asintoti.  Figura 
della  curva. 


fagioe. 


653  — 554’ Tci-7,0  chso  ; r iiiJiviJiialo  piano  sfì-  533 — 554 
<'iiiile  si  iHScia  da  una  medesima  parte 
ambo  gli  estremi  del  secuiido  asse  |ia- 
ramplro. 


DlfT-rptu»  tra  le  curve  del  primo  e del  terrò 
ca.o  —Figura  della  curva. 

655  — « Cniicliiusioiie.  Le  curve  di  secondo  g<t-  5 >4  — » 

neri!  sono  di  Tre  Specie:  piani  secan- 
ti elle  le  producono. 

656  — u Generalità  sulle  Varietà  delle  Ire  spe-  554 — 555. 

eie  di  curve  di  secondo  genere.  • 

TEOREMA.  Tutte  le  immaginaLili  Varìpià 
delle  curve  delle  tre  specie  di  trcomio  genere 
riiullaiio  a quattro  a quattro  idenliclie  Ir.a 
loro  , e non  diversificando  che  di  posizione 
Soltanto. 

6:>7 — 665.  Quattro  Varietà  Primarie  delle  curve  555  — 56o. 
eli  seconda  specie. 

Introduzione — Individuala  posizione  del  piano 
secante  per  la  quale  il  Punto  Doppio  del- 
la curva  non  cade  tra  à suoi  asintoti.  

Movimento  del  piano  secante  ; sue  posizioni 
per  le  quali  il  Punto  Doppio  non  cade  tra 
fili  asintoti,-  — per  le  quali  il  Punto  Doppio 
è sopra  uno  degli  asintoti  ; — per  le  quali  it 
Punto  Doppio  e tra  gli  aliatoli  ; — per  le 
quali  il  Punto  Doppio  è centro  dejta  curva.— 

Prusegueudo  il  niovimento  del  piano  sccaute 
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ricompariscono  io  ordine  inverso  le  medesi- 
me circostanze.  — Cunchiusione.  Quattro  Va- 
rietà Primarie  di  curve.  — Figura  di  una 
individuata  curva  di  ciascuna  Varietà  Pri- 
maria. 

666 — 6^0.  Modo  da  determinare  la  Equazione  56o— 563> 
della  curva  di  ciaiìcUDa  Specie  o Va- 
rietà delle  curve  di  Secondo  Geucre. 

Generalità.  — Valori  della  g ( distanza  del 
piano  secante  dal  centro  della  conoidale  ) , 

(lercbè  si  abbiano  curve  di  Seconda  Specie: — 
perché  si  abbiano  curve  di  Prima  , o Terza 
Specie  ; — perchè  si  abbiano  curve  o di  Pri- 
ma , o di  Seconda  , o di  Terza  , o di  Quar- 
ta Varietà  Primaria.  ■ — Coiicbiusione. 

671  —672.  Come  tener  conio  della  Condizione  5G3 — 566» 
per  la  di  cui  esistenza  Lutino  luogo 
curve  di  Secondo  Genere. 

liquazione  per  tenerne  conto  quando  la  cur- 
va si  considera  indipendentemente  dalla  couoi- 
dale.  — Valori  dei  coseni  dell’  angolo  che  la 
retta  perpendicolare  al  piano  secante  la  coi  tre 
assi  indefiniti  , i quali  sostitueuduli  nella  equ. 
generale  delle  curve  di  cui  si  tratta  , viene  a 
soddisfarsi  alla  detta  coiidizioue. 

673  — 674*  Della  Seconda  Varietà  Primaria  delle  566  —5Q']. 
curve  di  Secoudo  Genere. 

Generalità-  — Valore  della  g ; consegnenze. 

Curve  di  Terzo  Genere  di  quelle'pro- 
dotte  da  piani  inclinati  a tutti  e 
tre  gli  assi  mdejiitiii. 

675  — u Propietà  comune  a tulle  le  curve  di  567  — ■ » 
Terzo  Geuetc. 

TEOREMA.  Le  curve  di  Terzo  Genere  sono 
inlte  chiuse. 
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G7G — 678.  Tre  Specie  di  curve  di  terzo  genere.  568 — 56g. 
Casi  diversi  relativi  alla  posizione  del 
piano  secante. 

La  curva  può  eisere  o Annodala  , o Cuspida- 
ta , o senza  nodi  ne  cuspidi.  — Le  curve  di 
terzo  genere  sono  di  Tre  Specie;  piani  che  le 
piodnrano.  — Figura  di  una  individuata  cur- 
va di  ciascuna  specie. 

679  — »>  Generalità  sulle  Varietà  delle  tre  ^e-  56g  — »s 
eie  di  curve  di  terzo  genere. 

TEOREMA.  Tulle  le  Varietà  delle  curve  delle 
Ire  specie  di  secondo  genere  sono  a quattro  a 
quattro  identiche  tra  loro , e non  diversifi- 
cando che  di  posizione  soltanto. 

63o  — » Due  Varietà  Primarie  delle  curve  di  569  — »> 
seconda  specie. 

681 — 684.  Come  tener  conto  della  Condizione  56g— 572. 
per  la  di  cui  esistenza  hanno  luogo 
curve  del  Terzo  Genere. 

Preliminare.  — Eqn.  per  tenerne  conto  quan- 
do la  curva  ai  considera  indipendentemente 
dalla  conoidale.  — Valori  dei  coseni  dell’an- 
golo che  la  retta  perpendicolare  al  piano  se- 
cante fà  coi  tre  assi  indefiniti , che  sostituen- 
doli nella  eqn.  generale  delle  curve  di  cui  si 
tratta  si  hanno  curve  del  secondo  genere.  — 

Tali  valori  aoddislano  la  detta  condizione. 
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PARTE  zìi- 


CENNO  01  QUALCHE  APPLICAZIONÈ. 


ARTICOLO  UMCO. 


685 — » lutroduziooe.  Oggetto  di  questo  articolo.  5-3 — 5^4' 

Vi  li  disocrre  dell’ uso  della  Conoidale  nella 
coatroiione  di  una  Clepiidra  , e del  tuo  uso 
per  la  costrozione  di  una  Volta  da  fare  due 
• uffici  ad  un  tempo,  cioè  toileiiere  gradini  di 
un'  ampia  Scala  , e oorrire  una  ben  decorata 
Sala.  / 

Primo  esempio,  jipplic.izione 
ad  una  Cìepstdru. 

686 —  689.  Natura  della  Clepsidra.  5^4 — 576. 

Descrizione  dri  vaso  della  Clrpsidrfl.  — ^ Suo 
uso.  — .Sua  utiliiè.  Cosa  è da  fare  per 
servirsene. 

NOTA.  — Sulla  maniera  da  toglier  via  l’aria  dal  raso. 

690 — 697.  Determioasione  della  Scala  dei  Tempi.  576—579. 

Formola  Idraulica  die  dii  il  tempo  del  vnota- 
niento  dei  vasi  per  un  piccol  foro.  — Deter- 
minazione dell'  area  della  sezione  suprema  in 
ogni  isianie  : — del  coseno  dell’  angolo  della 
Linea  Direttrice  colla  verticale  ; — della  lu- 
ce : — della  velocilk  dell'  efflusso.  — Tempo 
per  la  discesa  della  sezione  suprema  dell’  ac- 
<)ua.  — Parametri  della  Conoidale  affioclièla 
Clepsidra  misuri  i tempi  di  iin  dato  periodo 
per  es.  di  un’ ora.  — Scala  dei  tempi  inter- 
medi. 

NOTA  — Inconvininilr  di  i|iirsla  Clepsidra,  in  con- 
fronto cogli  iiicoveuiciili  che  preacuta  i|iieUa  piopoiia  dal 
Vcnluroli. 

698 — 7oa.Coust‘gueiiie  Geomeltiche.  58o  — 584* 

Dubbi  ebe  poMou  uaicere  vuleado  fare  ciaKua 
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tronco  del  vaso  della  Clepsidra  pib  alto  che 
il  primo  semiparametro  della  conoidale.  — 
Uldila  che  può  trarsi  dal  considerarne  ciascaa 
tronco  comunque  alto.  — 

TEOREMA.  Il  Volume  di  nn  Tronco  Retto 
a basi  parallele  della  conoidale  di  Waliis  è 
uguale  alla  differenza  di  due  cilindri  , aventi 
per  basi  quelle  del  tronco,  e per  altezza  ri- 
spettiva la  semidistanza  di  ciascuna  di  esse  dal 
centro  della  conoidale. 

TEOREMA.  La  parte  di  una  foglia  della 
conoidale  di  Wallis  terminata  da  un  piano 
parallelo  a quello  della  circonferenza  direttrice, 
e uguale  al  semir.ilindro  avente  la  stessa  base 
e la  stessa  altezza  della  parte  della  conoidale. 
TEOREMA.  Lo  spazio  finito  compreso  Ira 
le  due  parti  deU  intera  Supetficie , cioè  tra 
la  Cilindrica  e la  Conoidale  , è uguale  allo 
spazio  compreso  da  (questa  e dai  piani  delle 
circonferenze  direttrici. 


Secondo  Esempio,  jippìicaùone 
all’  Architettura. 


703  — » Proposta.  584  — » 

704  — » Prima  idea  che  si  presenta.  584 — ■585. 

Trattandosi  di  porre  una  ben  decorata  sala  al 
disoltu  di  boa  rampa  di  scala  ; tutta  la  difii- 
Gollb  sta  nel  covrire  la  sala  in  maniera  che 
resti  ben  decorata  e naturalmente  , senza  de- 
trimento della  economia  nè  della  cooveuieoza. 

705  — 708. Coti  qualunque  Volta  , delle  usale  fiu  585 — 58G. 

ora  a sostegno  di  scala  , si  covra  ia 
sala  , non  mai  la  decorazione  può  es- 
serne elegante. 

Enunciato.  — Incovenieuti  per  la  decorazione 
della  sala  , se  la  volta  è delie  cilindriche  in 
pendio  , o delle  lampanti.  — Più  .semplice 
aiuggita  : difetti  di  tcuiiouiia  e coovcuieiiza. 
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NuBxri. 

— Si  enancia  che  icegiiendo  per  intradotso 
della  Volta  la  conoidale  di  Wallii  iiiuno  ia< 
covenieote  della  detta  aorte  si  presenta. 

jog  — u Dimensioni  della  sala. 

^lo — ^i3  Volta  da  covrire  la  sala. 

Sup.  d’  intradoiso  della  Tolta  del  corpo  een* 
frale.  — Sup:  d*  intradosso  della  volta  dello 
spazio  minore  anterpore.  — Sup;  d'intradosso 
dello  spazio  minore  posteriore.  — > Estradosso 
di  tutta  la  volta. 

714 — 716.  La  Volta  prescelta  gode  dei  tre  re- 
fjuisiti  delle  opere  dell'  arte  , conve- 
nienza , economia  , e decorazione. 

Della  convenienza.  — • Della  economia.  — ^ 
Della  decorazione. 

717  — 734. Divisione  della  Volta  in  cunei. 

Introduzione.  — Linee  di  convento  zul^  in- 
tradosso ; loro  convenienia.  — Favoriscono 
r cITetto  prospettico.  — Snpeifìcie  lungitudi- 
nali  di  convento:  loro  convenienza  — La  sup. 
di  convento  luogitudinale  sod'lisfa  alla  condi- 
zione di  facile  esecuzione.  — Supeificie  tras- 
versali di  convento:  loro  convenienza.  — La 
sup.  trasversale  di  convento  soddisià  alla  con- 
dizione di  facile  esecuzione.  — La  divisione 
seguitsta  soddisià  sufficientemente  alla  condi- 
zione di  solidità. 
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